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Am 3. Februar 1960 begeht Prof. Dr. PAUL SCHERRER, Direktor des Phy- 
sikalischen Institutes der ETH, seinen 70. Geburtstag. Dieses Ereignis bedeutet 
gemäss den üblichen Vorschriften einer Hochschule mehr als nur einen Markstein 
im physischen Leben eines Menschen, sondern bedingt meistens den Rücktritt 
von Amt und Würden und im Falle SCHERRER das Ende einer mehr als 30jäh- 
rigen Epoche der physikalischen Lehr- und Forschungstätigkeit, welcher der 
Jubilar sein ureigenstes Gepräge aufdrückte. 

1920 kam SCHERRER zusammen mit dem grossen Gelehrten DEBYE von 
Göttingen nach Zürich, um hier die zweite Lehrstelle für Experimentalphysik 
an der ETH zu bekleiden. Es folgte eine selten glückliche Zeit am Physikalischen 
Institut der ETH, die getragen war von den beiden Persönlichkeiten DEBYE 
und SCHERRER. Das lebendige Zusammenspiel der beiden, in ihren Grundzügen 
so verschiedenen, Gelehrten liess seine befruchtende Wirkung weit in die Welt 
ausstrahlen und Zürich in kürzester Zeit zu einem Physikzentrum internatio- 
nalen Formats heranwachsen. 

Leider fand diese herrliche Episode schon 1927 ein Ende, indem DEBYE 
sich entschloss, dem an ihn ergangenen Ruf an die Universitat Leipzig Folge 
zu leisten. An der ETH wurden daraufhin die beiden Hauptprofessuren fiir 
Experimentalphysik in eine zusammengelegt und diese SCHERRER übertragen, 
dessen Lehrerfolg sich bereits damals eines grossen Rufes erfreute. Damit war 
der Start fiir die weitere Entwicklung von Forschung und Unterricht auf dem 
Gebiete der Physik vorgezeichnet, und zwar in einer Eigenart, wie sie nur 
einmalig anzutreffen ist. Wenn der Schreibende mit besonderer Betonung auf 
die Jahre hinwies, wo das Doppelgestirn DEBYE-SCHERRER das physikalische 
Geschehen in Zürich beherrschte, so auch deshalb, weil es ihm persönlich ver- 
gönnt war, diese Zeitspanne als Assistent von DEBYE mitzuerleben und sie ihm 
wie ein leuchtendes Kleinod unauslöschlich in Erinnerung blieb. 

Die nun folgenden drei Dezennien zeugen von einer unerwarteten, mächtigen 
Entwicklung der physikalischen Disziplinen an der ETH. Sicherlich hat auch 
WOLFGANG PAULI, der sich dem Jubilar kurze Zeit nach seiner Ernennung 
zum Leiter des Physikalischen Institutes der ETH, als Ordinarius für theore- 
tische Physik, beigesellte, entscheidenden Einfluss auf das physikalische Leben 
in Zürich; im engeren Sektor der Experimentalphysik war es aber SCHERRER 
allein, der dem Geschehen seine ihm charakteristischen Züge aufprägte, alles 
überstrahlt und beschattet von einer beispiellosen Meisterschaft in der 
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Darstellungskunst, wie sie sich vor allem in den Vorlesungen SCHERRERS in 
seltener Blüte offenbaren konnte. Jede neue Erkenntnis auf dem Gebiete der 
Physik wurde unmittelbar nach ihrem Bekanntwerden in das Pensum der Vor- 
lesungen über Experimentalphysik eingebaut und in einer beglückenden, leben- 
digen und einfachen Weise vorgetragen, die die Zuhörerschaft stets in helle 
Begeisterung versetzte. Eine Begeisterung, die mitgeholfen hat, die Kunde 
von der Meisterschaft des Jubilars weit über die ganze Welt zu verbreiten. 

Die Würdigung SCHERRERS als Forscher und Gelehrter findet ihren schön- 
sten Ausdruck in einer im Birkhäuser Verlag, Basel, erschienenen Festschrift 
zur Feier seines 70. Geburtstages, in welcher sich zahlreiche seiner Schüler und 
Mitarbeiter zum Worte melden und Zeugnis ablegen von der Vielgestaltigkeit 
seiner wissenschaftlichen Tätigkeit. Hier sei nur darauf hingewiesen, dass diese 
Tätigkeit namentlich Fragen des strukturellen Aufbaues der festen Körper 
und der Deutung ihrer physikalischen Eigenschaften berührte und sich auch 
auf eine Fülle von Problemen aus dem Gebiete der Kernphysik erstreckte, 
wobei SCHERRER schon frühzeitig, unmittelbar nach Bekanntwerden der ersten 
Befunde und Entdeckungen, die fundamentale Bedeutung dieses neuen For- 
schungszweiges in seiner vollen Tragweite erkannte. 

In überzeugende Weise hatte SCHERRER schon kurz nach dem Zweiten Welt- 
krieg begonnen, in Vorträgen vor Kreisen der schweizerischen Wirtschaft und 
Industrie wie auch der breiteren Öffentlichkeit auf die überragende Rolle auf- 
merksam zu machen, welche die Kernenergie als Energielieferant der Zukunft 
spielt. Es ist weitgehend sein Verdienst, wenn heute in der Schweiz eine Kern- 
reaktoranlage in Betrieb steht, die sowohl in bezug auf die Energiegewinnung 
und Isotopenverwertung als auch für die Heranbildung eines Stabes qualifi- 
zierter Fachleute bereits zukunftsverbundene Arbeit leistet, zu Nutz und 
Frommen der schweizerischen Wirtschaft. 

In seiner Eigenschaft als Redaktor der ZAMP verbleibt dem Schreibenden 
noch die angenehme Pflicht, dem Jubilar für seine bei der Gründung der 
Zeitschrift vor 10 Jahren bekundete Bereitwilligkeit zum Beitritt in die Redak- 
tionskommission und für seine in der Folge getätigte Mithilfe während eines 
ganzen Dezenniums herzlich zu danken. R. SÄNGER 
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On the Stress Distributions Due to Force Nuclei in an Elastic 
Solid Bounded Internally by a Spherical Hollow and 
in an Elastic Sphere 


By DEREK CorLixs, Newcastle upon Tyne, England!) 


1. Introduction 


Although solutions for the problem of a force nucleus acting at a point in 
a semi-infinite isotropic elastic solid with stress free surface have been known 
for some time [1-3]?), the corresponding problem of a force nucleus acting 
at a point in an infinite elastic solid containing a spherical hollow appears to 
have received little attention. The simplicity of the solutions of the problem 
for the semi-infinite solid and of similar problems in the Stokes flow of viscous 
fluid [4] suggest that the stresses in the problem for the solid containing a 
spherical hollow ought to be expressible in terms of elementary functions only. 
In an attempt to find such a solution I obtained general expressions for the 
stresses due to elastic distributions in an infinite solid containing a spherical 
hollow in terms of the stresses due to the same distributions in an infinite 
unbounded solid, these being given in a recent paper [5], henceforth referred 
to as SH. If the elastic distribution is taken to be a force nucleus, expressions 
are obtained for the stresses, which, while in closed form, contain elementary 
functions and integrals which it does not appear possible to evaluate as ele- 
mentary functions. These integrals could however be evaluated numerically 
to obtain the stresses on the boundary of the hollow. However, in practice, it 
proved more convenient to obtain expressions for the stresses as infinite series 
of spherical harmonics and use these for numerical work. 

In section 2 of the present paper I give expressions for the stresses due to 
a force nucleus acting at a point of an infinite unbounded solid and in section 3 
expressions for the additional stresses which must be added to these to give the 
stress distribution due to the nucleus in a solid containing a spherical hollow, 
these expressions being infinite series of spherical harmonics. Expressions 
in closed form are also given for the stresses on the boundary of the hollow, the 
expressions in this form for the complete stress distribution being omitted be- 
cause of their length. Numerical examples are given to show the variation of 
the stresses over the boundary of the hollow. In section 4 I consider the 


1) University of Durham, King’s College, Department of Mathematics. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 16. 
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problem of an elastic sphere in equilibrium under the action of two equal and 
opposite force nuclei at internal points of the sphere, expressions for the stresses 
as series of sperical harmonics and numerical examples being given. 


2. Force Nucleus in an Infinite Solid 


We first give the stresses due to a force nucleus acting at a point of an 
infinite unbounded solid. If (x, y, z) are the cartesian and (r, 9, œ) the spherical 
polar co-ordinates of a general point referred to an origin O, the positive z-axis 
being the line 6 = 0, we suppose the force nucleus of magnitude F acts at the 
point O,, cartesian co-ordinates (0, 0, f), f > 0, and is directed along the z-axis 
in the positive sense. LOVE [6] then gives the cartesian components (ty, V9, Wo) 
of the displacement at the point (x, y, z) as 


Auen Ay (z—f) 
Ug = —— I = wer! 


FE RE Re Wy= A ( eel - Eee ) x 24 
where K? = +92 (2 — f)?, F =167 y À (1 = 7), n being POISSONS ratio 
and w the rigidity. u oo 

We can now find the stresses 77,, 7 09, 0 6, and 99, in terms of elementary 
functions from the stress-strain relations. The notation for the stresses is that 
of SH, the suffix 0 indicating stresses in the unbounded solid. When 7 < f, 
these stresses can be expanded in series of spherical harmonics as 


2m A coto = Naar ame wa Ge 
Be pr on re) 

RS) (2 

(241s ( ; 


n=1 


al (w+ 1) (n —n—2— 27 y \n 
Hr AC) | 
a à (252) 
NAN n + — 47 y\n—2 
E en ee | 
BEE AR fl sal ul i sb 2; ly \n 
Wr r 2 | : ee a (7) | 
23 
mers = 4) aol te 1 i: 
en 6) JT (0), 
Din A [Her re | 
2(n+3—4) n—2 
a en a ke | P,, (cos 6) 
(2.4) 
J 
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and 
u NM 2uA Sar (n+ 1) (n—4ny—2—2 N) y\n 
P Po fe ~ [ (2n + 3) (7) 


nn 3-4n) | y \n- 
en A He (cos 0) 


ei 2h A cot 0 u Se ist 


HE — (2 + 3) ip 


n=1 
(n ie I + n) 
(2n — 1) 


y \n—2 1 2 
Pr cc 
where P,(cos6) is the Legendre function of the first kind of degree n and 
Ti (cos@) the associated Legendre function of the first kind of degree n and 
order 1, defined by [7] 

dP,(e) 


nn, 0. .C0s0. 
da 


T; (co) = —(1 — o?)12 
When 7 > f, the expressions for the stresses are obtained from equations (2.2) 
to (2.5) by replacing n by — (n + 1) in the n-th term of each series. 


3. Force Nucleus Acting at a Point in an Elastic Solid Containing an 
Unstressed Spherical Hole 


We now consider a solid bounded internally by an unstressed spherical 
hollow 7 =a (a < f), centre O. To obtain expressions in closed form for the 
Stresses 7 71, rd, 90, and @®%,, which must be added to the stresses 77,, 7 00, 
90, and gg, respectively to give the stress distribution due to a force nucleus 
acting at the point (0, 0, f) of this solid, its axis directed radially outwards from 
the centre of the hollow, we use equations (3.16), (3.18), (4.5) and (4.7) of SH. 
In the last two of these equations and in equation (4.6) the expressions G(a) 


and H(a) should each be multiplied by a factor a~*. The stresses 77, and r 6, and 


the stress combination 0, = 77, + 00, +99, for the nucleus in the unbounded 
solid, which are to be substituted in these equations, are taken in the forms 
containing elementary functions and not as given by equations (2.2) to (2.5). 
The stresses obtained in this way are in closed form, containing elementary 
functions together with integrals which it does not appear possible to evaluate 
as elementary functions. Because of the length of these expressions, only 


those for the stresses 0 0 = 00 +98, and g® = PY + YG; on the boundary 
of the hollow are given. These are 


F6(a) = #4 [PFRO) + 0,6) 400) += Se] 61) 
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= fh a 2(1— 29 os — 2 O,(0 
Gola) = HA [PPO Ama ++ |, Ba 


The functions 0,(0); 1 =1,... , 6, are given by 
Q,(0) = (1 — 2 y) a® cos0 + (1 — 2 n) a? f (1 — 4 cos’) | 
+ af? cos6 (— 4 + 2+ (7 — 8%) cos?6) + (4 — 24 — (5 —47) ) cos?6),| 


0,(0) = 1 = 7) as2 B—8 9) IT (e— 2,5, 1) 


(1 + 12 7 — 16 73) s! J(c — 2, s, 1)} 
+ (3 — ny) a {2 (25 — 64 y + 40 77?) I(c, s, 1) 
- (27 + 20 y — 128 7? + 80 n°) s-! J(c, s, 1)} 


+ fcos0{2 (— 51 + 183 7 — 180 n° + 48 17) I(c — 1, s, 1) 
+ 3 (29 — 7 — 110 72.4 120 3 — 32 99) s-1 J(c — 1, s, 1)} 
+ (1 =) a? f cos0 {2 (1 = 4%) Te, s, 3) 
— (542-87) s4 J(c—1,s, 3)} 
— (3 — ) 4? f cos0 {2 (5 — 4 ») I(c +1, s, 3) 
+ (3 — 10 » +87) s4 J(c-+1, s, 3)} 
+ 2 a I(c, s, 3) {47 — 70 y + 16 1? — (27 — 44 7 + 8 7?) cos?6} 


+ a? st J(c, s, 3) {3 — 102 7 + 140 72 — 32 7? 
+ (9 + 56 7 — 88 7? + 16 7°) cos? 6}, 


0,(0) = 7 (3 — 7) a? cos 6 


Fre [a (1+cos0) — (f + R,) (1 + cosb.)] 
(1 — n) a? cos?0 ald) ‘+ R 
+ A = [cosec? 3 7 Re 2 cosec? =] 
a 


7 21 R, [(R, — a) (a den) 7.62) f cos) 


— 7 (37) a cos*G = (11 33 Hila ers 
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Q4(6) = —4 a8 (3 — 15 7 + 4 72) — a cos? (75 — 260 » + 96 1°) 


+ 2 af’ cos (52 — 187 4 + 56 7) + at f' cos80 (77 — 264 7 + 96 77°) 


+ 8 aff cos0 (2 — 8 n +3 3 n°) — a f” (3 37 — 122 +327) 


— 16 a? f” cos?@ (9 — 32 » + 10 7?) + a2 °° cos 0 (87 — 314 7 + 88 n°) 


—2af (8—31y+87)), 


Q;(0) = (1 — y) a{2 (24+ 97 — 4 7? — 16 n°) I(c — 2, s, 1) 
tg S04 8 9? 32 ns Te 
+ (3 — 4) a{— 2 (22 — 47 n + 44 7? — 16 n°) I(c, s, 1) 
Sle AL Oe HOO I 94 Hs 4) (6,8), Ly 


+ f cos6 {2 (39 — 109 y + 162 7? — 120 7? + 32 7%) I(c — 1, s, 1) 


(27 — 27 nm — 128 n° + 300 73 — 240 n* + 64 n°) 


Ket] (ol) 


— (1—-n)a2f cos6 {2 (1 — 47) I(c — 1, 5,3) 
— (5+2n—8 n°) s J(c —1,s, 3)} 
+ (3 — 7) a? f’ cos0 {2 (5 — 4 n) I(c + 1, s, 3) 
+ (3 —107+ 87?) s+ J(c + 1,s, 3)} 
+ 2 48 I(c, s, 3) {— 44 + 61 9 — 28 n° + (24 — 35 n + 20 n?) cos? 6} 
+ a3s 1 Ic, s, 3) {— 18 + 81 4 — 122 7? + 56 7? 
+ (6 — 35 7 + 70 7? — 40 7?) cos?6}, 


0,(0) = a5 (5 — 487 + 32 7?) — 8 a5 cos?O (22 4 — 25 7? + 8 1j) 
— at f’ cos0 (23 — 306 7 + 232 7? — 32 7?) 


+ 4 at }’ cos?6 (45 4 — 52 7? + 16 7) + 8 a4 f cosé (5 7 — 67? + 29?) 
+ af” (13 — 114 n +64 7?) + 2a8f" * cos? (13 — 200 7 + 172 n° — 32 7) 


— a2 f” cos6 (29 — 266 7 + 184 n° — 16 1°) 
+20" 4-27 +167). 


“1 


" 
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In equation (3.5) we have 


Re cost, = 200507, 


and it may be noted that Q(0) is finite on the axis 0 = 0. We define the integrals 
I(m, s, n) and J(m, s, n) which occur in equations (3.4) and (3.7) as 


1 1 
* A" cos (s log À) 7" sin (s log A) 


I (ms, 2) = | RR da, IJ(m,s,n\= / en di, 
| i i 


0 0 


where R3 =x? + y?+ (z—A/’). Further, we have 45? —3 — 47? and 
e = 3/2—7. 

Since the expressions (3.1) and (3.2) do not lend themselves so readily to 
numerical computation as the expressions for the stresses in series of spherical 
harmonics, we now give these latter expressions. These can be found by using 
equations (2.2) to (2.5) together with equations (3.16), (3.18), (4.5) and (4.7) of 
SH. An alternative method is to obtain solutions of the equations satisfied by 
the displacement components as series of spherical harmonics suitable for the 
region 7 > a, the coefficients of the harmonics in these series being found from 
the condition that the boundary 7 = a of the hollow is stress free. The additional 


stresses 77, and 7 0, are given by 


ae nA n(n — 1) (n? + 3 n— 2%) Un) (a\nt 
Cr TE Dy | (2 — 1) W(n) 3 pe | 


n=0 


(3.9) 
(n + 1) U,(n) a\n+3] (a\n 
(2 + 3) W(n) ka | ei) F, (cos 6) , 
and 
f = u A | = i (nn — 1) (n° —2+ 27) Un) [a\n+1 
He (af)? à (2n—1)Wi(n) ial | 
(3.10) 


_ (2n £3) Win) (Sy (sl Te (cos) | 
where 


W(n) =n? 4+ (1—2y)n+1—7, 


Un) =f (20 +1) (n+ 3 —4) — a2 (2n—1) (n+ 1), 


Un) = n (nm — 1) (nm + 2) [f2 ( 2n + 3) (n+ 3-4) — a? (2n+4+1) (n+ 1)] 
A a? 2 nel) (LE 


Vol. XI, 1960 On the Stress Distributions Due to Force Nuclei 9 


The stresses 90 and gg on the boundary r = a are obtained as 


A 2 eA I 
Bo gael tlt \ o(n) a\n A 
(a m 2 =, (2 n + 3) (n 2) H (n) is | de (cos 0) | 
2 u A(1—n)cotd © (3.11) 
| “fl. —MNEO u V,(n) Pee : ; 
(a j)? À (2n + 3) (n Be 2) W(n) (; 1, (cos 6) ; | 
and 
gg es zu 4 a Va(n) a\n Pp , 
(af)? &, (2n + 3) (n+ 2) Wm) (7) , (cosd) | 
a 2 LE = n) cot@ x V,(n) FACE 
(a f)? à (2n + 3) (n = 2) W(n) | f ) n (cos Ü) ; | 
where 


Vo(n) = a? (n + 1) [4 n° + 4 (4 — 9) ni + (19 — 16 9) n° 


+ (14 —19 7 — 87?) n° + 2(8 — 3 97-87%) n + 6 (1 — 1), 
(2n+ 3)n (n+ 2) (n+3—4%) (n—y), 
Vin) = a? [4 n4 + 20 n3 + (27 — 8 ») n? + (9 — 16 9) n— O09] 

— f2(2n +1) (2n+ 3) (n+ 2) (n+3—47%) 


and 


V,(n) = a? (wn + 1) [44 n® —4 (1 — 47) n*— (8-194 + 87?) n° 
+(5+67 — 24 7?) n? + 2 (8 — 1177) # +6 (1 — 7) 


— f2?(2n +1) (2n+ 3) (n+ 2) (w+3—4%) (nn—1). 


To illustrate the variation of the stresses 00 and gg on the boundary r = a 
these stresses have been calculated for different values of f and 4. These 
calculations were performed by truncating each of the series in (3.11) and 
(3.12) after N terms, N being chosen so that the truncation error in each case 
is sufficiently small to ensure the calculated values of the stresses are correct to 
four decimal places. The sums of the series to N terms were then calculated on 
the University of Durham Computing Laboratory Pegasus Computer using a 
method due to CLENSHAW [8]. The values of the stresses thus obtained are 
given in Tables 1 and 2 and plotted in Figures 1 to 3. The actual values shown 


are those of 6 Olu A and gg/u À. 
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Table 1 


Figure 1 


l:lastie solid containing a spherical hole. 
Graphs of 60/4 A and fu A for f = 2, 
n = 0:2. — H0Oju A; --- pou A. 


n = 0-2 n = 04 

0 

f=2 f=4 = iK0 Fee 

0° — 9-2069 — 0:8371 — 0.0814 — 9.9313 
10° 5:7950 0-6857 0-0709 6:6079 
20% 10-5016 0-2950 0-0417 0.4508 
30° 4:6533 + 0-1871 + 0-0003 + 3:6740 
40° 5:9566 0-6148 0-0472 5-0752 
Sr 5.6344 0-9030 0-0909 4-9113 
60° 47072 1:0334 0-1252 41478 
70° 3:6822 1:0308 0-1461 3-2651 
80° 2.7550 0-9357 0-1526 2-4509 
90° 1-9795 0:7870 0-1458 1:7604 
100° 1-3545 0-6156 0-1280 1:1971 
AGIOS 0-8611 0-4427 0-1026 0-7471 
1205 0-4771 0-2818 0-0731 0.3930 
1302 0:1828 0:1407 0-0426 0-1188 
140° — 0:0380 0-0234 0-0139 — 0-0889 
150 0-1979 — 0:0683 — 0:0106 0-2405 
160° 0-3060 0-1337 0.0293 0:3436 
170° 0:3685 0-1729 0-0410 0-4034 
180° 0-3889 0:1859 0-0449 0:4231 


ZAMP 


Figure 2 


l:lastic solid containing a spherical hole. 
Graphs of 9 0/u A and Holm A for f= 2, 


7 = 0-4.~— 60 Üju A; -—-- pH A. 
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Table 2 
Elastic Solid Containing a Spherical Hollow. Values of g@lu A ony = a 


9 1) = 0-2 | n = 04 
2 j=4 i LO = 

OF — 9-2069 — 0-8371 — 0:0814 — 9:9313 
10% 7:9420 0-7940 0-0790 8-1241 
202 35-3457 0-6801 0-0721 45680 
30° 3-15 0-5318 0-0620 1-7761 
40° 1:7288 0-3866 0-0505 0:3088 
50° 0-9923 0-2685 0-0393 + 0.2694 
60° 0-6275 0-1861 0-0298 0-4042 
10° 0-4560 0-1367 0-0230 0-3513 
80° 0-3811 0-1131 0-0190 0:2327 
90° 0-3533 0-1074 0-0179 0:1019 
100° 0-3477 0-1125 0-0191 — 0:0196 
110° 0-3518 0-1236 0-0221 0-1245 
WAVE 0-3595 0-1370 0-0263 0-2112 
1302 0-3678 0-1504 0-0308 0:2806 
140° 0-3752 0-1626 0-0353 0-3344 
1502 0:3812 0-1726 0-0393 0-3743 
160° 0-3855 0-1799 0-0423 0-4018 
1708 0-3881 0-1844 0:0443 0-4178 
180° 0-3889 0-1859 0-0449 0-4231 


It is of interest to compare the variation of the stress 00 in this problem 
with the variation of the hoop stress round the boundary of a circular hole in 
an infinite plate in a state of generalized plane stress due to the action of a 
force nucleus at a point of the plate, the nucleus being directed radially out- 
wards from the centre of the hole. This problem has been discussed by HOLGATE 
'9] and the stress curves given by him are found to be similar to the curves 


given in Figures 1 to 3. 


Figure 3 
Elastic solid containing a spherical hole. Graphs of 6 6/@ A and g gli Al iio yf = 28 enatel yp = 10), 
7 = 0-2 (note different scale from Figures 1 and 2). — 0 Oju A; ---pœlu A. 
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4. Force Nuclei Acting at Internal Points of an Elastic Sphere 


We now consider the problem of an elastic sphere under the action of two 
equal and opposite force nuclei, magnitude F, applied at points on a diameter 
of the sphere equidistant from the centre, the axes of the nuclei being directed 
along this diameter. Since the case when the forces act at the surface of the 
sphere has been discussed by STERNBERG and ROSENTHAL [10], we suppose the 
nuclei to act at internal points, the boundary of the sphere being unstressed. As 
the method given in SH for an infinite solid containing a spherical hollow can 
be extended to an elastic sphere (see SH, p. 250), it is possible to find closed 
form expressions for the stresses similar to those found in section 3. Since it 
is again more convenient for numerical work to use expressions for the stresses 
as infinite series of spherical harmonics, we give only these expressions. 

If the nuclei act at the points whose cartesian coordinates are (0, 0, f) and 
(0,0, —f), (f < a), and are directed radially outwards from the centre of the 
sphere, the stresses due to these nuclei acting in an infinite unbounded elastic 
solid are, when f < 7, 


ae _4uA 27 (4n?+6n—2n) { f\2n+1 
DE | Mar ee ke | | 
( 
(2n +1) (2n +2) (2n —2+4n) / f\2n+3 
PR ae T FA) | Es u 


| 


v6, B “88. D. | (4 a ir n) Kar +1 


n=1 


—  — 


: ¢ (4.2) 
n+ 2)(2%—2+ 4%) / f\2n+3 
Lec HPA) (LY) Te co), 
apy 4 A < 2n(4n—4n= 12m) | f\2m+1 
@n+1l2?(2n—2+4n)  f\2n+8 
(4n+3) (;) lex (cos 6) > 


ua cotO D [(2n—4+ 47) (Ama 
“ IE | (=) : Fa 


n=1 


(2n—-2+4n) E 


ana Cr) | Ba 60 
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— 4 u À = Zn(?n-8nn+3-—-2n) fun 

| nr | 
(2+ 1) (2n—24 47m) (F\2 

B | (4n+3) 4 


4p Acotd Sf(An—4+4nm) / f\2"+1 
= RB >, (4n — 1) | 


n=1 


(2 an Be / 2n+3 
— er Sr z- 2) (1) | I, (cosd)" 


where F = 162 u À (1—7). When 7 < f, the expressions for the stresses are 
obtained from equations (4.1) to (4.4) by replacing n by — (n + 1) in the n-th 
term of each series. 


The additional stresses 77, and 70, which must be added to the stresses 77, 


and rd, respectively to give the stress distribution due to the force nuclei 
acting in the elastic sphere, can be found by methods similar to those given 
in section 3 for the solid containing a spherical hollow. We find that 


77, = 184 = 1) (2 + 1) (am mn 1m) Ag(n) ( 72" | 
ne. (4 n + 3) C(n) (= (4.5) 
n A,(n) / y\2n—2 f\2n+1 | 
. (4n—1) cm le) ME AC 
and 
8u À + (n + 1) (4n®?+4n—1+ 2m) A,(n) [7\2" 
r0,= a f)? oy 7 (4 n + 3) C(n) Fa) (4.6) 


PRO Bean Eier] 


(4n — 1)C(n) \a a 


where 
Cin) =4m+2(l+2n)n+ti+n, 


A,(n) = a2 (4n4+3)n—f? (4n+1)(n—-1+27), 


A,(n) = (n + 1) (4? — 1) [a2 (4n+1)n—f (4n—1)(—-1+27y)] 
+ a? (4n+ 1) (1— 77). 
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Further, we obtain the stresses 00 and 99 on the surface of the sphere as 


00- ar > (2@n—1) aan 1) C(n) Fans Pay, (5) | 
, bn Can cot ÿ > “az ae Cm (£\" À Te, (cos) | 

and 

P= ee à ‘(n= 1) at 1) C(n) Eh “Pa, (050) | 
= air = (2n — as 1) C(n) SL a an (6056), | 

where 


By(n) = a? n [128 n> + 64 (1 + 4) n° — 40 n3 — 4 (13 — 8 ») (1 + 7) n° 
+2n+ (3—27) (1+ %)] 
— f (16 m7 — 1) (4n?-—1) (2n+1+4+ 7) m—-1427), 
B,(n) = a? (32 nt —- 16 "3 -—2(9+ 8y) n?+n4+1+4 7) 
— ? (16 2 — 1) (2n—1)(m—1427), 
and 
Bon) = a? n [128 n n5 + 64 (1 + 4) n° +8 (8 — 5 n — 8 n°) n° 
- 021I+)®-2@2—-n-2n)n+1+n] 
— PR — 1) (4m? — 1) (2ynn+1+4 7) (n-1+4+27). 


To illustrate the variation of the stresses 00 and @ @ over the surface of the 
sphere, these stresses have been calculated for different values of f and 7 using 
equations (4.7) and (4.8). The values obtained are given in Tables 3 and 4 


and plotted in Figures 4 to 6, the actual values shown being those of 6 6/8 u A 


and 99/8 u A. Since the stresses have mirror symmetry about the plane z = 0, 
only the values for 0 between 0° and 90° are given. 


In conclusion, I wish to thank the University of Durham Computing 
Laboratory for the facilities placed at my disposal. 
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On the Stress Distributions Due to Force Nuclei 


Elastic Sphere. Values of 6 6/8 uAonr=a 


Table 3 


5 7 = 02 7 = 04 
f= 0-1 120-3 ip = es) ji = (085) 

0 + 0:5834 + 2-1196 + 35-4008 ap 9:0576 
10° 0-5582 1-9592 4-4333 4-1131 
20° 0-4867 1-5469 2:5456 DATS 
302 0-3796 1-0345 1:0773 0-8630 
40° 0-2523 0-5580 0-2966 0-1241 
502 0-1214 0-1858 — 0-0421 — 0-1855 
60° 0-0027 — 0-0717 0-1695 0.2939 
70° —0-0911 0:2322 0-2103 0:3230 
80° 0-1509 0-3178 0-2203 0-3266 
90° 0:1715 0-3445 0-2217 0:3259 

Table 4 
Elastic Sphere. Values of G@/S u À onr=a 

9 n = 092 7 = 0-4 
(jen TUE T= 05 jp Ses 

0° + 0.3834 +2-1196 + 5-4008 +5:0576 
10° 0-5580 1-9833 4-7091 4-2918 
20° 0-4855 1:6205 3:2059 2-6901 
30% 0-3761 1:1384 1-7661 1:2588 
40° 0-2445 0-6464 0-7366 03223 
50° 0-1076 0-2170 0-0859 —0-2151 
60° — 0-0182 — 0:1170 — 0-3035 0-5075 
70° 0-1188 0-3493 0:5259 0-6607 
80° 0-1835 0-4846 0-6396 0-7340 
90° 0-2058 0.5288 0-6745 0:7557 


of 


Figure 4 
Elastic sphere. Graphs of 6 0/8 4 A and @ @I8 u À for f = 0-1 and f = 0-3, 7 = 0-2. 
— 0 0/8 u A; ---Ppl8 WA. 
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Figure 5 Figure 6 Re 
Elastic sphere. Graphs of 0 0/8 4 A and Elastic sphere. Graphs of 0 0/8 u A and 
P9I18 WA for f = 0:5, m = 02 YP p/8 4 À for f = 0-5, H = 0-4 
(note different scale from Figure 4). (note different scale from Figure 4). 
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Resume 


Dans cette communication, nous donnons des expressions pour les efforts causés 
par des noyaux de forces agissant a certains points 

(i) d’un solide élastique contenant une cavité sphérique; 

(ii) d’une boule élastique. 
Dans le premier cas, on obtient des expressions en séries de fonctions de LEGENDRE. 
Des expressions équivalentes contenant des intégrales et des fonctions élémentaires 
sont également obtenues. Dans le deuxiéme cas, on obtient seulement des expres- 
sions en fonction de LEGENDRE. Dans chaque cas, des résultats numériques sont 
obtenus pour les efforts sur la surface sphérique. 


(Received: July 17, 1959.) 
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Über die Erzeugung von hohen, kurzzeitigen Magnetfeldern 


Von PIERO Corti, Zürich!) 


1. Einleitung 


Die Erzeugung von Dauermagnetfeldern über 60000 A/cm (75000 Oe) er- 
fordert bekanntlich einen so grossen apparativen Aufwand, dass nur sehr wenige 
Laboratorien über die entsprechenden Installationen verfügen. Die höchsten 
Dauermagnetfelder, die bis jetzt hergestellt werden konnten, liegen bei etwa 
80000 A/cm (100000 Oe). Wie Karıtza [1]?) aber schon 1924 gezeigt hat, ist 
es mit einem relativ bescheidenen Aufwand möglich, drei- bis viermal so starke 
Magnetfelder zu erzeugen, sobald man sich darauf beschränkt, diese nur für 
ein sehr kurzes Zeitintervall (Grössenordnung Millisekunden) zur Verfügung zu 
halten. 

KAPITZA verwendete zuerst eine Serie von Akkumulatoren als Energie- 
quelle. Mit einem mechanischen Schalter wurde diese während einiger Hundert- 
stelsekunden über eine kleine Spule kurzgeschlossen, wobei Magnetfelder bis 
zu 100000 A/cm erzeugt wurden. Um noch höhere Magnetfelder zu erreichen 
und diese auch in einem grösseren Volumen von mehreren Kubikzentimetern 
zur Verfügung zu haben, benützte KarıTza [2] später seine berühmt gewordene 
Dynamomaschine als Energiequelle. Er konnte so während einer Impulsdauer 
von rund 30 ms in einem Volumen von ungefähr 6 cm? Magnetfelder bis zu 
256000 A/cm (320000 Oe) erzeugen. 

Eine starke Reduktion des apparativen Aufwandes brachte 1926 die Idee 
von War [3], eine Batterie von Kondensatoren als Energiequelle zu benützen. 
Die Kondensatorenbatterie von WALL wies eine Kapazität von 1400 uF aut 
und konnte auf maximal 2000 V aufgeladen werden. Durch die Entladung die- 
ser Kondensatorenbatterie über eine kleine Hochfeldspule konnte Warr Ma- 
gnetfelder bis zu 182000 A/cm (228000 Oe) erzeugen, wobei allerdings die 
Hochfeldspule infolge der Biot-Savart-Kräfte explodierte. Diese Technik wurde 
seither in fast allen Laboratorien [4-10], die sich mit der Erzeugung von kurz- 
zeitigen, hohen Magnetfeldern beschäftigt haben, verwendet. 

Im Verlaufe der letzten 5 Jahre sind am Institut für kalorische Apparate 
und Kältetechnik der ETH einige Apparaturen gebaut worden, die ebenfalls 
nach diesem Prinzip arbeiten. Diese Apparaturen wurden hauptsächlich für die 
Messung der Änderung des elektrischen Widerstandes von reinen Metallen in 


1) ETH. Institut für kalorische Apparate und Kältetechnik. 
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 32. 
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hohen Magnetfeldern benützt. Dazu sind relativ lange Impulszeiten erforderlich, 
denn zu schnell veränderliche Felder werden im allgemeinen die gut leitenden 
Metallproben nicht genügend durchdringen und sie auch durch starke Wirbel- 
ströme aufheizen. Es wurden hier zum Beispiel während einer Impulsdauer von 
ungefähr einer Millisekunde in einem Volumen von 0,5 cm? Magnetfelder bis zu 
320000 A/cm (400000 Oe), oder während etwa 100 Millisekunden und in einem 
Volumen von 10 cm? Magnetfelder bis zu 80000 A/cm (100000 Oe) erzeugt. 

Über die Erzeugung noch höherer Felder (bis zu 750000 Oe) während einer 
Zeit von grössenordnungsmässig 100 us sind in den letzten Jahren drei ausführ- 
liche Arbeiten erschienen [6, 7, 18]. Ergänzend soll hier im folgenden die Er- 
zeugung von Hochfeldern während relativ langer Zeiten und die ökonomisch 
günstigste Dimensionierung einer solchen Hochfeldapparatur behandelt werden. 
Die hier angeführten Berechnungen folgen zum Teil einer wertvollen Arbeit 
von CHAMPION |4], sind aber speziell unseren Zwecken angepasst worden. 

Die Messmethode, die hier angewendet wird, soll am Schluss kurz beschrie- 
ben und eine Messung der magnetischen Widerstandsänderung von Kupfer ge- 
zeigt werden. 


2. Theorie 


Figur 1 zeigt das prinzipielle Schaltbild unserer Apparatur. Die Strom- 
stärke in einem solchen Entladungskreis wird 


T(t) U =? R/2L 


Pe sinw t , (1) 
wobei 
, En Sa 5 
ee = EN 
: LC ape (2) 


U bezeichnet hier die Aufladespannung der Kondensatorenbatterie, L die 
Selbstinduktion der Hochfeldspule, C die Kapazitat der Kondensatorenbatterie 
und R den Ohmschen Widerstand des Entladungskreises. 


Schalter-Steuerung 


Auflade- 
Gerät 
Figur 1 


Prinzipielles Schaltschema der Hochfeldapparatur. 
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42 © S . . = ny eS Sa ene oe © 
Diese Beziehung gilt sowohl für reelle als auch für imaginäre » und geht im 
aperiodischen Grenzfall m + 0 gegen den Ausdruck 


1h Dyetrhre (3) 


Wie die Erfahrung zeigt, liegt die Art unserer Entladungen meistens in der 
Nähe dieses aperiodischen Grenzfalles. 


C U E H v 
ur V J kOe) (A/cm) cm] 
SE i 105 10-10" abs 
10 + 10° + st is = 10" 
T + 3] if ae 
32 ot 10 4] 0° 10° JE 
107+ 10">- pe =) , 497 
1° + = De 
ae: I 10° 10° 10° + 
10° = 10° + Fi +10 
1 T i 10 +10" 
+ 10 + + 
os + E 1 + 
Il i 1 +10" 
Figur 2 


Nomogramm. Das maximal erzeugbare Magnetfeld H als Funktion der eingesetzten Energie E und 

des inneren Volumens F der Hochfeldspule (energetischer Idealfall). Zur Auswertung sind die drei 

linken und die drei rechten Funktionsskalen je durch eine Gerade zu verbinden (C und U sind 
Kapazität und Aufladespannung der Kondensatorenbatterie). 


Im energetisch günstigsten Fall würde die gesamte, ursprünglich in den 
Kondensatoren aufgespeicherte, elektrische Energie E = C U?/2 im Augenblick 
des Feldmaximums lediglich in Form von magnetischer Energie im innern 
Volumen der Hochfeldspule stecken. In Giorgi-Einheiten würde also 


CRUE Ho FR = 
m urn Ve (4) 
wobei H,,,, das Feldmaximum im Mittelpunkt der Spule und V das innere 


Volumen der Spule bezeichnet. 

Das Nomogramm von Figur 2 gibt eine Darstellung dieses Zusammenhanges. 
Wir werden allerdings sehen, dass der Wirkungsgrad dieser Energieumformung 
selten über 50%, liegt. Es ist zweckmässig, diesen Wirkungsgrad mit K? zu be- 
zeichnen. Dann wird 


Hoa KU ESE, (er (5) 
Gon 


Tel LA fem, GeuE],n cm?) DV]: 


max 
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Nach CHAMPION kann K in zwei Faktoren aufgespaltet werden: 


: De) 


K=J (6) 


| oe m) 


Der Faktor J berücksichtigt die Ohmschen Energieverluste, während S der 
Tatsache Rechnung trägt, dass in einer Spule die magnetische Feldenergie nicht 
nur im Spuleninnern konzentriert werden kann. CHAMPION, der sich ausführ- 
lich mit diesen beiden Faktoren auseinandergesetzt hat, gibt einen expliziten 
Ausdruck für S. Tabelle 1 wurde einer seiner graphischen Darstellungen ent- 
nommen. 


Tabelle 1 
Der Faktor S als Funktion von « und f (siehe auch Figur 4) 
a 
fii) 155 2 A 

B 1 | 8 

0,5 0,60 0,50 0,40 0,23 0,12 

il 0,82 0,70 0,57 0,32 ON 

2 0,96 0,83 0,70 0,41 0,21 

E 0,98 0,88 0,75 0,47 0,26 | 

8 0,99 0,88 0,75 0,48 0,28 | 


Wie man sich leicht überlegt, gilt für den Faktor J 


JE 
ae 7 
I mazıR=0) \ 
Mit der Substitution 
4L 
HR (8) 


erhält man aus Gleichung (1) 


rf = e- lV»-1) aretg Yy-1 } 


(9) 


À vas monoton mit y (Figur 3). y — 1 entspricht dem aperiodischen Grenz- 
all. 

Man wird also eine Hochfeldspule so dimensionieren, dass y möglichst gross 
und zugleich S nicht zu klein wird. Im Bereiche kleiner y-Werte ist vor allem 
die erste Bedingung massgebend, während für y-Werte über 5 mehr Gewicht 
auf die zweite Bedingung gelegt werden muss. Ohne eine Nebenbedingung zu 
stellen, wird man dabei auf den Extremfall einer Spule geführt, die aus einer 
einzelnen Windung von möglichst grossen Dimensionen besteht. 
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10? 107 1 10 10? 10° 
Figur 3 
Der Faktor J als Funktion von y. 


Als Nebenbedingung soll die Selbstinduktion Z der Hochfeldspule vor- 
geschrieben werden, da Z im wesentlichen die Impulsdauer der Entladung be- 
stimmt. Für eine Spule von rechteckigem Wicklungsquerschnitt gilt bekannt- 
lich (Bezeichnungen nach Figur 4) 


= 9" 7 Ko, B) ; (10) 


wobei L in Mikrohenry und 7; in Zentimeter einzusetzen sind, während À einen 
Formfaktor bezeichnet, der nur von den relativen Spulenparametern « und ß 
abhängt (x = 7,/7;, B = 1/r;, siehe Tabelle 2). 


Tabelle 2 


Der Formfaktor À, L = n° 7,1, Lin Mikrohenry, v, in Zentimeter 
& = 
1,1 1,5 2 1 8 
B | 
0,5 2155 23,0 2575 3163 65 
if 14,0 16,5 19,0 31,9 58 
2 I) 10,3 12,9 24,0 47,8 
4 4,8 6,2 7,6 15,8 37,0 
8 2,55 3,2 4,0 9,3 24,0 
Der Ohmsche Widerstand R einer Spule wird 
2 HE 1 
Ee Gat (11) 


wobei / den Füllungsfaktor nach Figur 4 und o den spezifischen Widerstand 
bezeichnet. Die Tatsache, dass sich o während einer Entladung infolge der Er- 
wärmung der Hochfeldspule verändert, soll vorläufig vernachlässigt werden. 
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Wenn die Windungszahl » durch die Selbstinduktion L substituiert wird, er- 
hält man für y 


ee Ae 12 
Y = 2 02 5 TG Je (a, p) ’ ( ) 
wobei 
wei 2 
F(a, 6) = (== 84) (13) 


und somit nur von den relativen Spulenparametern « und f abhängt. 


% 
m 
=: Bi — = 
Figur 4 
Bezeichnungen der Hochfeldspule: 7,/r; =a; 1/r; = 6;  Windungszahl; & Drahtdurchmesser; 


f Füllungsfaktor = n o? 7/81 (r, —7;) . 


Der Geometriefaktor F wächst sehr schnell mit « und etwa 1000mal langsamer 
mit 6 (Tabelle 3). 


Tabelle 3 
Der Geomeitriefaktor F(x, ß) in 10-18 Hy?/cm? 
| 
a 
12 I) 2 i le) 
P | | | | | : 
0,5 1,0 5,29 ies 126 1670 
il A 10,22 40,0 368 2180 
2 2,66 17,6 75,0 822 5620 
4 372 23,0 100 1470 13270 | 
100 3,82 29,2 128 2130 26250 | 


Die energetisch günstigste Dimensionierung der Hochfeldapparatur kann 
nun aus Gleichung (12) herausgelesen werden. Die Kondensatorenbatterie soll 
so angelegt werden, dass sie bei relativ kleiner Kapazität auf möglichst hohe 
Spannungen aufgeladen werden kann (Serieschaltung). Die höchsten Auflade- 
spannungen werden durch den Entladeschalter, die Isolation der Hochfeld- 
spule und nicht zuletzt auch durch Sicherheitsbedingungen beschränkt. Da 
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ausser der Kapazität C nach (12) auch die Selbstinduktion Z möglichst klein 
sein sollte, ist es grundsätzlich möglich, bei kürzeren Impulsdauern einen grös- 
seren energetischen Wirkungsgrad zu realisieren. Z darf aber auch aus energeti- 
schen Gründen nicht zu klein gemacht werden, denn die Selbstinduktion der 
Hochfeldspule muss grössenordnungsmässig grösser als diejenige der Zulei- 
tungen und der Kondensatorenbatterie sein, da sich ja die magnetische Energie 
im Verhältnis der Selbstinduktionen aufteilt. 

Gleichung (12) besagt weiter, dass eine beliebige Verkleinerung der Hoch- 
feldspule (r,) bei gegebener Kondensatorenbatterie nicht unbedingt ein höhe- 
res Magnetfeld liefert, da y mit der vierten Potenz von 7; zunimmt und J im 
Bereich kleiner y-Werte ebenfalls sehr rasch mit y wächst. 

Der Füllungsfaktor / tritt in Gleichung (12) im Quadrat auf. Da sich ein 
grosses /, wie man sich leicht überlegt, auch günstig auf die mechanische Wi- 
derstandsfähigkeit einer Hochfeldspule auswirkt, ist es in doppelter Hinsicht 
vorteilhaft, Rechteckprofildraht zu verwenden. 

Im allgemeinen wird das innere Volumen der Hochfeldspule und die mini- 
male Impulsdauer der Entladung durch die auszuführenden Messungen vorge- 
schrieben. Anhand der Thomsonschen Formel kann aus der minimalen Impuls- 
dauer ein Wert für Z festgelegt werden: 

ae 

Les we ? (14) 
wobei T,,,,, den Zeitpunkt des Feldmaximums bezeichnet. Bekanntlich ist die 
Periodendauer von gedämpften Schwingungen immer etwas grösser als der 
nach der Thomsonschen Formel berechnete Wert. Wie wir gesehen haben, 
nimmt y mit « schnell zu. Eine Vergrösserung von « hat allerdings eine Ver- 
schlechterung der Homogenität des Magnetfeldes längs der Spulenachse zur 
Folge. Hat man einmal das grösste «, das sich diesbezüglich noch verantworten 
lässt, bestimmt, so kann daraus anhand von (10) die Windungszahl n berechnet 
werden. Bei der Festlegung von « muss ausserdem darauf geachtet werden, 
dass der Faktor S mit zunehmendem « abnimmt. Eine Vergrösserung von « ist 
deshalb vor allem dann zweckmässig, wenn der y-Wert noch kleiner als 5 ist. 


3. Die Erwärmung der Hochfeldspule 


Da die Erwärmung einer Hochfeldspule im wesentlichen adiabatisch ver- 


läuft, gilt hier 
POU Cale, (15) 


wobei i die Stromdichte, c, die spezifische Wärme pro Gramm und » die Dichte 
bezeichnet. 
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Wir trennen die Temperatur- und die zeitabhängigen Grössen und integrieren 


t Tt 


en CV 
/ Pdi = | dt, (16) 
0 Ta 

wobei 7, die Anfangstemperatur und 7, die Temperatur zur Zeit £ bezeichnet. 
Für Temperaturen unter 200° K kann das Integral rechts nur numerisch 

ausgewertet werden. OLSEN [5], der seine Hochfeldspulen in flüssiges Helium 

getaucht hatte, gibt eine graphische Darstellung dieses Zusammenhanges für 

Kupferspulen von 1,6 - 10-8 Q cm bzw. 0,8 10-8 ©) cm spezifischen Restwider- 

stand. Diese graphische Darstellung geht bis zu Endtemperaturen von 100° K. 

Bei höheren Temperaturen ist c, näherungsweise konstant und o proportional 


zur absoluten Temperatur. Dann wird 
t 


1% le Fe dt = 

A TT | i (17) 

Anhand dieser Formel wurden in Figur 5 die graphischen Darstellungen von 

OLSEN erweitert. 
ok 1 

1500 


Schmelzpunkt von Cu 1360 °K 


x 
0,-0810 °Q cm 
1000 


7,42 


500 
Si? at 
0 1 | 
0 5 10 15 20 2510°A"s cm * 


Figur 5 
Die Temperaturerhöhung der Hochfeldspule als Funktion von Ji dt für drei verschiedene Aus- 
gangstemperaturen, T 4. 


Das Integral Î 7 dt kann durch das Magnetfeld H ausgedrückt werden, indem 
für H der Näherungswert In/2 1 eingesetzt wird. Man erhält so 


; ‚2 ~ 1 : 9 eh p Tmax 
ee en a (18) 


u Bo 


wobei # T,,., ein Mass für die Dauer der Entladung darstellt. Für eine ideal 


On 
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sinusförmige Entladung (R = 0) wird # = 1, während im aperiodischen Grenz- 
fall = 1,85 wird, 

Eine kleine Hochfeldspule (Tabelle 4, Nr. 1) wiirde sich zum Beispiel bei 
der Erzeugung von 250000 A/cm wahrend 3 ms von 80° K auf etwa 300° K, von 
300° K aber auf rund 1000° K erhitzen. Fiir die Erzeugung von Magnetfeldern 
über 200000 A/cm (während Millisekunden und mehr) ist deshalb eine Vorküh- 
lung der Hochfeldspule mit flüssiger Luft unumgänglich. Aus dem letzten 
Ausdruck geht jedoch hervor, dass sich die Temperaturerhöhung durch eine 


Figur 6 | 
Die Messung der Temperaturerhöhung der Hochfeldspule. Die untere Kurve repräsentiert den 
Feldverlauf (100 Skt = 2440 A = 468000 A/cm = 608000 Oe), wahrend die obere Kurve den 


Verlauf der Ohmschen Spannung an der Hochfeldspule darstellt (100 Skt = 1270 V). Der ganzen 
Bildbreite entspricht eine Zeit von 10 ms. 


Vergrösserung der Wicklungsstärke wirksam reduzieren lässt. Um die Aus- 
drücke über die Temperaturerhöhung zu kontrollieren, wurde mit einem Ka- 
thodenstrahloszillographen der Verlauf des Ohmschen Widerstandes einer in 
flüssiger Luft vorgekühlten Spule während einer Entladung gemessen. 

Dabei wurde die induktive Komponente der an der Spule auftretenden 
Spannung mit einer Pick-up-Spule auskompensiert. Die Verschiebung der 
Maxima demonstriert augenfällig die Vergrösserung des Widerstandes während 
der Entladung. Nach 2,5 ms beträgt der Ohmsche Widerstand 1,65 Q, was 
bereits einer Temperatur von 215°K entspricht. Der Füllungsfaktor dieser 
Spule war 0,55 und die Wicklungsstärke 0,6 cm. Um anhand von F ormel (17) 
auf eine Endtemperatur von 215°K zu kommen, muss hier für [ 1? dt ein Wert 
von 5,8 108 A?s cm? eingesetzt werden. Dies entspricht einem ~ Tyax von 


2,1 ms (H „a, = 160000 A/cm). 


4. Die Verstärkung der Hochfeldspule 


Eine unverstärkte Kupferspule von rechteckigem Wicklungsquerschnitt 
wird auch bei günstigster Dimensionierung bei Magnetfeldern zwischen 200000 
und 250000 A/cm durch die Biot-Savart-Kräfte in radialer Richtung aus- 
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einandergerissen. Bei Impulsdauern in der Grössenordnung von Millisekunden 
und weniger setzt also nicht die Erwärmung der Hochfeldspule der Erzeugung 
von Magnetfeldern zuerst eine Grenze! 

Für die azimutale Zugbeanspruchung o einer Hochfeldspule durch die Biot- 
Savart-Kräfte gilt, unter Vernachlässigung der zusätzlichen Belastung der 
äusseren Windungen durch den Auflagedruck der inneren Windungen, 


2 run a 
Myo H? 1a 1 


Oi Se 
(r) f (Va > Y,)2 


(19) 


wobei 7 den Abstand von der Spulenachse bezeichnet. Bei der Herleitung 
dieser Formel wurde für H der Näherungswert I 1/2 / eingesetzt, der bekannt- 
lich um so genauer stimmt, je länger die betrachtete Spule gegenüber ihrem 
mittleren Durchmesser ist. Die maximale Zugbeanspruchung tritt für Spulen, 
deren « grösser als 2 ist, bei 7 — r,/2, und für Spulen, deren « kleiner oder 
gleich 2 ist (wo sie bei gleichem H grösser wird), beiy = 7, auf. Für ein H von zum 
Beispiel 200000 A/cm («= 2) erhält man für die maximale Zugbeanspruchung 
ungefähr 50000 N/cm?, was ungefähr dem doppelten Wert der maximal zuläs- 
sigen Zugbeanspruchung von handelsüblichem Kupfer entspricht. Die stärkere 
Beanspruchung der inneren Windungen einer Hochfeldspule hat nach meh- 
reren Entladungen eine Ermüdung der Widerstandsfähigkeit zur Folge, indem 
bei jeder Entladung die inneren Windungen etwas mehr gegen die äusseren 
Windungen fliessen, bis die Deformation im Innern zu gross und die Spule 
unterbrochen wird. Einlagige Kupferspulen können schon bei 100000 A/cm 
explodieren. Eine unverstärkte Kupferspule, die Felder bis zu 200000 A/cm 
aushalten soll, muss deshalb eine möglichst grosse Wicklungsstärke (« gross) 
aufweisen und wenn möglich, zur Vergrösserung des Füllungsfaktors f, aus 
Rechteckprofildraht gewickelt werden. 

Von den verschiedenen Verstärkungsmöglichkeiten, die hier ausprobiert 
wurden, haben sich verleimte Glasfasern am besten bewährt?). Solche Glas- 
fasern sind in Glasseidenbandform im Handel erhältlich. Wir haben ein 10 mm 
breites, etwa 0,05 mm dickes Glasseidenband verwendet, das aus den dünnsten 
serienmässig hergestellten Mikrofäden gesponnen wird, da so dünne Glasfasern 
die grösste spezifische Reissfestigkeit aufweisen. Dieses Band wurde in einem 
Giessharz (zum Beispiel Araldit) getränkt und dann möglichst straff in ein- 
zelnen Schichten zwischen die Wicklungslagen und um die Hochfeldspule 
gewickelt. 

Als Beispiel fiir eine solche Glasfaserverstärkung möge der Aufbau von 
Spule Nr. 1 (Tabelle 4) dienen. Diese Spule, die speziell für die Erzeugung 
höchster Magnetfelder während einer Impulsdauer von rund einer Millisekunde 
dimensioniert ist, wurde aus lackisoliertem Rechteckprofildraht (1,30 - 0,25 mm) 


) Für diesen Vorschlag bin ich Herrn Prof. Dr. P. GRASSMANN zu Dank verpflichtet. 
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auf einen Plexiglaskörper gewickelt. Nach sechs Lagen wurde eine ungefähr 
1,5 mm dicke Glasfaserschicht eingeschaltet. Dabei musste speziell darauf 
geachtet werden, dass sich die Glasfasern vollständig mit Giessharz durch- 
setzten (das unverleimte Glasfaserband kann mit Leichtigkeit mit der Hand 
zerrissen werden). Nach 10 weiteren Lagen (total 231 Windungen) wurde noch 
eine etwa 5 mm dicke Glasfaserschicht um die ganze Spule gelegt. Nach einer 
Vorkühlung mit flüssiger Luft konnte in dieser Spule ein maximales Magnet- 
feld von 290000 A/cm (360000 Oe) erzeugt werden, während sie bei 
312000 A/cm (390000 Oe) explodierte. Es konnte allerdings nicht eindeutig 
festgestellt werden, ob die Zerstörung infolge der Biot-Savart-Kräfte oder 
infolge der Erhitzung erfolgte. Der äussere Glasfasermantel ist jedenfalls dabei 
unversehrt geblieben. 

Durch den Übergang zu kürzeren Impulszeiten könnten wahrscheinlich in 
solchen mit Glasfasern verstärkten Spulen noch beträchtlich höhere Magnet- 
felder erzeugt werden, denn einerseits kann dadurch die Temperaturerhöhung 
reduziert werden und andererseits spielt besonders bei sehr kurzen Impuls- 
dauern (zum Beispiel 10 us) auch die Trägheit des Spulenmaterials eine ent- 
scheidende Rolle, indem sich die Hochfeldspule während einer so kurzen Zeit 
gar nicht genügend deformieren kann, um zu zerreissen (siehe zum Beispiel [7]). 


5. Die Hochfeldapparatur 
a) Kondensatorenbatterie 


Unsere Kondensatorenbatterie besteht zurzeit aus 80 Elektrolytkonden- 
satoren von je 550uF Kapazität und 500 V Nennspannung (total 5500 J 
Fassungsvermögen). Es wurden vor allem aus finanziellen Griinden Elektrolyt- 
kondensatoren verwendet, da sich in diesen am meisten « Joule pro Franken» 
aufspeichern lassen. Diese Kondensatoren können an einem Schaltbrett wahl- 
weise in Serie oder parallel geschaltet werden. Da fiir unsere Messungen nur 
Impulsdauern von einigen Millisekunden und mehr in Frage kommen, sind 
wir nicht auf eine speziell induktionsarme Gestaltung der Zuleitungen zu den 
verschiedenen Kondensatoren und des Entladungskreises angewiesen (die 
Selbstinduktion unserer Hochfeldspulen ist von der Grössenordnung 100 uHy 
bis 100 mHy). 


b) Das Aufladegerät 


Ein Aufladegerät, das in der Lage ist, Stromstärken von 100 mA bis 500mA 
zu liefern, wird im allgemeinen fiir unsere Zwecke vollständig genügen, da in 
diesem Falle die Aufladezeiten bereits kürzer als die entsprechenden Abküh- 
lungszeiten der Hochfeldspule werden. Unser Aufladegerät wurde so entworfen, 
dass die Aufladespannung vorgewählt werden kann, um eine beliebige Ein- 
stellung der Höhe des Feldmaximums zu ermöglichen. Wie man aus der 
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Schaltung von Figur 7 ersieht, wird hier der Zündzeitpunkt des Thyratrons 
mit Hilfe der Steuerspannung am Gitter beeinflusst. Die Aufladespannung 
kann so zwischen Null und der Amplitude der sekundären Wechselspannung 
des Transformators kontinuierlich eingestellt werden. 


Figur 7 


Prinzipielles Schaltschema der Aufladeapparatur. 


Wir sind in der Lage, mit diesem Aufladegerät unsere Kondensatorenbat- 
terie bis auf 2800 V aufzuladen, wobei Stromstärken bis zu 500 mA daraus 
entnommen werden können. 


c) Der Entladeschalter 


Für unsere Zwecke kommen nur Schalter in Frage, die einerseits in der 
Lage sind, Ströme von der Grössenordnung 1000 bis 10000 A zu schalten, und 
bei denen andererseits der Einschaltvorgang schon nach wenigen Mikrosekun- 
den abgeschlossen ist. 

Wenn vor allem auf die zweite Bedingung Gewicht gelegt werden muss, so 
wird sich im allgemeinen die Verwendung eines elektronischen Schalters 
(Thyratron oder Ignitron) empfehlen. 

Thyratrons und Ignitrons haben jedoch den Nachteil, dass sie sowohl die 
maximale Stromstärke als auch die Impulsdauer beschränken. Doch eignen sie 
sich besonders gut im Zusammenhang mit einer Elektrolytkondensatorenbatte- 
rie, da durch die Gleichrichterwirkung dieser Schalter eine schädliche, negative 
Aufladung der Elektrolytkondensatoren verhindert oder zumindest stark 
reduziert werden kann. 

Eine weitere Möglichkeit, das Schalterproblem zu lösen, besteht in der Ver- 
wendung von Funkenschaltern. Solche Schalter können leicht selber hergestellt 
werden. Eine ausführliche Beschreibung zweier solcher Schalter findet man in 
einer Arbeit von CULLINGTON, CHACE and MORGAN MT 
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Für unsere Apparatur haben wir ein Ignitron (Pl 5555) alsEntladeschalter 
benutzt und damit sehr gute Erfahrungen gemacht. Dieses Ignitron soll nach 
den Angaben der Lieferfirma während 0,15 s Kurzschlußströme bis zu 10000 A 
aushalten. Es arbeitet in einem Spannungsbereich zwischen 200 und 2000 V. 


d) Die Hochfeldspule 


Die Richtlinien zur energetisch günstigsten Dimensionierung einer Hoch- 
feldspule sind bereits am Schluss des 2. Kapitels angegeben worden. 

Die Daten von drei Spulentypen, die hier besonders häufig verwendet 
werden, sind in Tabelle 4 zusammengestellt. Die Spule Nr. 1 ist für die Erzeu- 
gung von möglichst hohen Magnetfeldern vorgesehen, wobei allerdings eine für 


Tabelle 4 
Charakteristische Spulentypen 
a £ "a at w a na He I zZ a 
: Mitte D00 V 2000 UF 200 ey 
Win- u )00 LE 
mm mm mm dungen mm Oe/A Oe mHy ms 
1 2,95 9,0 | 20,6 Zi 1,30 122 400000 0,18 0,7 
< 0/25 
2 6,6 DA 79,2 7500 0,4 SE 100000 420 30 
3 2 8,5 | 76,8 1085 1,30 176 230 000 10,8 2 
025 


Die Spule Nr. 1 wurde mit zwei Glasfaserschichten verstärkt (siehe Seite 27). 


unsere Verhältnisse sehr kurze Impulsdauer und ein nur in einem sehr kleinen 
Volumen einigermassen homogenes Magnetfeld in Kauf genommen werden. 
Mit der Spule Nr. 2 wurde das Hochfeld im Gegensatz dazu während einer 
relativ langen Impulsdauer und in einem grossen Volumen erzeugt. Diese Spule 
wurde so dimensioniert, dass sie über ein spezielles Glasdewargefäss von 10 mm 
Aussendurchmesser geschoben werden kann. In diesem Dewargefäss kann eine 
Messung zum Beispiel in flüssigem Helium (4,2° K) oder bei anderen Tempera- 
turen vorgenommen werden, während sich die Hochfeldspule in flüssiger Luft 
befindet. Die Spule Nr. 3 endlich ist für Messungen vorgesehen, bei denen speziell 
Gewicht auf die Homogenität des Magnetfeldes längs der Achse gelegt werden 
muss (Widerstandsänderung im longitudinalen Magnetfeld). 


e) Die Messung des Magnetjeldes 


Es hat sich gezeigt, dass für unsere Messungen das Magnetfeld mit genü- 
gender Genauigkeit der Stromstärke in der Hochfeldspule proportional gesetzt 
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werden darf, da Abweichungen von dieser Annahme, die aus den Deformationen 
der Hochfeldspule während der Entladung resultieren, grössenordnungsmässig 
kleiner sind als die Fehler, die sich zum Beispiel aus der Nichtlinearität und der 
Strahldicke des Kathodenstrahloszillographen ergeben. Um dies nachzuweisen, 
wurde für die verschiedenen Spulentypen jeweils die integrierte Spannung 
einer kleinen Pick-up-Spule gegen die Spannung an einem kleinen, induktions- 
freien Messwiderstand im Entladungskreis (Stromstärke), aufgetragen. Die 
Steilheit der Geraden, die so entsteht, liefert zugleich einen zuverlässigen Wert 
für den Quotienten H/I, denn die Berechnung dieses Quotienten aus der 
Geometrie unserer kleinen Hochfeldspulen wird im allgemeinen zu ungenau. 


6. Die Messung der magnetischen Widerstandsänderung von Metallen 


Unsere Messmethode arbeitet nach folgendem Prinzip: Durch die Metall- 
probe, die wegen der Erschütterung der Hochfeldspule möglichst solid in dieser 
montiert werden muss, wird ein Gleichstrom geleitet. Der Spannungsabfall, der 
dabei an der Probe entsteht, wird auf den Vertikalverstärker eines Kathoden- 
strahloszillographen gegeben, während zugleich die Spannung am Messwider- 
stand des Entladungskreises an den Horizontalverstärker gelegt wird. Während 
einer Entladung wird so der Verlauf der magnetischen Widerstandsänderung 
direkt auf den Schirm des Kathodenstrahloszillographen gezeichnet (Figur 8). 


a Figur 8 b 


Die Messung tis Ji N ä 7 7 S 
g der magnetischen Widerstandsänderung von Cu (04,2/0300 AU BONE 


a Bei 77° K (Hy gg = 260000 A/em = 325000 Oe, Aol0, max = 0,51). Die hochfrequenten Stü- 
rungen werden durch die Erschütterung der Hochfeldspule verursacht. 


b Bei 4,2° K (H man = 160000 A/em, Are — 5,82). Die Hysteresis ist auf Wirbelstromauf- 
heizung zurückzuführen. 


Die durch das pulsierende Hochfeld im Messkreis induzierte Spannung 
dussert sich durch eine Hysteresis und wird hier mit einer Pick-up-Spule über 
ein Potentiometer auskompensiert. 

Mit dieser Methode sind hier zahlreiche Messungen der magnetischen Wider- 
standsänderung von polykristallinen Metallen und Legierungen ausgeführt 
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worden [12]. Speziell wurde die longitudinale, magnetische Widerstandsänderung 
von. Ag, Au, Li, Ni, Pb, Pt, Sm und Zn bei 4,2°K untersucht [13]. | 

CHAMBERS [14] weist darauf hin, dass die ersten Messungen der magneti- 
schen Widerstandsänderung von Elektrolytkupfer, die hier in pulsierenden 
Hochfeldern bei 4,2° K ausgeführt wurden [15], nicht, wie es nach der Kohler- 
schen Regel zu erwarten wäre, mit seinen (und Boroviks [16]), in Dauermagnet- 
feldern an hochreinen Cu-Proben vorgenommenen Messungen übereinstimmen. 


de 
Sr unsere neuen 
Se Messungen 
CHAMBERS f.=121-10° f=88-10-8 
4 L 
“ae 
Sr Ga 
BoROVIK f-217-10° AA _ OLSEN und RINDERER 
2 21710 7 abate 
\ VE 
® À 
| o 
IT A 
0 
5 5 10 15 20 [Moe] 
H ——— ee 
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Figur 9 
Transversale magnetische Widerstandsänderung Ao/o von Cu bei 4,2°K als Funktion von H/rT, 
wobei 77 = 04/0300. Die eingezeichneten Kreuze zeigen die Messfehler unserer Messungen an. 


Unsere Messungen (und auch eine Messung der magnetischen Widerstands- 
änderung von Al[17]) mussten aus energetischen Gründen mit sehr kleinen 
Hochfeldspulen und entsprechend kleinen Proben ausgeführt werden. Es 
zeigte sich denn auch, dass eine neue Messung an Elektrolytkupfer Resultate 
lieferte, die im Kohler-Diagramm gut mit den Messungen von CHAMBERS über- 
einstimmen!). Die verschiedenen Resultate sind in Figur 9 zusammengestellt. 
Es scheint, dass nach den verschiedenen Verbesserungen, die im Laufe der 
letzten Jahre an unserer Messmethode vorgenommen wurden (grössere Hoch- 
feldspulen, längere Impulszeiten, verbesserte Kompensationsmethode), nun 
zuverlässige Resultate erwartet werden dürfen. Unsere Messung wurde an 
einer Cu-Probe von 0,88%, Restwiderstandsverhältnis (04.210500) pet 425K in 
Magnetfeldern bis zu 160000 A/cm (200000 Oe) vorgenommen. 


4) Diese Resultate stimmen auch gut mit Messungen von DE LAUNAY und WEBBER überein, 
in die uns freundlicherweise vor der Veröffentlichung Einblick gewährt wurde. 
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Herrn Prof. Dr. P. GRASSMANN, Vorstand des Institutes für kalorische 
Apparate und Kältetechnik, der mir auch mit einigen sehr nützlichen Rat- 
schlägen half, möchte ich an dieser Stelle meinen herzlichen Dank ausdrücken. 
Ausserdem bin ich den Herren Dr. J. L. OLSEN und B. Ltrui für ihre Mitarbeit 
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Summary 


The design of an apparatus for producing very high pulsed magnetic fields using 
condenser discharges is discussed. Efficiency, heating and strength are investigated. 
The calculations are compared with experimental data on coil types producing 
320000 A/cm (400000 Oe) for 1 ms in a volume of 0,5cm® and 80000 A/cm 
(100000 Oe) for 100 ms in 10 cm?. Results of magnetoresistance measurements on 
copper to 260000 A/cm (325000 Oe) at liquid nitrogen temperature and to 
160000 A/cm (200000 Oe) at liquid helium temperature are given. In a Kohler 


diagram these results are in agreement with work by CHAMBERs on purer specimens 
in lower fields. 


(Eingegangen: 27. Juni 1959.) 
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The Plastic Indentation of a Semi-Infinite Solid 
by a Perfectly Rough Circular Punch 


By GEORGE Eason!) and RICHARD T. SHIELD?), Newcastle upon Tyne and 
Providence, R. I. 


1. Introduction 


Although many problems of plastic flow under conditions of plane strain 
have been solved, there are, as yet, few solutions to axially symmetric problems. 
Previous work includes solutions to the problems of the partially plastic thick- 
walled tube (see for example [6]?), and the problem of converging plastic flow 
in a conical channel [9,7]. These problems have been solved for both the Tresca 
and the von Mises yield conditions. 

SHIELD [8] has considered the general problem of the plastic flow of metals 
under conditions of axial symmetry for the Tresca yield criterion and associated 
plastic stress-strain relations. The following work is essentially a continuation 
of that paper. In [8], as here, the material was assumed to be isotropic, non- 
hardening, rigid-plastic and a discussion was given of the types of plastic flow 
which could occur. The discussion and the applications in [8] showed that the 
plastic regimes which satisfy the hypothesis proposed by HAAR and von 
KARMAN [4] are of importance in the solution of axially symmetric problems. 
This hypothesis states that the circumferential stress is equal to one of the 
principal stresses in the meridional planes during plastic deformation. The 
problems considered under this hypothesis were the incipient necking of a 
circular cylinder stressed to yielding in tension, and the indentation of a semi- 
infinite solid by a smooth, circular flat-ended rigid punch. 

In this paper, section 2 contains a résumé of the equations of [8] relevant 
to the present work. In section 3 a possible velocity field is obtained for the 
compression of a circular cylinder. In sections 4 and 5 the indentation of a 
semi-infinite solid by a perfectly rough, circular flat-ended rigid punch is 
considered. A complete solution to this problem is obtained by numerical 
methods, the numerical work being performed on the high speed digital 
computers AMOS and FERDINAND. The value of the average pressure over 
the surface of the punch is found to be 6-05 k, where k is the maximum shearing 
stress permissible in the body, in contrast to the value of 5-69 k obtained in [8 | 


1) King’s College, Newcastle upon Tyne. 
2) Brown University, Providence, R. I., USA. 
3) Numbers in brackets refer to References, page 42. 
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for the smooth punch. The maximum numerical value of the ratio between the 
shearing stress t,, on the surface of the punch to the normal stress o, is found 
to be 0-139. It follows that the condition of perfect roughness between the 
punch and the material can be replaced by the condition that the coefficient of 
friction between the punch and the material must exceed 0-139 for the solution 


to apply. 


2. The Basic Equations 


The basic equations of axially symmetric plastic flow were discussed in 
detail in [8] for a rigid-plastic nonhardening material obeying TRESCA’S maxi- 
mum shear stress yield criterion. As in the application of the theory in [8], the 
hypothesis of HAAR and von KARMAN [4] is assumed for plastic states, 1. e. the 
circumferential stress is taken to be equal to one of the other two principal 
stresses in the meridional planes. More specifically, the circumferential stress 
is taken equal to the algebraically greater of the other two principal stresses, 
as in the regions of deformation to be considered the radial velocity is positive 
and produces a tensile circumferential strain rate (plastic regime F of [8]). The 
Tresca yield criterion then requires the principal stresses in the meridional 
planes to differ by 2 k, where k is the maximum shearing stress permissible in 
the material. A short summary is now given of the relevant equations. 

In a cylindrical polar co-ordinate system (r, 6, z), the only non-vanishing 
stress components in a stress distribution which is axially symmetric about the 
Z-AXIS are 0,, Og, G,, T,,. The circumferential stress, og, is a principal stress, the 
other principal stresses o,, 62 (61 = 02) in the meridional planes being given by 


a= 7 (+0) +14 ©) + 3b", | 
a= +0.) I. | 
For the plastic regime under discussion we have 
Op = 0, = 06,4+2k. (2) 
The equations of equilibrium take the forms 
age tno, Gero.  g 


in the absence of body forces. 

Equations (2), (3) provide four equations for the determination of the four 
stress components so that in a sense the problem is ‘statically determinate’. 
The system of equations is hyperbolic with orthogonal characteristics in the : 
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(7, z2)-plane which coincide with the slip-lines, the lines of maximum shearing 
stress. The slip-lines will subsequently be referred to as «- and P-lines. 

Surface elements perpendicular to the «- and B-lines are acted upon by a 
shearing stress À and a normal stress which will be denoted by —#. The stress 
components are given by 


= -pP-ksn?29, 6,=—p+ksm2 9, T,=kcos29, o,=—p+k, (4) 


where ¢ is the inclination of the «-line to the y-axis. The equilibrium equations 
(3) determine # and y, and referred to the slip-lines the equations take the 
forms 


Use 


dp +2kap+ k (sing + cosp) = 0 on an «line, 


+, 


On 


(5) 
dp — 2k dg — k (sing + cos) — =0ona f-line, | 
where ds,, ds, are elements of length along the «- and #-lines. 

On the axis of symmetry the shearing stress is zero and the radial and 


circumferential stresses are of equal magnitude, so that on the axis 


= See (6) 


Using this result, an expansion of p and for small 7 shows that in the neigh- 
bourhood of the axis of symmetry 


p +4 kg = const on an &-line, $—-4kp= const on a f-line , (7) 


to first order. 
The velocity field is assumed to have radial symmetry, although this does 


not necessarily follow from the symmetry of the stress field. If x, w are the 
velocities in ther, z directions respectively, the non-zero strain rates are given by 


Ou u Ow _ du Ow 
é, = or’ €9 ;7 Fa ’ €, >= Oz? Vrz = OZ De Or , (8) 


with €, a principal strain rate. The other principal strain rates e,, &, associated 
with the oj, o, directions are 


1h 
> (& a 2) ae En { (& =< 2 As de us 


Ei — 


‘ 9) 
= (= <= A ee { (é, = 2) ar ine EU 


E9 = 
The incompressibility of the material requires, with (8) for the strain rates, 


a NU Ine ae (10) 
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This equation and the isotropy condition, which can be written 


Ou Ow 
Oz Or =e Aue 11 
Ou Ow co qe 
Tr 0 


serve to determine the velocity components u, w when the slip-line field is 
known. For numerical work it is convenient to introduce the components of 
velocity U, W along the «- and B-lines respectively, given by 


U=ucosy+wsing, W=—usnmp+wcosp. ' (12) 


Equations (10) and (11) on u, w require U, W to satisfy the equations 


aU — W do + nee — (0 on an «-line, | 
ù (13) 
dW + U dp + “SP 20 ona Pline. 


For the velocity field to be associated with the stress field the velocities 
must be such that 


ey (14) 
= 
where 
, ou. ow ay . op 
= eee SE IE ae 
. OS) OS 5 OS n Osp * (15) 


The theory outlined in this section will now be applied to obtain a defor- 
mation mode for the compression of a circular cylinder and to obtain the solu- 
tion to the problem of indentation by a rough circular punch. 


3. Compression of a Circular Cylinder 


In section 3 of [8] several examples were given of possible incipient defor- 
mation modes for a circular cylinder of rigid-plastic material stressed to yielding 
in uniaxial compression. The stress component o, then has the value — 2 k, all 
other stress components being zero. In this case the characteristics are straight 
lines inclined at an angle of x/4 to the co-ordinate axes. The cylinder occupies 
the region 7 < 1, z = 0, and velocity solutions were obtained which are such 
that the normal velocity over the end of the cylinder, z = 0, is constant. Here 
we obtain a velocity field which satisfies the further restriction that the radial 
velocity u be zero over the end z = 0 of the cylinder, 

For simplicity the normal velocity is taken to be unity over the end OA of 
the cylinder (Figure 1). The velocity field involves a rigid body motion of region 
OAC in the axial direction and flow in the region ABC. As in [8] it can be shown 
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that u = w — 0 on BC because of the rigidity of the material above BC. The 
incompressibility condition and the condition of zero shearing strain rate 
together with the continuity condition across AC then require # and w to be 
given by 


1 ; 5 1 > 
m eo tam) tes _ cos-l(tanwy), (16) 
in region ABC, 
il il 
Seen 
N eat: 


where the value of the inverse cosine lies between 0 and x. The angle y is 
defined as in Figure 1. The velocity field defined by (16) was given previously 
in a different form in [8], apart from a multiplicative constant (equations 
(5.3) of [8]): 


Zh 


Axis of symmetry 


Figure 1 


Cylinder stressed to yielding in compression. 


4. Circular Punch: Stress Field 


In [8] a complete solution to the problem of the indentation of a semi- 
infinite solid of rigid-plastic material by a smooth, circular flat-ended rigid 
punch was found. The closely allied problem of the indentation of a semi- 
infinite solid of rigid plastic material by a perfectly rough, circular flat-ended 
rigid punch is investigated here. These problems are both of importance in 
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testing the hardness of metals (see, for example [10]). The body is assumed 
to occupy the region z = 0, with the origin of co-ordinates at the centre O of 
the punch (Figure 2). The punch indents the portion OA of the surface of the 
solid, z 0. The plastic stress field near the punch is assumed to satisfy (2). 
This assumption is shown to be correct by the fact that the solution to the 
problem is obtained. 
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I 
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Figure 2 


Slip-line field due to indentation by a rough circular punch. 


Referring to Figure 2, the stress field in region ABC is determined by the 
stress-free surface AB. The solution for this type of region has been tabulated 
in [8], and the results of Table I of that paper may be applied. The line AC is 
an &-line and BC is a f-line. The field in region ACD is determined by the 
x-line AC and the singular point A, the fan being terminated by the «-line AD 
which meets the axis of symmetry at an angle of 7/4, at D. The field in region 
ADO is determined by the «-line AD and the condition that the f-lines of the 
region meet the axis of symmetry at angles of x/4. The slip lines must meet the 
axis of symmetry at angles of x/4 in order that the shearing stress be zero on 
the axis. 

The stress field in region ACDO was obtained by numerical integration of 
(5). These differential equations were replaced by finite difference equations 
and the same numerical procedure used as in [8]. Equations (7) were used to 
determine the position of the point D. Figure 2 shows the main details of the 
characteristic network obtained as a result of the numerical integration. The 
calculated pressure distribution over the punch is shown graphically in Figure 3. 
The average pressure over the punch is found to be 6-05 k. For comparison, the 
pressure distribution found in [8] for a smooth punch is also shown in Figure 3, 
the average pressure over the punch in this case is found to be 5-69 k. With the 
distance OA as the unit of length, the distance OB, in Figure 2, was found to 
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be 1-88, and the distance OD was found to be 0-57. The angle of the fan was 
found to be 116°. A coefficient of friction may be defined along OA by writing 


Sabine: 7 
u : (17) 


The maximum value of u along OA was found to occur at A and to have the 
value 0-139. Thus, the solution obtained here holds for a rough punch provided 
that the coefficient of friction between the material and the punch exceeds 
0-139. 


8-0 
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7-0 
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Figure 3 


Pressure distribution over punch. 


As in the case of the smooth punch the stress field has been extended into 
the rest of the body. The method of extension closely follows that used in [8] 
in which theorems developed by BisHop [1] for the case of plane strain were 
applied. 

The extension of the stress field is indicated in Figure 4, and was obtained 
by assuming the material to be fully plastic and satisfying (2). The f-line BCD, 
together with the condition that slip-lines meet the axis of symmetry at angles 
of 2/4, determines the field to the left of the «-line through B. The field to the 
right of the «-line through B is determined by the «-line through B and termi- 
nating the field by a stress-free surface, BJ K. The «-lines begin to intersect one 
another at G, a point on the «-line through B, and a shock is introduced, shown 
by the heavy line in Figure 4. Another shock is introduced at point M, where the 
lines intersect on the «-line through C. The two shocks intersect at point H, 
and the stress field was continued by the introduction of a shock HL, and a 
fan HJ of small angle (shown by the broken line in Figure 4). The stress-free 
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boundary is parallel to the axis of symmetry at the point X. The stress field 
was terminated by the introduction of a stress discontinuity KLN, above which 
the stress is uniaxial compression or tension parallel to the axis of symmetry. 
The stresses in the region are indicated in the figure, and do not violate yield. 


N Units of k 


Figure 4 


Extension of the slip-line field into the rigid region. 


The total force acting on ALN was calculated and found to be within 3-5%%, 
of the pressure on OA. This discrepancy is almost certainly due to the inaccu- 
racy of the finite difference forms of (5) near the axis, and of (7) away from the 
axis. Neither set of equations is really satisfactory in the neighbourhood of the 
axis of symmetry. With the distance OA as the unit of length, the point K is 
distant 3:59 from ON, 2-21 from OB, and N is distant 3-65 from OB. 

The stress field obtained is statically admissible and the value of 6-05 k is 


a lower bound for the average pressure by the limit analysis theorems due to 
DRUCKER, GREENBERG and PRAGER [3]. 


5. Circular Punch: Velocity Field 


An incipient plastic velocity field is obtained by assuming that flow is 
confined to the region 4 BCD of Figure 2. It is assumed that the punch has unit 
velocity parallel to the axis of symmetry, and that the region OAD moves as a 
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rigid body in the axial direction with the velocity of the punch. The velocity 
field in region ABCD must satisfy the conditions that the normal velocity 
across AD is continuous and that the normal velocity across BCD is zero, as 
the region above this line is assumed to be rigid. As AD is an «-line, the first 
of these conditions implies W° continuous across AD, so that 


W =cosg on AD. (18) 
Along AD the first of equations (13) holds, and with (18) this takes the form 
dU = sp dp + (U tng EN. (19) 

The general solution of this equation is 


A 
ri] (20) 


ES 


U — sing — 
where A is a constant. To avoid an infinity in the value of U at the point D), 
À must be taken to be zero, so that 


U = sing on AD. (21) 


Thus the velocity field is seen to be continuous across AD. A similar argument 
to the above shows that 


LOU = 0 alone BCD, (22) 


so that the velocity is also continuous across BCD. 

The point D is a singular point of the velocity field. Near this point the 
slip-lines are inclined at angles of x/4 to the co-ordinate axes, and the velocity 
field given by (16) may be taken to hold. This velocity field was assumed to 
apply in the region DEF of Figure 2. Since the velocity is now known along 
the lines AFECB, the velocities within this region may be determined by 
integration of (13). The point A is also a singular point of the velocity field. 

The velocity field in region AFECB was obtained by numerical integration 
of (13). The same numerical procedure was adopted as in [8], the differential 
equations being replaced by finite difference equations. The incompressibility 
of the material provides a check on the accuracy of the calculation. It was 
found that the flow across AB was within 1% of the flow across OA. The 
deformation of an initially square grid which would result if this incipient 
velocity field were maintained for a short interval of time is shown in Figure 5. 

The velocity field must also satisfy the inequalities (14) if it is to be asso- 
ciated with the plastic stress field. The inequalities were checked numerically 
at various points of the field, a sufficient number of points being taken to 
ensure that the inequalities held everywhere. 
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The velocity field is a kinematically admissible deformation mode and 
application of the limit analysis theorems shows that the value 6-05 À is an 
upper bound for the indentation pressure. The value 6-05 k is thus the actual 
indentation pressure, as it is also a lower bound. A theorem due to Hırr 5] 
states that where deformation is actually occurring the stress field is unique. 
Also a theorem to BisHop, GREEN and Hitt [2] states that if any region of 
a complete solution is necessarily rigid, then it must be rigid in all complete 
solutions. Application of these theorems shows that the stress field of Figure 2 
in region À BCD is the actual plastic stress field, and plastic deformation can 
only occur in region À BCD of Figure 5. 


Axis of symmetry 


Figure 5 


Resulting deformation of a square grid if the incipient velocity field were maintained for a short 
period of time. 
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Zusammenfassung 


| In dieser Arbeit werden das plastische Spannungsfeld und ein zulässiges Geschwin- 
digkeitsfeld für den eben begrenzten Halbraum gegeben, der unter dem Einfluss 
eines ideal rauhen, starren Stempels mit kreisförmigem Querschnitt steht. Das 
Material ist als starr-plastisch vorausgesetzt, ohne Verfestigung, und der Fliess- 
bedingung von TRESCA genügend. Es wird gezeigt, dass die Hypothese von HAAR 
und von KARMAN auf dieses Problem anwendbar ist, wonach zwei von den drei 
Hauptspannungen gleich sind. Es wird auch eine gültige Fortsetzung des plasti- 
schen Spannungsfeldes ins starre Gebiet in der Nähe des Stempels erhalten. 
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Flow of an Electrically Conducting Fluid Past a Porous Flat 
Plate in the Presence of a Transverse Magnetic Field 


By ANADI SHANKAR Gupta, Kharagpur, India!) 


1. Introduction 


In recent years, the subject of hydromagnetics has attracted the attention 
of many authors in view not only of its own interest but also of its enormous 
applications to problems of geophysical and astrophysical significance. 

The general equations of unified velocity and magnetic fields for the flow 
of an incompressible, viscous and electrically conducting fluid subject to a 
magnetic field have been derived by BATCHELOR [1/?). 

In this paper, we have discussed the effect of a transverse magnetic field 
on the steady flow of an incompressible electrically conducting fluid past an 
infinite porous flat plate when the plate is subjected to either suction or injec- 
tion. Exact solution has been obtained for the modified Navier-Stokes and 
Maxwell equations under the usual assumptions of magneto-hydrodynamics. 
The equation of heat transfer including viscous and Joule dissipation has also 
been integrated and the rate of heat transfer calculated. The corresponding 
problem in the absence of magnetic field has been solved by GRIFFITH and 
MEREDITH [2]. 


2. Basic Equations 


The fundamental equations of hydromagnetics are: 


(a) MAXWELL’s equations: 
2 
div E = à ee : (1) 


1) Indian Institute of Technology. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 50. 
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divBe05 (2) 
OB 
PIE: 3 
Curl = A (3) 
. € OE 
cu HA ce se (4) 
B= yi. (5) 
(b) Oum’s law: 
j=H=o(E+q xX B)+C¢q- (6) 
(c) The equation of continuity for an incompressible fluid: 
divg = 0. (7) 
(d) The modified Navier-Stokes equation: 
0q ey at pee! 78 N ey 8 
ergs Cl grad) q = pe NP ee EE ne (8) 


Here, Eis the electric field, B the electromagnetic induction, H the magnetic 
field, j the current density, Q the excess charge density, e the dielectric constant, 
u, the magnetic permeability, o the electrical conductivity and c the velocity 
of light. All electromagnetic quantities are measured in electromagnetic units. 
The quantities e and w, are assumed to be uniform throughout the field. 

ELSASSER [3] has pointed out that the ratio of the displacement current to 
the conduction current in a large class of phenomena is so small that displace- 
ment currents can be neglected entirely. In our case it is zero simply by 
virtue of the fact that the motion is steady. Consistent with the above assump- 
tion, the convection current Q q in (6) and the electric force Q E/o due to excess 
charge in (8) are also ignored. In the following analysis the equations (4), (5) 
and (8) should be understood to have been simplified by the above assumptions. 

Eliminating E between (3) and (6) with the help of (2), (4) and (5), we have 


0H 
i curl(q x H)+nV?H, (9) 
where 
N : 10 
"= apo’ 1.0) 


which is interpreted as a magnetic diffusivity. Again elimination of j between 
(4) and (8) gives 


0q 


1 
rag 9 gadp+rp?q+ (curlH x H). (11) 
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Equations (9) and (11) together with (2) (i. e. div H = 0) and (7) constitute the 
basic equations of hydromagnetics. 

In the present problem, we take the coordinate origin O at any point on the 
infinite plate, which is assumed to be nonmagnetic and electrically non- 
conducting and use Cartesian co-ordinates x and y with the axis OX along 
the plate OY and perpendicular to it. The liquid flows past the porous plate 
along OX and a transverse magnetic field À, is applied to it. 

For steady flow past an infinite plate, we can assume that all physical 
quantities are functions of y only. Let # and v denote the components of the 
vector q in the directions of the co-ordinates X and Y. 

The equation of continuity then becomes 


dv 
Teck 02 
which gives 
ven, const. (13) 
The modified Navier-Stokes equation (11) then gives 
ae we ie pales 
00 ar Tuer Bar ’ oe 
aes dp Le dH, 
0 = ran fea wer (15) 
Again the magnetic equation (9) gives 
d | dH, 
Te (uH,—v,H,) +7 dy? 0, (16) 
CH, 
1 17 
Zn dy? 0. (17) 
The boundary conditions for the velocity field are 
y=0: = 0, v= V5; y>oo: 4=U, (18) 


where U is the velocity at far distance from the plate. 

The boundary conditions for the magnetic field are that both the tangential 
component of the magnetic field and the normal component of the magnetic 
induction are continuous at the plate. Since, however, both the fluid and the 
plate are assumed to be nonmagnetic in the present problem, the continuity 
condition for the magnetic induction may be replaced by that for the magnetic 
field itself. The total magnetic field at the plate is the vector sum of the 
imposed and induced fields, the latter resulting from the induced current 
distribution in the fluid. This distribution is obtained from the solution and is 
therefore unknown. On the other hand, since the velocity tends to the constant 
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value U asymptotically at far distance from the plate, no interactions exist 
there. Hence the magnetic field tends to the imposed field Hy as y > ov. The 
boundary conditions for the magnetic field may therefore be taken as 


VEUVE EH co. ekg, H,—d. (19) 
These imply that the total flux of current in the direction OY is zero since 


& 1 x 
es curlH. 


3. Integration of the Equations 
The solution of (17) subject to (19) is 
H,= const = H,, (20) 


while (16) with H, = Hy, yields on integration 


dH 
“uH,—vH,+7 


ca eT Th ? 
ia const = U Hy, (21) 


where the constant is determined from the fact that H,>0, dH,/dy >0 
and u > U as y > oo. 
Again (14) with (20) gives on integration 


du 


OU4=pU en 


+t H,H,+eWU, 
where the constant of integration is evaluated from the fact that w > U, 
du/dy > 0 and Æ, + 0 as y + co. The above equation gives 


47 = du 
H,=- [pine Uae |, (22) 


which gives the induced field when the velocity field is known. Substitution 
of H, from (22) in (21) gives 


2 
d "ut Uo 


du AU Tele 0 vz Held, (Ol 47200: ; 
EN R u er x AVES Le 0 h SUR Sh 9) 
dy* neo) dy en Se TE OGL TE 0) (23) 


If the pressure at infinity is p+, it follows from (15) that 
Me i 
P+ gt ho 
which shows the balance between the fluid and “magnetic pressure’ because 


H, has been shown to be uniform throughout the whole field. 
We shall now consider two cases. 
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Case fr) 


This case corresponds to suction at the plate. Putting v, = — v (v > 0), the 
solution of (23) is given by 


PRT, ete 2 | À er = 2 ae HR oa an 
u=U+Aexp CT (no + x) + | me an) a eat == v?) ul) 
rer 
| Bexp Br Ve | v* (7 0 Lu)? + a di = ov") nul}. 


(24) 
Clearly the expression in (24) is real for 


12 | Dad ( Me H$ 2) 
Emo le 44 m ov?) Nu 


can be written as (no — m)? + u,Hs/r, which is positive. Again when 
u, Ho/4 x > o v? the expression 


/ = | Te Hi \ 
| wine + py rt (1 =D v?) que 


becomes greater than v (70 + u). Hence in this case the solution (24) subject 
to (18) gives 


> 


VERRE | U y v CT: 
7 = 1—exp Hz) | (25) 


| 2» To U2 TU 


It is convenient to define some non-dimensional parameters such as 


local Reynolds number: Re = ER 
V 
Magnetic pressure number: S = - He Hg (26) 
P ur, 4 7 O0 V? ? 7 
together with the non-dimensional number Ry = v/n. 
Hence (25) can be written as 

u U y NE ee m 
#=1-exp ı- a [1 +R, +Va—Re+45 Ril}, (27) 


which reduces to the ordinary asymptotic suction profile #/U = 1 — ar 
GRIFFITH and MEREDITH when S = 0, i.e. Hy = 0. The velocity distribution 
given by (27) is plotted for different values of S when Ry = 0-5. It is seen from 
the graph that the effect of increase of S, 1. e. the magnetic field is to increase 
the velocity. The point which seems to be of some physical interest is that 
the magnetic field should be strong enough to satisfy u, Ho/4a > pv? (ie. 
the magnetic pressure number S based on suction velocity should be > 1) in 
order that an asymptotic solution of the type (26) is possible. 
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If, however, u, H2/4a < op v?, ie. S < 1, then both the powers of "en 
(24) become negative so that the constants A and B can not be determined 
from the boundary conditions (18). Thus in. this case the problem becomes 
indeterminate. The problem, however, can be made determinate by suitably 
changing the boundary conditions viz., by considering two parallel plates. 


The skinfriction +, at the plate is given by 


were). tr Ya 


which increases as S increases. 


Rÿ+4SR], (28) 


Case 1020 


This case corresponds to injection at the plate. Here again for 
u, Hil4x > o vg the solution of (23) subject to (18) is 


u = Le 2 („ 2, MER 
Ve 1 — exp \2nn B (9 @ +4) — Ir (9 6 — u)° + D. al 2] : 


Introducing S and R, this can be written as 


Barcel 2 VO RETASR HR] 0 


for S > 1. This shows that uw increases with S. 
The solution, however, remains indeterminate for S < 1 as in the previous 
case. 


Using (29), the induced field component H, can now be calculated from 
(22) as 


Eee st en er rer | 


(30) 


x [1+ 5 WO Ri +4 SR - (1+ RU). 


The value at the plate is given by 


Be Fe (148); B= a RSR — 0+ Ry}. 


Using the definition of S the above equation can be written as 


(H,)o | Tas z VAZR»®+4SR,—(1+ R)} 
FRE ys Zn 
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say. Since 


= ae NP RE EN 
: 2 SPY (A Rg) tS By 


for Ry < 1, it follows that the induced field decreases with increase in the 
magnetic pressure number. Since S = u, Hj/420 v5, decrease in v, for a 
given À, will result in increase of S,. Hence it follows that the induced field at 
the plate decreases with decrease of the injection velocity vp. 


4. Integration of the Equation of Heat Transfer 


The equation of heat transfer including viscous and Joule dissipation (for 
finite electrical conductivity o) is 


EE 


where c, is the specific heat at constant volume and / the thermal conductivity. 
Since 


; 1 
I= curl H 


the above equation can be written as 


dT aah 1 dH „\2 du\2 
Bee oe rue À PTE Tes Grea, + fa . (32) 


Substituting the values of # and H, from (29) and (30) in (32) we get 


er FRE ( HN ass ) eu» (33 

FT RE) Neagle QT LT: an lie NS 
where 

1 # zov u B (1 a p) (34) 


= FOR RP ISR arm), y= ABO 


The solution of (33) subject to T = T, at y — 0 and T finite at y = œ is given by 


y? pe +. 16 7° u Ue? vf pP? o (1 e Eu Rh >) : (35) 
32720 v2 (2 BR +c,uPß) 


I To = 


For o = «x, the rate of heat transfer at the plate is given by 


rt ee eee a 
uw Al dy I CPP ac ii 


Since for an incompressible fluid, c, — c, it follows from the above equation 


ZAMP XI/4 
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that 


Eee (36) 
o U20,  2B+ Pr 


(where Pr is the Prandtl number u c,/A), which increases as f increases. 
I should like to thank Prof. B. R. Seta and Dr. G. BANDYOPADHYAY for 
their valuable comments. 
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Velocity distribution over the plate for different values of S when Ry = 0:5. 
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Zusammenfassung 


Für die Strömung einer inkompressiblen, zähen, elektrisch leitenden Flüssigkeit 
über eine poröse Platte werden die Gleichungen von NAVIER und STORES, von Max- 
WELL und die Wärmeübertragungsgleichung integriert. Dabei wird vorausgesetzt, 
dass Flüssigkeit aus der porösen Platte austritt oder durch sie abgesogen wird. Man 
findet, dass sowohl die Geschwindigkeiten als auch die Schubspannungen mit stei- 
gender magnetischer Druckzahl für Absaugen und Ausblasen anwachsen. Das 
induzierte Feld an der Plattenoberfläche wird kleiner, wenn die Ausblasegeschwin- 
digkeit abnimmt. Für den Grenzfall unendlicher elektrischer Leitfähigkeit wächst 
der Wärmeübergang mit der magnetischen Druckzahl im Falle des Ausblasens. 


(Received: May 20, 1959). 
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The Possibility of Normal Shock Waves on a Body 
with Convex Surfaces in Inviscid Transonic Flow 


By GEORGE E. Gapp, Teddington, Mddx, Great Britain!) 


Introduction 


In inviscid transonic flow past a body with a convex surface, it can be shown 
by an argument essentially the same as that of ZIEREP [1]?), that shock waves 
normal to the surface cannot occur if the Mach number upstream of the shock ıs 
close to 1, and the flow is free from singularities. It would, however, be surprising 
if such shocks could not, in fact, exist in inviscid flow, in view of Emmons’ relaxation 
solutions [2, 3] which require them. Emmons suggested that the flow at the surface 
immediately downstream of the shock must have a singularity of the same kind as 
occurs for low-speed flow over a surface with a discontinuity in curvature. Such a 
flow has been considered by KoPPENFELS [4]. The present note shows, in confir- 
mation of Emmons’ suggestion, that a simple modification of KoPPENFELS’ solution 
appears to be applicable immediately Gownstream of a normal shock on a convex 
surface, making the occurence of such shocks possible. 


Analysis 


It can be shown (see for example [5]) that the deflection angle ¢ of the flow 
passing through a shock which is inclined at an angle 9 to the normal to the up- 
stream flow, as in Figure 1, is given by 


(Pa = Pi wee I a oe (y at 1) (Pp = £1) 
I Y Pi 01 9 vale a | : 2y Pi | 

ei: ars 1 : Pa — Pi a (Pa Pa)” = 2 (P2 — PJ 
2y Pi Pi 01 Qi O1 Qi 


(1) 


where suffices 1 and 2 denote conditions upstream and downstream of the shock, 
respectively, p is pressure, o is density, y is the ratio of the specific heat at constant 
pressure to that at constant volume, M is Mach number, and q is speed. Also 


01 91 92 sin € ; (2) 


tan 0 = 
. Pa — Pa 


The denominator of the right hand side of (1) is approximately equal to 1 if the 
1) National Physical Laboratory, Department of Scientific and Industrial Research, Aero- 


dynamics Division. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 58. 
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upstream Mach number is not much above 1. Hence the expression 


_ m vll), 3) 
S=M?—1 Er ( 


a 


Flow Wa 
__ Suffix 2 conditions | 
| 


Suffix a conditions 


Figure 1 Figure 2 


Flow through an oblique shock wave. Shock on a curved surface. 


Suppose the flow takes place over a curved boundary, and that the shock 
intersects the surface at a point O as in Figure 2. Let O be the origin of co-ordinates 
x, y parallel and perpendicular respectively to the surface at O. Denote by suffices 
a and b respectively conditions at the surface immediately upstream and down- 
stream of the shock. Then 


il 72 
1 (1 pre (: cea M), 


where J is enthalpy. Hence since the upstream flow is isentropic, so that 


Game 
I, Pa j 
equation (3) may be written 


le à 


At O, S must be zero since the flow at the surface cannot abruptly change direction 


and hence sine must be 0. Since p, = „Ps = p, at the point O, the condition 
S = 0 requires 


DL Pa 2y 
Fr a 2 


This, of course, is the well-known relation for the pressure rise through a normal 
shock. From (4) it follows that at O 


as = (y Gilg 1) (dp, dp, (ME = 1) ap 
dy 27 Pa Er i ee ype i aye 
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or approximately 

a Be (es , (ae) \ 6 

dy Jo 2 Dr | dy ), ; ( dy N de 


if M, is close to 1. This expression must not be negative if S is not to become 
negative for small values of y. 

Let x,(y) denote the x-coordinate of the shock wave. Thus if the shock is concave 
to the oncoming stream, as shown in Figure 2, x, is negative. Then 


Ss 


Up, 2 

a à (4), 4 Pug ee iba cs (7) 
and 

ap. À Op\ dx, | 

co. ake | so a (8) 
From (7) 

dp 1 Op? 
A), tae). (9) 


because at 0, dx,/dy — 0, the shock being perpendicular to the boundary. However 
(dp,/dy), may not be equal to (0p/0y),, since (dp/0x), may be infinite and the product 
(0p/0x), (dx,/dy), may accordingly be non-zero. It is possible to relate (0p/0x), to 
the shape of the shock near O, as follows. 

The equations of momentum and continuity are 


- Ou Ou Op rr 
OY Ox = Ov OX (20) 

Ov Ov Op 
er Ov dy = — dy (11) 

and 
0(e w) (ot 

: = 0 12 
Ox Ov Le = 


where 4 and v are the velocity components in the x and y-directions. Since the 
Mach numbers upstream of the shock are not much above 1, /o” is virtually 
constant downstream of the shock, as well as being exactly constant upstream of 
it. Hence the flow is approximately isentropic and irrotational everywhere, and 
for the downstream flow the continuity equation becomes at O 


te ee as. 


Since v, = 0 it follows from the momentum equations that (0p/0x), = — Oy u, (Ou/0x), 
and v, (0p/dy), = 0°), so that 
(4 - = Ea (13) 
0x }b (1 — M2) \ oy Jo 


3) It can be verified that these relations are true both when x, & y3!? for small values of y, as 
ZIEREP assumed would be the case for flow over a concave surface, and also when the downstream 
flow has a singularity of the type investigated by KOPPENFELS and considered below. 
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and 
Op) __R@% e (14) 
(3: ), _ (1 — MS) \ oy Jo 
Now 
dv, _ (Ov ( Ov | aX, 
aye | Ov ), T Vox le dy 
so that at O where dx,/dy — 0, 
aus OU, : 
rs lee ; 15) 
( dy ), a ), ) ( 


Also, from Figures 1 and 2 it can be seen that v, = u, (e + 0 — dx,/dy) and 
v, = u, (0 — dx,/dy), so that v, = u, v,lu, + use, and 


ices ee 2 (M3 — 1) [asie] 16 
sent (ET, we 


dy u, \ Oy + 1) M2 dy 
by equations (1), (3), and (5). Also since dx,/dy = 0 — v,/u,, it follows from equations 
(1) to (3) that 
dx, an ons ML , (17) 
dy - Uy 


Hence from equations (6),.(8), (9), (14), (15) and (16) it follows that approximately 


(aa ee) 162) of Se] (sr °°) 
dy )o 2 y Pa OY Ja OV Jh dy Jo 
since MZ — 1 = 1 — M? and M? p, u, = MZ pu, if M, is not much above 1. Hence 
dS (Pert) Top op 
| = pe |i- Wie 18 
© ) vs ( oy | | (or A = 


If the boundary past which the flow takes place is denoted by y = h(x), then 
h(0) = h’(0) = 0 and in the vicinity of O, h(x) = h"(0) x?/2. Hence on the boundary 
close to O, v © h"(0) x u, = h"(0) x u,, and from equation (11), 


Op 


dy — La ug h"(0) © —o, uz h"(0) . 


It seems, therefore, at first sight that both (0p/0y), and (0p/0y), must be approxi- 
mately equal to — 9, ug h"(0). Equation (18) thus gives approximately 


CEE 


If the surface is convex to the stream, 2"(0) is negative, so that (dS/dy), is negative, 
and this, as pointed out above, is incompatible with the shock relations. Thus it 
follows from (17) that for small values of y 


Te a 
Fe = ( a (0) y) (19) 


which is imaginary when the surface is convex. It might seem, therefore, that 
normal shocks cannot occur on convex curved surfaces. 
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However it is possible to envisage a singularity in the downstream flow of such 
a kind that (0p/0y), is not equal to — 0, u? h”(0) even though 0p/0y + — o, u? h”(0) 
when y = 0 and x is very small but non-zero. Such a flow would be similar to the 
low-speed flow considered by KOPPENFELS [4], past a wall with a discontinuity 
in curvature, as in Figure 3. The velocity components close to the discontinuity 


Figure 3 


Boundary with a discontinuity in curvature. 


approximate, according to KopPpENFELS’ solution, to the form 


u is y 
_— 272 Gc) 4 log, a, er ya 2 [= Co + (C1 + C2) tan! : | y (20) 
u ; Pr 
b 
and 
U 9 Jo : il Vv 
te 2 (c, + £,) y log,c, (4* + PU? + 2 | meg + (ey + cy) tan” 2 (21) 
b LA 


where ¢,, c,, and c, are constants with the dimension (length) . It may easily be 
verified that these relations satisfy the condition for irrotational flow, 0u/0y = 0v/0x, 
as well as the continuity condition du/dx = — dv/dy. For y = 0, v/u, = 22 ¢, 4%, 
when x is positive, and v/m = 2 2 (c, + 2c,) x when x is negative, whilst u = 4, 
for small positive or negative values of x. Hence (20) and (21) represent a flow 
past a wall with a radius of curvature equal to o, — 1/2 x (c, + 2c,) for small 
negative values of x, and a radius 9, = 1/2 7c, for small positive x, as shown in 
Figure 3. 

This solution may readily be extended to a case where compressibility is im- 


portant. Consider the relations 


u 2 (6, + Co) # oe yer ; 
ae 1 A — ma) 12 log, ca [v2 + (1 — M?) y?]"? 


1 — M2)1/2 
Fe [= Ca + (C1 + C2) ne M) "] 3 


| 
| 


x 
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= 2 (c, + cy) (1 — Mau y log,c, [+ (1 — MB) 22/2 | 


1 
2 E Co + (€, + c,) tan 1- — 


These are of course related to the incompressible forms (20) and (21) by the ordinary 
Prandtl-Glauert rule; this would not normally be valid for transonic flow with 
M, close to 1, but it is so sufficiently close to the origin in the present case because 
of ine boundary conditions on v and because of the logarithmic terms. The irro- 
tational condition ou/dy — Ôv/0x is still satisfied, whilst dujdx = —(dv/dy)/(1 — M2). 
Thus condition (13) is satisfied, and it is therefore possible that relations (22) 
and 2) may represent conditions downstream of the shock. For y = 0, 
v/u, = 2% Cy x when x is positive, as for the low-speed solution. Thus the radius 
of curvature of the surface downstream is equal to @, = 1/2 a c,, where a positive 
value of 9, means that the surface is concave to the stream as in Figure 3. If, then, 
the equation to the boundary is y = h(x), as before, 9, = 1/h”(0) and 


C= “st F (24) 


There are two other disposable constants, c, and c,, and of these c, may be found 
as follows. 

Conditions denoted by suffix b in the earlier analysis can now be considered to 
be the limiting values obtained by setting x = 0 in the appropriate quantities 
derived from equations (22) and (23), and then making y very small. Hence, since 
from equations (15) and (16), 


OO)” « 2 (M2 —1) (asıla 
ler ), T TU, es 1) M2 ( dy ), 


it follows that 


ar) I: 2\1/2 2 
Tay. = (Mea ee ae 


for vanishingly small y. Thus S1/?2 « y log,c, (1 — M?)1/2 y, and 


2 
) +0 


as y > 0. Hence from equation (18), 


lan 


(>), = — 0x 4 h"(0) 


But from equation (11) 


whilst 


(57), = — Oy Uj (370 + TC), 
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since downstream of the shock close to O 


Op 


2 (uvre) 22% 
Oy | 


~ —20, ub [= Ca + (c1 + c,) tan 


2 


by (11), (22), and (23). Hence, since 9, ui ~ @, u?, 
3% 6, + m6, = —h"(0) 
and from (24), 


= ite! ig te = ee nie À - [ y Y 
Thus, if h”(0) is negative, as it is for a convex surface, the downstream flow is 
effectively the same as flow past a boundary of the shape shown in Figure 4, with 


Flow lY 


/_1—— Radius o,--1/3h"(0) 


Figure 4 


Equivalent boundary for the downstream flow. 


0, = 1/2 a (¢, + 2¢,) = — 1/3 h"(0), and — g = — 1/h"(0). However the solution 
only applies, of course, to the shock-wave case for positive values of x. 
The x-component pressure gradient downstream of O can easily be shown from 


(10), (22) and (23) to be 


0p 2 Op ur 3 . 
= = = p2 1 = 2711/2 
Ox (1 ae Ee (Cy I C2) l10g,C3 [A J (1 Mj) 3% ] 5 


Hence along the surface 


we + Op Us 
‘Ox =a A0 ae 26 
Ox TT (1 = M?) 1/2 h ( ) 108, C3 À ( )) 


. If the surface is convex (26) shows that the pressure diminishes 
face downstream of the shock, although at the shock 
ttained. This is in line with Emmons’ rela- 


by (24) and (25) 
very rapidly along the sur 
the full normal-shock pressure rise is a 
xation solutions. 
Thus the argum 
shown to be inconclusive. It has sti 
exist, though Emmons’ work would suggest iG 


ent that normal shocks cannot occur on a Convex surface 1s 
11 not been established of course that they can 
his. If they can exist, it seems quite 
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likely that relations (22) to (26) would be valid not only for convex surfaces, where 
h"(0) < 0, but also for concave surfaces. In other words equation (19) may be 
invalid even for concave surfaces. À more elaborate investigation, considering the 
second derivatives of quantities along the shock wave, would be necessary to 


settle this point. 
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Zusammenfassung 


Es zeigt sich, dass in der Tat senkrechte Stosswellen an einem Körper mit 
konvexen Oberflächen bei reibungsfreier transsonischer Strömung auftreten können, 
wenn diese Strömung unmittelbar stromabwärts des Stosses eine Singularität 
besitzt und diese zur Singularität in der Strömung über eine Grenzfläche mit Krüm- 
mungsdiskontinuität ähnlich ist. 
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Numerical Solutions of the Van der Pol Equation 


By WasreEv S. KROGDAHL, Lexington, Kentucky, USA?) 


It is well known that the Van der Pol equation 
#1 KS wx (Lx?) 


has limit cycle solutions for all « = 0 [3, 4]?). The period, amplitude, and certain 
other parameters of the limit cycle solutions are known in asymptotic form in the 
limit of very small or very large u [5, 6]. However, the characteristics of the solu- 
tions for intermediate values of uw are to be had only by obtaining the limit cycle 
solutions numerically. The desirability of obtaining them has been pointed out by 
LEFSCHETZ [2]. 

The solutions for integral u from 1 to 10 inclusive have been obtained by 
numerical integration using GILL’s modification [1] of the Runge-Kutta method. 
The computations were carried out on the IBM 650 calculator of the Northwestern 
University Computing Center. Subsequent independently programmed check cal- 
culations were made on the 650 calculator of the University of Kentucky Computing 
Center. 

The limit cycle in each case was identified as that solution whose half-period 
amplitude was equal to the initial amplitude. The half-period was determined as the 
value of the independent variable ¢ at the first zero of X = dx/dt, the integration 
having been started in each instance at a trial amplitude x(0) = dp, where #(0) = 0. 

The results are contained in the three graphs and Table 1. The first graph is a 
plot of x as a function of ¢, the different curves corresponding to the indicated values 
of u. Similarly, the second graph shows x against 1, the ‘velocity’ as a function of 
‘time’. The third graph is the phase plane diagram of each solution over a half cycle. 

Table 1 compares the computed amplitudes a, and semi-periods P,/2 with the 
same quantities calculated from the asymptotic formulae for large u. To obtain 
some notion of the accuracy of the computed values, certain additional calculations 
were made. Thus, sample calculations were re-run using a double integration inter- 
val. Negligible differences in the two solutions indicate that the original interval 
was sufficiently small that truncation errors are of no consequence. On the other 
hand, by transforming the independent variable to t = ut, we are assured of negli- 
gible truncation errors but, because of the u-fold increase in number of steps, an 
estimate of the round-off error becomes possible. Only a coincidental compensation 
of the two sources of error could lead to the same solutions, and that for probably 
no more than one value of #. Such considerations offer reason to think the computed 
values correct to as many figures as given. 

The formulae used for the asymptotic values are 


« ike 1lo 5 
a* = 2.0 + 0-779369 ul? — = - ae 0-876 2 0-2 + O(u-8l8) (2) 
and 
* ih ike 
= = 0.806853, 1. 43:50716 tlt age - L 0-004 35 u-2 + Ofu-4/3). (3) 


1) University of Kentucky. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 63. 
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Table 1 
D ak 
Le do a* | ay — a* | si | : = x eee 
| 
0 2-0 3-141 59 
1 2:00862 | 1:90317 | 0-10545 | 3-33164 | 4-31836 — 0:98672 
2, 2:01989 | 1:98755 | 0-03234 | 3-81493 | 3-97593 — 0:16100 
3 2-02330 | 2-01044 | 0-01286 | 4-42973 | 4-40616 +0-02357 
4 2:02296 | 2-01664 | 0:00632 | 5-10184 | 5-01428 0-087 56 
5 2-02150 | 2.01796 | 0:00354 | 5:80621 | 5-69272 0-11349 
6 2-01983 | 2:01765 | 0-00218 | 6-53061 | 6-40692 0.12369 
if 2-01813 | 2:01678 | 0-00135 | 7:26901 | 7-:14223 0-12678 
8 2-01667 | 2-01577 | 0:00090 | 8-01814 | 7-891 25 0:126 89 
9 2:01536 | 2-01474 | 0:00062 | 8:77507 | S:64984 0-:125 23 
10 2-01428 | 2-01377 | 0-00051 | 9-53817 | 9-41542 0-12275 


It can be seen that in view of the relatively low order of approximation of the 
asymptotic formulae, for u as small as 10 the agreement between asymptotic and 
computed values is surprisingly good. 

Supplementary computations of solutions in the neighborhood of the limit 
cycle solutions were also carried out to investigate numerically the behavior of the 
‘period’ as a function of ‘amplitude’. When the true amplitude a, had been deter- 
mined, additional solutions were obtained for the initial conditions # = 0 and 
4, = @ = 0:9 ao, 0°95 a, 1:05a,, and 1:1 a, Whe first Subsequent zero of x was taken 
to define the ‘semi-period’ to be associated with the ‘amplitude’ a just as the true 
semi-period P,/2 is associated with the true amplitude a,. Table 2 summarizes these 
results. 

The content of Table 2 may be brought out more clearly by using it to construct 
the quantity y = P/P, — 1 as a function of z = 20 (a/a, — 1). The data are sufficient 
that one may fit to them a quartic in z. Thus, let 

y= ae Bat yz22 pg, 
y being zero at z = 0. The coefficients «, 8, y, and Ô computed from Table 2 are 
given in Table 3 as a function of u. Because « is positive (and in all cases larger than 
P), it is evident that larger initial amplitudes than the limit cycle amplitude give 
longer periods. Moreover, because « increases with u, a given increase of initial 
amplitude produces a greater increase in period for large u than for small. 

This result implies consequences of interest for mechanical systems whose 
motion is described by the van der Pol equation. Thus, suppose that such a system 
is subject to occasional impulsive perturbations. The effect of such perturbations 
is to cause the system to describe a solution associated with some new initial 
amplitude; the system moves abruptly from one solution of the family of solutions 
whose parameter is a, to some other solution whose parameter is a, + Aa. The first 
point to be noted is that even if the frequency distribution in Aa is symmetric, 
because f > 0 there is in the long run a greater lengthening of the period than 
shortening. The mean period of the perturbed system is therefore greater than the 
‘true’ period as given by the appropriate value of u. 
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Table 2 
P/P, 
Ex 
0-90 0-95 1:05 1:10 
u 
1 0-928 842 0-962 222 1-042 216 1-088 842 
2 0-857 791 0-925179 1-081 959 1:170813 
3 0-811 063 0-900 063 1:107 907 1-224 469 
4 0-779769 0-884685 tool 1-260 820 
5 0-757797 0-873 236 15187025 1-286481 
6 0-741 754 0-864 865 1:146 879 1:305274 
7 0-729642 0-858 546 1155727 12319491 
8 0-720 264 0-853 645 et S04 1.330534 
9 0-712819 0-849755 1-163 264 15559299 
10 0-706 802 0-846 609 1:166678 12910995 
Table 3 
u 106 & 106 8 108 y 106 0 
1 1139996 2222 sp vil =3 
2 78435 3567 so) +2 
3 103513 4432 —0 2 
3p 120423 5 066 —40 2 
5 192334 5528 —41 2 
6 141049 5870 —42 2 
7 147 633 6135 — 43 2 
8 152743 SAS ety 2 
©) 156799 6508 = 2 
10 + 159989 +6641 0 +2 


Secondly, the increase of f with y implies that this effect is exagerated with 
increasing u. This has bearing, for example, upon systems such as the sequence of 
unstable stars, ranging from the very regular short-period cepheids at one extreme 
to the very irregular and extremely long-period novae at the other. If we assume 
that their radial oscillations are described to a first approximation by the van der 
Pol equation we may conclude that though small u corresponds to the short- 
period cepheids and large y to the novae, the parameter value associated with the 
latter may be considerably less than is required by the value of the observed mean 
period alone. 

Thirdly, the ‘regularity’ of any such mechanical systems must be greater when 
u is small than when u is large since a given Aa has less effect on account of the 
smaller «. This is reflected in nearly perfectly cyclical behavior of cepheids, the 
approach to the irregularity of relaxation oscillations by the U Geminorum stars 


and repeating novae. 
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Figure 1 
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Periodic solutions of the Van der Pol equation over half periods. Each curve is identified 
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Derivative of the periodic solutions of 

the Van der Pol equation over half periods. 

Curves are identified by their respective 
Van der Pol parameters. 


Figure 3 
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Zusammenfassung 


Die Amplitude und Periode der periodischen Lösungen der van der Polschen 
Gleichung sind für sehr kleine und für sehr grosse Werte des Parameters u durch 
asymptotische Entwicklungen annähernd bekannt. Für endliche Werte von y 
werden die Resultate von numerischen Integrationsmethoden mitgeteilt, und der 
Anschluss an die asymptotischen Werte wird diskutiert. Ausserdem werden Stö- 
rungen der Differentialgleichung betrachtet. 


(Received: July 2, 1959.) 


Plate Thermometer 


By Davip Mexsyn, London, Great Britain!) 


1. Introduction 


The problem of a plate thermometer was first considered by POHLHAUSEN [1]?). 
The equation of energy is reduced to an ordinary linear differential equation with 
known coefficients, and the temperature function is expressed as a double integral. 
This integral was first evaluated numerically by POHLHAUSEN for several moderate 
values of Prandtl number o, and later by ECKERT and Drewitz [2] for many 


values of o, up to o = 1000. 
For moderate values of o (< 100) 
factory results, but for larger o the erro 


result is grossly in error (up to 200): 


the numerical evaluations lead to satis- 
rs begin to increase, and for a = 1000 the 


The double integral becomes very slowly 


1) Mathematics Department, Royal College of Science. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 68. 
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convergent, as o increases, and it would require several hundred terms to give a 
moderately satisfactory result for o = 1000. 

The aim of the present paper is to indicate a simple method of evaluation of 
this integral, which leads to satisfactory results, as follows. 

The independent variable is changed, and the integral is expressed as a power 
series, depending on a; the first few terms ( 10) are evaluated in the usual way; 
the remaining terms are transformed by making use of STIRLING’s formula, and 
the sum is then transformed into an integral by making use of EULER-MACLAUREN S 
equation. The final result, which consists of few terms, is expressed in gamma 
functions, 


2. The Equation of Energy 


Fluid flows past a semi-infinite plate, placed in the direction of the main flow; 
the velocity and the temperature of the main flow are U, and 7, respectively ; there 
is no heat transfer between the plate and the fluid. 

The problem consists in finding the temperature of the plate, in this case we 
have to take into account the heat generated by friction. 

The equation of energy is [3] 


ao | do 0?f\2 
dn? + of En 20 Baal = (0); (251) 
where 
UR U, \12 
AR = a ey 0 ee ies (A ye 
To gene 7] (5) y; 
the boundary conditions are 
do 
ane ANT = 05 202207 Satan co (2.2) 
/(n) is a solution of BLasrus’ equation 
Pi rel, (2.3) 
and it satisfies the boundary conditions 
HO (0) = 0”, co) == A: (2.4) 
The solution of (2.1), which satisfies the boundary conditions, is 
> 4 
(n) = 20] (F9 an | N?" an. (2.5) 
n 0 
Now [4] 
Fe =a e Fn) e (2.6) 
where 
a 
Fin) = | tn) an; 
whence * 
(ee) n 
O(n) = 20 a? [ e-°F ay | 6 DE dy, (2.7) 
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where 
an a? 76 11 a? n° 375 a 712 
TENG) = = zis z ur = fl ne 
Sl 6! 9! 12! : 
a = 0-4696 . 


3. Transformation of the Integral 


We have to find 6(0), where 


0(0) = 2 © a? / PUF dy | el IF dn | (3.1) 


A glance at (3.1) shows that the integral becomes very slowly convergent for 
large o. 
To evaluate (3.1), it is transformed by putting 


F(n) =T; (322) 


inverting (3.2) and transforming 6(0) to the r variable, we find 


CO T 
6(0) = 2042 / ee dr | ‚ea = dr; (3.3) 
0 0 
from (2.7), (3.2) follows [4] that 
6\1/3 (| 74/3 1713 23 z1013 | 
= EE PRE NP EEE 
7 | ) ep 1260 | 891000 IF C4 


Making use of (3.4), where only the first two terms are retained, expanding the 
inner integral in powers of r and integrating in gamma functions, we find 


(3.5) 


where 
2 6 \2/3 2 
al je 1.0888 
ln 
The first ten terms can be easily evaluated; to find the sum of the remaining terms 


we transform the coefficients by making use of the asymptotic expansion of the 
gamma function, and then transform the sum into an integral by making use of 


EULER-MACLAUREN’S formula. 


ZAMP X1/5 
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st sco A ad 
r( =) P(n + 1) (34 1) 


Consider the coefficient 


by making use of the asymptotic expansion [5] 


La) = onen f Ir se =k | 5 (3.7) 


where only the dominant term is retained, we obtain 


2 n +1/6 
et (145 = 


ee RE ee Re x (3.8) 
n en 2 N 1\#+1/2 1 u} 
x 27) i | + = | a3 3n 
Now, 
wre nee ee (3.9 
| | cod os + aa)? | re ?) 
Transforming similarly the remaining factors we find 
> er 
Pe (3.10) 
3 r = n“l® 
the expression in (3.5) depending on o becomes 
> Dey) Sa) = 
=) 14 “ en 1/3) = (“= =)" Ë JE ses] (3.11) 
1 = + ST 
5 (r :) (o ) 
Combining (3.10), (3.11) we obtain for the sum (3.5) 
1 ~ 2 4 = 
a [1 TRE . 2, 00097 | E if Da (3.12) 
3 r( :) n=N, EE) 2 EN 
3 
For large o we can put 
(== "ex log(1 2 \] = one 
5 = xp [n el | = (3.13) 
where 
2 
E = —. 
o 


We transform now the sum (3.12) into an integral by making use of EuLER-Mac- 
LAUREN’S formula [5]. 


a +Y © 
à 


[FO aes of FQ) + F(a+o)+ Flat 20) +--+ > F(atro)|; (3.14) 
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in our case m = 1; whence 


il FE 2n at cea 1 
a De: a | a)  2ntls 
nn, 
D 
0 — 419 : F 4 
ce A ae i —7/3 : 
(ey ao 
ny 
Integrating by parts, we find 
co 
: 3 ( 1 € 
re ll == ar = gen, 
| Ths on, = 3) ‘ 
N, 
’ € o 
TION ieee = r( 
i | 3 45(6— | | 


finally 


2 
ni rn + =) 


6(0) = 1-088 61/3 |, D ae kes 
n=1 (3n + 1) Piz) T(n + 1) 


Fa 
al 0-2462 | ie 


es 
Ny 


0.2462 = 


where (3.12) 
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In the table are given a few of the results obtained (the current values are indicated 
in parentheses) : 


Oo | 15 | 100 | 300 | 1000 | oo | 
| 
6(0) 3-6 7-8 11-6 7-9 1-9 o1/® 
| (7) (10) (14) 
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Zusammenfassung 


Das Doppelintegral, das mit der Temperatur eines Plattenthermometers zu- 
sammenhängt, konvergiert langsam bei grossen Werten der Prandtl-Zahl o. Es 
wird eine Methode angedeutet, um dieses Integral für alle nicht zu kleinen Werte 
von o auszurechnen. Bei o = 1000 ist der ausgerechnete Wert ungefähr 20% grösser, 
als gewöhnlich angenommen wird. 


(Received: July 20, 1959.) 
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Reunion d’automne de la Société Suisse de Physique 
dans le cadre de la 139° assemblée annuelle de la Société Helvétique 
des Sciences naturelles, à Lausanne le 12 septembre 1959 


Compte rendu des communications de physique et de mathématiques appliquées 


Ein stabiler Thermostat zur Messung des Rauschens und des Drifts 
von Halbleiter-Schaltelementen. Von E. BALDINGER und A. MAIER, Basel’). 
Messungen des Rauschens und des Drifts von Halbleiter-Schaltelementen sind 
sowohl von praktischem als auch von theoretischem Interesse. Praktisch geben sie 
Aufschluss über die in Schaltungen erreichbare Genauigkeit, theoretisch liefern sie 
Aussagen über die Halbleiter selbst. Speziell mit den Vorgängen an deren Ober- 


1) Institut für angewandte Physik, Universität Basel. 
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fläche ist der «excess noise» verknüpft, dessen Spektrum im bisher untersuchten 
Frequenzgebiet (oberhalb etwa 10-4 Hz) mit (1/f)* verläuft, wobei n, je nach dem 
Objekt, in der Regel zwischen 1 und 1,5 liegt?). Bei genügend tiefen Frequenzen 
kann man eine Abweichung von diesem Verlauf erwarten?), deren Lage und Art 
weiteren Aufschluss über das Oberflächenrauschen liefern würde. 

Entsprechende Messungen von Rauschspannungen erfordern, unter Berück- 
sichtigung des Temperaturkoeffizienten, dass die Temperatur der Objekte über 
mehrere Tage auf etwa 1 mGrad konstant gehalten wird. Im folgenden soll ein 
Thermostat beschrieben werden, der diesen Anforderungen genügt und der auch 
ganz allgemein als Präzisionsthermostat verwendbar ist. 


Aufbau 


Der thermostierte Raum besteht aus einem gerührten 20-Liter-Ölbad, dem 
innern Thermostaten, der wärmeisoliert (0,5 W/Grad) in einem zweiten, dem äus- 
sern Thermostaten, eingeschlossen ist. Letzterer reduziert die Schwankungen der 
Raumtemperatur um den Faktor 400, wird aber durch elektrische Zuleitungen und 
die mechanische Antriebswelle (Plexiglas) zwischen Aussenraum und innerem 
Thermostaten zu einem geringen Teil überbrückt. 

Die Festlegung der Temperatur des inneren Thermostaten erfordert die Mittel 
der Präzisionsthermometrie. Abgesehen von den Temperaturfixpunkten, die sich 
für Thermostatregelung nicht unmittelbar eignen, gelten als genaueste Instrumente 
im fraglichen Temperaturgebiet um 30°C die Platin-Widerstandsthermometer. 

Im vorliegenden Thermostaten wird ein 100-Q-Pt-Thermometer verwendet, das 
in einer Brückenschaltung mit 0,1 V Wechselspannung von 1000 Hz gespiesen 
wird. Die Ausgangsspannung der Brücke wird verstärkt, in einer dem Ringmodu- 
lator ähnlichen Schaltung gleichgerichtet und zur Steuerung der Heizung benützt. 
Die gesamte Schaltung hat eine Bandbreite von etwa 0,5 Hz. Sie ist voll transisto- 
risiert. 


Temperaturkonstanz 


Die verstärkte und gleichgerichtete Ausgangsspannung der Brücke ist ein 
Mass für die Temperatur des Thermostaten. Aus ihrer Registrierung lässt sich 
dessen zeitliche Konstanz ermitteln (Tabelle 1). Allerdings bleiben auf diese Art 
gewisse Effekte, wie etwa eine Veränderung des Pt-Thermometers selbst, unbemerkt. 
Solche Erscheinungen können nur durch Verwendung mehrerer voneinander unab- 
hängiger Temperaturregistrierungen aufgedeckt werden. 


Tabelle 1 
Temperaturschwankungen im Thermostaten 


Quadratischer Mittelwert Maximale Abweichung von 

Beobachtung: 'auer der Temperaturschwankung | der mittleren Temperatur 
10 min 0,02 mGrad + 0,06 mGrad 
100 h Dauerbetrieb 0,06 mGrad + 0,15 mGrad 


R. H. Kineston, J. appl. Phys. 27, 114 (195 Ne ’ ; 
3) A. L. MCWHORTER, Semiconductor Surface Physics, edited by R. H. KINGSTON (Philadelphia 
S 


. 209. 
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Das Temperaturfeld im innern Thermostaten ist notwendig inhomogen, sobald 
in dessen Innenraum Wärme zugeführt wird. Bei einer Warmezufuhr von 1,8 W 
und einer Rührgeschwindigkeit von 130 U./min ergab sich in einer provisorischen 
Messung eine Temperaturdifferenz von 3 mGrad zwischen Zentrum und Rand. Bei 
der Untersuchung von Objekten kleiner Leistung wird man normalerweise mit 
etwa einem Zehntel dieser Heizleistung auskommen und infolgedessen nur mit 
0,3 mGrad Temperaturdifferenz rechnen müssen. . 

Ein störender Nebeneffekt des Rührens ist zu beachten. Der Wärmeübergang 
von den geheizten Elementen an das Ölbad hängt von der Grösse der Oberfläche 
und der Strömungsgeschwindigkeit des Öls ab. Letztere ist durch das Rühren 
Schwankungen unterworfen, welche sich, besonders stark bei kleiner Oberfläche, in 
Schwankungen des Wärmeübergangs und damit der Temperatur der geheizten 
Elemente auswirken. So resultiert zum Beispiel in einer Intermetall-Zener-DiodeZ 6 
bei 60 mW Leistung eine mittlere Temperaturschwankung von 5 mGrad. Dieser 
Effekt lässt sich dadurch stark reduzieren, dass die Zener-Diode mit Woodschem 
Metall in einen 20-cm3-Messingzylinder eingegossen wird. Man profitiert dabei sowohl 
von der grossen Oberfläche als auch von der örtlichen und zeitlichen Mittelung. 


Experimente 


Im Rahmen unserer Untersuchung über stabilisierte Transistornetzgeräte wurden 
die temperaturempfindlichen Teile einer Querschaltung in den beschriebenen Ther- 
mostaten gebracht. Die Schaltung ist eine für diesen Versuch leicht modifizierte 
Ausführung (Figur 1) eines bereits beschriebenen?) Gerätes. Die Abänderung besteht 


Speisung Querschaltung 


12V stab. 


Ausgang 


auf +01°C thermostiert 6V/2A 


Referenz- 


symm. 
Spannung 


Speisung Verstarker 


17V stab. 


Z5 2x00 76 


im beschriebenen Thermostaten | 


Figur 1 


Blockschema des untersuchten Netzgerätes. 


in der Hauptsache darin, dass die Referenzspannung direkt von einer Zener-Diode 
Z 5 abgenommen wird, die ihrerseits über eine Zener-Dioden-Vorstabilisierung aus 


einer hinreichend stabilisierten Spannungsquelle gespiesen wird. — Die Ergebnisse 
sind in Tabelle 2 zusammengefasst. 


4) E, BALDINGER und W, Czaya, Z. angew. Math. Phys. 9a, 291 (1958). 
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Tabelle 2 
Rauschen und Drift des stabilisierten Tyansistornetzgerätes nach Figur 1, sowie des einge- 
bauten symmetrischen Gleichstromverstärkers. Zum Vergleich sind entsprechende Werte für 
einen Autoakkumulator angegeben 


Netsnerälansgane Gleichstromverstärker Akkumulator 
: aes = allein, auf dessen 6 V / 80 Ah, 
Eingang bezogen unbelastet 
Rauschspannung 
quadratischer Mittelwert 
über 650s mit 1 Hz 
oberer Bandgrenze . . . 5 UV 1,2 nV <0,3 uV 
Drift über 1 Monat. . . . 1,6 „V/h 0,6 uV/h 150 „V/h 


n=165 - 1000 


n=159 


Faktor 40 ue 


RSA AN + 110 
n-100 MERS 
L L- 1 =e 7 
7000 700 70 7 07h 
— 7 
Figur 2 


Rauschmessungen bei extrem tiefen Frequenzen: 0 Zener-Diode Z5 der Referenzspannung; 
. Transistorpaar OC 76 aus dem symmetrischen Verstärker (Messungen auf dessen Eingang 


bezogen). U ist die quadratisch gemittelte Rauschspannung, gemessen während der Zeit T mit 

einer oberen Bandgrenze von 1Hz. Die Bezugsspannung U, berechnet sich aus dem «excess noise» 

bei 470 Hz (vgl. Figur 3). Die ausgezogenen Linien geben, mit verschiedenem n, den Verlauf von 

(UJU,) für ein (1/f)"-Spektrum, das bei 470 Hz an die Tonfrequenzmessungen anschliesst. Die 
| angegebenen Fehlergrenzen sind mittlere Fehler. 
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Das Rausch-Spektrum von Halbleiter-Schaltelementen 


Die erwähnten Experimente waren so angelegt, dass sie direkt Aussagen über das 
Rauschen der Zener-Diode Z 5 (Referenzspannung) und der beiden Transistoren 
OC 76 (Eingangsstufe symmetrischer Verstärker) bei tiefen Frequenzen zuliessen 
(Zener-Strom 5 mA; Emitterströme je 0,6 mA). Diese Aussagen wurden mit 
Rauschmessungen im Tonfrequenzgebiet verglichen (Figuren 2 und 3). 


2 
sf Es 
10 Hz 
b 
I 
10° 4 
A 
10 -16 | 
aS r 0 
Ag ; d 
ES 
35 1 
| 
10° 10° 10° Hz 
Ps 
Figur 3 
Rauschspektren im Tonfrequenzgebiet: O Zener-Diode Z 5 der Referenzspannung (einschliesslich 


weisses Rauschen), U, = 0,04 UV; . Transistorpaar OC 76 aus dem symmetrischen Verstärker 
(Messungen auf dessen Eingang bezogen, weisses Rauschen subtrahiert), U, = 0,59 UV, n = 1,65; 
o weiterer Transistor OC 76 (weisses Rauschen nn bei 470 Hz auf gleiche Rauschspan- 
nung normiert wie +. 
Die Ordinate dU?/df ist die spektrale Dichte des Quadrates der Rausch-Spannung. 


= (Ve) 
Le ah {=470 Hz 


charakterisiert die Grösse des «excess noise» bei 470 Hz. Die angegebenen Fehlergrenzen sind 
mittlere Fehler. 


Zur Auswertung der Messungen bei tiefen Frequenzen ist folgendes zu bemerken. 
Es wurde jeweils während eines Zeitraumes T die entsprechende Spannung wieder- 
holt in etwa gleichen Zeitabständen gemessen und durch einen geeigneten linearen 
Gang approximiert. Die Abweichung der Messpunkte von der resultierenden Gera- 
den wurde daraufhin quadratisch gemittelt. Die Wahl dieser Auswerteart geschah 
in der Meinung, dass dabei sowohl ein Drift als auch die im Intervall T vorwiegend 
linearen Beiträge von Frequenzen < 1/2T weitgehend verschwinden, so dass man 
das so ermittelte Rauschen mit einer für vorliegende Zwecke hinreichenden Ge- 
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nauigkeit dem Integral über das Rauschspektrum von f,=1/2T bis fy = 1 Hz 
gleichsetzen darf. 

Die Messungen an der Zener-Diode deuten auf die Existenz eines einheitlichen 
(1/f)"-Spektrums mit n = 1,55. Die Messungen an den Transistoren zeigen nicht 
dasselbe einheitliche Bild. Sowohl im Tonfrequenzgebiet als auch bei extrem tiefen 
Frequenzen verläuft das Spektrum wie (1/f\” mit n = 1,65, doch differieren die 
absoluten Beträge der entsprechenden Rauschquadrate um den Faktor (40)? = 1600. 
Der Übergang, der nach diesen Messungen zwischen 0,5 kHz und etwa 1 mHz 
stattfinden muss, ist in der Messung eines in der Schaltung nicht verwendeten 
OC 76 bei 250 Hz und 75 Hz angedeutet. 

Für die Rauschmessungen im Tonfrequenzgebiet sei Herrn BILGER unser herz- 
licher Dank ausgesprochen. Der «Kommission zur Förderung der wissenschaftlichen 
Forschung» des Bundes danken wir für die Finanzierung der Untersuchungen. 


Über die Möglichkeit digitaler hydraulischer Elemente. Von ET. GLATTLI 
und H. R. MÜLLER, Zürich’). 

Elementare Uberlegungen zeigen, dass hydraulische Schaltelemente Ansprech- 
zeiten der Grössenordnung Millisekunden gestatten. Hierbei sind ein Druck von etwa 
5 atü, ein Hub von 2 mm und eine Länge der beschleunigten Säule von 20 cm an- 
genommen. 

Figur 1 zeigt 2 hydraulische Multivibratoren, die sich nur bezüglich Grösse, 
nicht aber durch ihr Arbeitsprinzip unterscheiden. Die Frequenz des kleinen 
Multivibrators liegt etwa 4mal höher als die des grösseren. 


Figur 1 


Geometrisch ähnliche hydraulische Multivibratoren. 


Die Frequenz eines Multivibrators stellt sich so ein, dass die Verstärkung 1 
beträgt. Als Verstärkung bezeichnen wir das Verhältnis zwischen aufzuwendender 
und steuerbarer Energie in einem bestimmten Zeitintervall. In einem Fall betrach- 
ten wir die Energie, die notwendig ist, um ein Ventil innerhalb einer vorgegebenen 
Zeit (Ansprechzeit) auszusteuern. Im zweiten Fall betrachten wir die Energie, die 
von einem ausgesteuerten Ventil in derselben Zeit kontrolliert werden kann. 


5) IBM-Forschungslaboratorium. 
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ventil Relais se 
Wahrheitstabelle 
D 1 ma | 
>B No a: 
on 
0 | v Bo D 
x 
te N: 
J 
A © 
| X=MIAB+A'B!) À 
X=M(A'+B) + N(AB!) N(A'B+AB') | X=A(B+C) 
Figur 2 
Hydraulisches logisches Element und entsprechende elektrische logische Elemente. 


Figur 2 zeigt ein hydraulisches logisches Grundelement und die entsprechenden 
elektrischen logischen Grundelemente Transistor und Relais. Die Wahrheitstabelle 
definiert die Stellung des Ventils als Funktion der Drucke 4 und B. 

Durch Fixieren oder Parallelschalten von einzelnen Eingängen können Unter- 
funktionen mit (n — 1), (n — 2), ... usw. Variabeln erzeugt werden. Diese Methode 
gestattet mit ein und demselben Element mehrere logische Funktionen zu erzeugen. 

Die folgende Tabelle zeigt die Anzahl Unterfunktionen verschiedener Elemen- 
tarschaltungen. 


| Transistor Ventil Relais 
Funktionen mit 4 Variablen | = 1 L 
Funktionen mit 3 Variablen 1 (4) 7 if 
Funktionen mit 2 Variablen 3 (4) 4 6 


Die eingeklammerten Grössen in der Transistorkolonne haben nur Bedeutung, 
wenn wir wahlweise das eine oder andere Grundelement zulassen (pnp- oder npn- 
Transistor, Kollektor- oder Emitterbasisschaltung). Hingegen kommt ihnen nur 
wenig Bedeutung zu, wenn wir Mikroprogrammierung vorsehen. Der Transistor ist 
dem hydraulischen logischen Element und dem Relais beziiglich Schaltzeit einige 
Grössenordnungen überlegen. Der Anwendungsbereich hydraulischer logischer 
Elemente dürfte sich deshalb auf Anwendungen mit relativ geringer Steuerge- 
schwindigkeit beschränken. 

Die Frage der Miniaturisation betrifft vor allem die Schaltzeit, das Volumen 
und die Antriebsenergie. Die Reduktion des Volumens ist offensichtlich, während 
Antriebsenergie und Schaltzeit wesentlich von den Voraussetzungen, wie Viskosität 
und Toleranzen, abhängen. Die Untersuchungen beschränken sich auf die Schalt- 
zeit. Den Berechnungen wurde die Annahme zugrunde gelegt, dass alle 3 Dimen- 
sionen um den gleichen Faktor « reduziert werden. Vernachlässigen wir die Reibung, 
so ist die Zeitreduktion proportional «, wie eine einfache Rechnung zeigt. Führen 
wir die Reibungen ein, so ist das Problem nur noch numerisch lösbar. Die nume- 
rischen Rechnungen wurden auf einer IBM 650 durchgeführt. 


Figur 3 zeigt den Zeitreduktionsfaktor y (Verhältnis zwischen neuer Schaltzeit ¢ 
und ursprünglicher Schaltzeit 4,) in Abhängigkeit von «. 
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Der Einfluss der Reibung macht sich erst bei der für Hydraulikanwendung 
ungewöhnlich hohen Zähigkeit von 100 cP bemerkbar. Bemerkenswert ist dabei 
noch die Tatsache, dass die Reibungsverluste in der Scherströmung zwischen Kol- 
ben und Bohrung die viskosen Verluste der Laminarströmung um mindestens eine 
Grössenordnung übertreffen. 

Zusammenfassend kann folgendes gesagt werden: 

Hydraulische logische Elemente gestatten Schaltzeiten der Grössenordnung 
Millisekunden. Sowohl logisch wie auch bezüglich der Betätigungsenergie besteht 
grosse Ähnlichkeit mit Relais. Miniaturisation erhöht die Schaltgeschwindigkeit. 
Die Verwendbarkeit hoch viskoser Flüssigkeiten verringert weitgehend die auftre- 
tenden Toleranzprobleme. 


ig 


n:1000 cP 


n:1 und 10 cP 


> À — + + +— Of 


Figur 3 


Zeitreduktionsfaktor y als Funktion von &. Druck 1 atü, Parameter: Hub. 7 6,4 mm; 2 3,2 mm; 


3 1,6mm; 4 0,8 mm; 5 0,4 mm. 


Détermination des paramètres h,, et hz, de transistors. Par R. DEsSOU- 
Lavy et B. SECRETAN, Lausanne’). 


I. Introduction 


1. Symboles et schéma équivalent du transistor a jonction dans le montage 


émetteur commun (figure 1): 
2. Définitions: 


En trés basse fréquence (~ 100 Hz) ces 2 grandeurs sont réelles et valent 


approximativement: 
a. A Re a eons ss 
ot Eu 2) Be, T oes 


6) Ecole Polytechnique de l'Université de Lausanne. Laboratoire d’ Electronique. 
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Nous montrons dans ce qui suit la possibilité de déterminer ces valeurs par des 
mesures A une fréquence supérieure (~ 1 kHz) grace a une méthode de neutralisa- 
tion. 

3. Méthodes de mesure. Nous ne donnerons sur les figures 2, 3 et 4 que le circuit 
équivalent pour l'alternatif. Il va de soi que pour les mesures, des sources de 
polarisation adéquates doivent être prévues. | Ru = 

a) Mesure directe des courants et tensions alternatives J,, U, et U, selon la 
figure 2 (pour la mesure J, Ry =, pour celle de U, Ra 0): 

_ Les courbes a des figures 5 resp. 6 montrent la dépendance de his TESP. Ngo en 
fonction de la fréquence. On constate qu'à 1 kHz, même déja a 300 Hz, on mesure 
des valeurs nettement différentes de celles obtenues en trés basse fréquence 
(~ 100 Hz). Ceci s'explique par le couplage capacitif entre B’ et CN Heures) 
dû à C4. 


Figure 1 Z, 
Transistor à jonction: définition des courants et tensions et schéma équivalent pour de faibles 
signaux. 


b) Mesure en pont à 1 kHz selon les figures 3 et 4. 

Les courbes a des figures 7 resp. 8 représentent la tension de deséquilibre Up 
du pont en fonction des résistances d’équilibrage R, resp. R,. On constate qu'à la 
fréquence utilisée de 1 kHz la tension Up ne s’annule pas mais passe par un mini- 
mum d’ailleurs très peu marqué. Ceci provient du fait que U, et U, ne sont pas en 
phase dans la mesure de h,, et que l’admittance inconnue h,, est complexe. 


II. Neutralisation 


1. Principe: La neutralisation consiste à faire circuler dans R, et Z, un courant 
de phase opposée à celle du courant dû à C,. La méthode classique utilisée ici est 
de connecter une capacité de neutralisation C, (C;) entre la base et une source de 
tension —U, (en pointillé sur les figures 2, 3 et 4). 

2. Détermination de h,,. Hypothèses: 


ie 1 
a) By lh, b) l&i+Z.1< 5, C) GC, likey El € 


n 


On trouve pour hy: 


- Ie, ; GB: 
hin = pe [1 + oF R, Ry Cy (Cy — CN + fo LR, CERN | 


SI 


I 
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Figure 2 


Mesure directe des paramètres Ay, et M. En pointillé: neutralisation. 


Figure 3 


Détermination de A), par une mesure en pont. En pointille: neutralisation. 


Figure 4 


Détermination de h,, par une mesure en pont. En pointillé: neutralisation. 
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La neutralisation aura lieu lorsque 


= Fee Ge ee 
hive 0, C= SG (LS 
I) “Rum, | La R.) 
Pour cette valeur de C, 
Rs 
MER, 


a condition que 
e= ow? R, R3 Ca (Cy — Cr) <1. 


3. Détermination de k,,. On a facilement 


= 1 Uy 
= aS 
ee R À = 


En admettant les mêmes hypothèses que pour A,, on trouve: 


Ne 
Ba 


N 


[1 + wt Ry Ry Ca - Cy) + oS [(Cy — Cy) RG]. 
3 


d'où 
Gs Ties 
c, =, (1- 2254), 

a 3 C Re) 

a leur pour laquelle h,, vaudra 
il dees 
so = Se 
fre) Ry L Rs 


a condition que 


= Wi Ay tO, (Coe ©.) << 15 


n 


III. Résultats experimentaux 


Les mesures ont été effectuées sur des transistors OC 71 au germanium du type 
courant. Pour 7,=1mA et u,,— —5 V on a obtenu avec un exemplaire plutôt 
défavorable les résultats suivants: 


Sur la base de mesures complémentaires nous avons déterminé pour ce tran- 
sistor les éléments de la figure 1: 


R, = 260 Q, R,=1,5kQ, R, = 5,8 MQ, R,= 200kQ , 
G, = 14m F > Co = 60s C0 pie Co ez oO pie. 
S — 40 mA/V. 
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Figure 5 
Variation de k,, en fonction de 
la frequence. Mesure selon 
schéma de la figure 2. a sans 
neutralisation; b avec neutrali- 
sation. 10 20 


50 100 200 500 1000 3000 Hz 


Figure 6 
Variation de fz, en fonction 
de la fréquence. Mesure selon 
schéma de la figure 2. a sans 


neutralisation; b avec neutrali- 
sation. 10 20 50 100 200 500 1000 3000 Hz 


Figure 7 
Mesure de fy, au pont selon 
le schéma de la figure 3. Ten- 
sion Up en fonction de la ré- 
sistance d’équilibrage 
R, (Ra = 100kQ; U, = 0,5 V). 
a sans neutralisation; b avec 
neutralisation. 
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Figure 8 
Mesure de A,, au pont selon le schéma de la figure 4. Tension Up en fonction de la résistance d’équi- 
librage R, (Rg = 100 Q; U, = 0,5 V). a sans neutralisation; b avec neutralisation. 


IV. Conclusion 


Les mesures confirment le fait que l’on peut mesurer à 1 kHz grace à la neutrali- 
sation les valeurs recherchées de h,, et h,, pour les très basses fréquences. Les erreurs 
systématiques ¢ et e restent dans des limites encore acceptables (e = 6% ete’ = 5%). 
Enfin cette méthode de neutralisation permet de calculer C, à partir de C, si l’on 
Corne, MO le (Cr 


International Symposium on Active Networks and Feedback Systems 
New York, April 19-21, 1960 


The Microwave Research Institute of the Polytechnic Institute of Brooklyn 
announces that the tenth of its annual International Symposia will be held at the 
Engineering Societies Building, 33 West 39 Street, New York, New York, Tuesday 
through Thursday, April 19-21, 1960. The papers given will include the following 
topics: 

Physical Realizability of Active Networks, 

Representation and Synthesis of Active Networks, 

Synthesis of Feedback Networks, 

Time Varying Systems, 

Applications of Active Network Theory to Electron Devices, 
Applications of Active Network Theory to Feedback Systems. 


Correspondence should be addressed to: Professor HERBERT J. CARLIN, Micro- 
wave Research Institute, 55 Johnson Street, Brooklyn 1, New York. 


JEROME Fox 
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Festschrift für Alexander M. Ostrowski. 1. und 2. Teil. Archiv der Mathe- 
matik 5, Fasc. 1-3 und 4-6 (Verlag Birkhäuser, Basel und Stuttgart 1954). 521 S., 
40 Abb.; Fr. 60... 

Der fünfte Band des Archives der Mathematik erschien — einem schönen Brauch 
folgend — als Festschrift zu Ehren von Prof. ALEXANDER M. OSTROWSKI, der am 
25. September 1953 seinen 60. Geburtstag beging. Eine grosse Zahl von Freunden, 
Kollegen und Schülern aus der ganzen Welt widmeten dem verdienten Mathema- 
tiker und geschätzten Lehrer kleinere oder grössere Abhandlungen aus den ver- 
schiedensten Gebieten der Mathematik und demonstrierten damit auch das um- 
fassende Wirken des Jubilars. Die Arbeiten entstammen vorwiegend der reinen 
Mathematik: doch finden sich darunter auch eine Reihe von Untersuchungen aus 
der angewandten Mathematik oder solche, die direkt oder indirekt zu ihr Bezug 
haben und damit speziell auch den Leser der ZAMP interessieren werden. Die 
beiden Teile dieser ausgezeichneten Festschrift umfassen 70 Arbeiten, so dass es 
unmöglich ist, hier auf sie einzeln einzugehen. E. ROTH-DESMEULES 


Applied Mathematics and Mechanics (Prikladnaia matematika i mekha- 
nika). Translation Editor: GEORGE HERRMANN (Pergamon Press Inc., New York und 
London). Erscheint zweimonatlich, jährlich etwa 1200 Seiten. Jahresabonnement 

39: 

: Es ist bekannt, dass die russische wissenschaftliche Literatur — abgesehen von 
den Referaten — in der westlichen Welt vielfach wenig oder verspätet beachtet wird. 
Der Grund für diesen Zustand ist wohl in erster Linie in den sprachlichen Schwierig- 
keiten («language barrier») zu suchen; ausserdem sind manche Zeitschriften nur 
schwer zugänglich. Dabei ist die Zahl der hier interessierenden russischen Zeit- 
schriften, Nachrichtenblätter und Berichte beachtlich: ein halbes Dutzend für 
Mathematik, ein Dutzend für Physik, etwa drei Dutzend für Technik (zum Teil sehr 
stark spezialisiert), wozu noch eine Anzahl von Zeitschriften in einer der Sprachen 
der Unionsrepubliken kommen. Für den Forscher und Wissenschaftler im Westen 
stellt es jedenfalls eine erhebliche Erleichterung dar, wenn ihm wenigstens die 
wichtigsten Zeitschriften in einer Übersetzung zugänglich sind. 

Zu den bedeutenden russischen Zeitschriften gehört die «Prikladnaia matematika 
i mekhanika», die nun seit 1958 vom Pergamon Institute (New York) im Auftrage 
der American Society of Mechanical Engineers und mit Unterstützung der National 
Science Foundation übersetzt und herausgegeben wird. Diese Zeitschrift, von der 
gegenwärtig (1959) der 23. Band erscheint, umfasst das Gebiet der angewandten 
Mathematik und der Mechanik (fester, flüssiger und gasförmiger Körper), entspricht 
also etwa der ZAMP. Um einen Einblick in das Arbeitsgebiet und die behandelten 
Probleme zu geben, seien hier wenigstens die Titel der zum Teil recht bemerkens- 
werten Arbeiten der vorliegenden ersten Nummer der Übersetzung (Band 22, Nr. 1) 
vermerkt: ' 

N. N. Kocuina and N. S. MEL'NIKOVA, Strong Point-Blasts in a Compressible 
Medium. V. A. Ecorov, On the Solution of a Degenerate Variational Problem and the 
Optimum Climb of a Cosmic (Space) Rocket. IA. KURTSVEIL’, On Generalized Ordinary 
Differential Equations Possessing Discontinuous Solutions. V. I. Zugov, On a Method 
of Investigating the Stability of a Null-Solution ın Doubtful Cases. L. B. CHELPANOV, 
Oscillations of a System with a Relay of Advancing Characteristics. B. A. BERG, 


ZAMP X1/6 
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Deformational Anisotropy. lu. I. KADASHEVICH and V. V. NovozuiLov, The Theory 
of Plasticity Which Takes into Account Residual Microstresses. D. D. IVLEV, On the 
General Equations of the Theory of Ideal Plasticity and of Statics of Granular 
(Pulverulent) Media. V. D. KLIUSHNIKOV, On Plasticity Laws for Work-Hardening 
Materials. L. A. SuarovaLov, The Influence of Non-Uniform Heating on the Stability 
of a Compressed Bar. V. 1. Mossakovskı, Pressure of a Circular Die (Punch) on an 
Elastic Half-Space, Whose Modulus of Elasticity Is an Exponential Function of 
Depth. V. V. Keipysu, Application of Slender Body Theory to the Calculation of 
Aerodynamic Properties of Low Aspect Ratio Wings with Nacelles at Their Tips. 
G. N. Kopytov, Aerodynamic Characteristics of Thin Wedge-Shaped Profiles in 
Transonic Flows. S. ManoLov, A Special Case of the Existence of Small Periodic 
Motions of two Penduli, Subjected to Uniform Rotation. G. K. PozHaRITSKH, On a 
Property of the First Approximation System. 

Die Durchsicht der Arbeiten der vorliegenden Nummer bestatigt, dass im all- 
gemeinen der russische Wissenschaftler iiber die westlichen Arbeiten eingehend 
informiert ist (eine Beziehung, die nicht ohne weiteres umkehrbar ist, aber auch 
verschiedene Interpretationen zulässt). Das Verhältnis der zitierten russischen und 
fremdsprachigen Arbeiten ist etwa 9:8. — Die englische Übersetzung der PMM wird 
jährlich ungefähr 1200 Seiten umfassen, was den etwas mehr als 850 Seiten des 
russischen Originals entspricht. Ohne Zweifel wird diese Publikation auf ein erheb- 
liches Interesse stossen. Erwähnt sei noch, dass von jeder Arbeit auch Sonderdrucke 
zum einheitlichen Preis von 2.00 $ (10 s) erhältlich sind, was sicher sehr zu begrüssen 
ist in Anbetracht des doch recht hohen Preises eines ganzen Jahrganges. 


E. ROTH-DESMEULES 


Anwendung von Rechenmaschinen bei der Berechnung von Regel- 
vorgängen (Vorträge gehalten bei einer Tagung des Fachausschusses Regelungs- 
mathematik der GAMM in Düsseldorf, 8. November 1957). Herausgeber: W. Op- 
PELT (Oldenbourg, München 1958). 128 S., 121 Abb.; DM 16.80. 

Nachdem sich in den letzten Jahrzehnten die Regeltechnik immer stärker zur 
Lösung mathematischer Probleme der programmgesteuerten Digitalrechengeräte 
und auch der Analogrechner bediente, widmete die GAMM eine Tagung der Behand- 
lung von Fragen, die sich bei der Anwendung moderner Rechenmaschinen in der 
Regelungsmathematik ergeben. In sieben ausgezeichneten Vorträgen kamen dabei 
sowohl Probleme aus der digitalen wie auch aus der analogen Technik zur Sprache, 
welche dann in der Reihe « Beihefte zur Regelungstechnik » des Oldenbourg-Verlages 
veröffentlicht wurden. 

E. BuKovics (Wien) gibt einen Überblick über die Einsatzmöglichkeiten digi- 
taler Rechengeräte zum Lösen von Grundaufgaben der Regelungstechnik. Er zeigt, 
wie mit relativ kleinen digitalen Maschinen Stabilitäts- und Optimierungsberech- 
nungen von Regelkreisen durchgeführt werden können. 

J. B. Reswick (Cambridge, Mass., USA) erläutert eine einfache graphische 
Methode, um aus einer gegebenen Autokorrelationsfunktion der Eingangsgrösse 
eines Regelkreises und der Crosskorrelationsfunktion zwischen Eingang und Aus- 
gang die Übertragungsfunktion des Regelkreises zu finden. 

| À. LEONHARD (Stuttgart) gibt einige Anwendungen eines elektronischen Ge- 
rätes an, welches gestattet, den komplexen Wert von Polynomen zu berechnen. 
Besonders bei der analytischen Behandlung von Regelaufgaben erweist sich dieses 
Gerät als gutes Mittel zur Zeitersparnis. 

Bis heute sind schon einige Verfahren bekannt, Analogierechenschaltungen 
optimal zu programmieren. R. HERSCHEL (Ulm) zeigt eine weitere Programmie- 


Vol. XI, 1960 Buchbesprechungen — Book Reviews — Notices bibliographiques 83 


rungsart, die sich insbesondere bei der Behandlung nichtlinearer Probleme sehr gut 
bewähren soll. 4 

Ein wertvoller Vergleich der Berechnung eines Regelvorganges mit Rechen- 
anlagen verschiedener Typen (Digitalrechner IBM 650, elektronischer Analogie- 
rechner, mechanische Integrieranlage) stammt von den Herren O. FÖLLINGER und 
G. SCHNEIDER (Frankfurt). 

E. BÜHLER (Mannheim) verfasste einen Beitrag über die elektronische Nach- 
bildung eines mechanischen Systems mit Reibung. Sorgfältig werden besonders die 
Reibungsverhältnisse beim Übergang von Haftreibung zu Gleitreibung nachgebildet, 
wobei allerdings der für diese Nachbildung betriebene elektronische Aufwand frag- 
würdig gross ist. 

Ein letzter Vortrag von H. WITSENHAUSEN (Brüssel) über die Anwendung von 
Analogierechenmaschinen auf die Optimierung von unstetigen Regelkreisen mit 
statistisch schwankenden Eingangsgrössen behandelt ein heute sehr aktuelles 
Thema, da man in jüngster Zeit immer mehr danach trachtet, Regelkreise nicht für 
Eingangsgrössen, die als Sprungfunktion auftreten, zu optimieren, sondern für 
statistisch schwankende Eingangsgrössen, da die wirklich vorkommenden Stör- 
funktionen meist auch nur statistisch erfasst werden können. 

Einige interessante Diskussionsbeiträge bilden den Abschluss dieses kleinen 
Werkes, das jedem, der sich mit Regeltechnik und Analogierechentechnik befasst, 
eine Fülle wertvollster Anregungen bietet. EH. J. BURGIN 


Integral Equations and Their Applications to Certain Problems in 
Mechanics, Mathematical Physics and Technology. Von S.G. MIKHLIN. 
Ubersetzt aus dem Russischen von A. H. ARMSTRONG (Pergamon Press, London, 
New York und Paris 1957). 338 S., 24 Fig.; 80s. 

Diese Ubersetzung zeigt erneut das hohe Niveau der russischen Lehrbiicher, 
wo vor allem dem methodischen Aufbau der grösste Wert beigemessen wird. Es 
geht dem Verfasser darum, das enorme Material, das sich im Verlaufe der vergan- 
genen dreissig Jahre in Fachzeitschriften angehäuft hat und welches sich mit den 
Anwendungen von Integralgleichungen in Physik und Technik befasst, zu sammeln 
und in einer derartigen Form zusammenzufassen, dass es getrost als ein Standard- 
werk auf diesem Gebiet angesehen werden kann. 

Der erste Teil des Buches befasst sich mit den fundamentalen Theorien über 
Integralgleichungen und mit den Methoden der approximativen Lösungsverfahren. 
Spezielle Beachtung wird den singulären Integralgleichungen gewährt, welche wohl 
schon gründlich erforscht und bei vielfachen Anwendungen ausgeprüft sind, jedoch 
noch kaum in einem systematischen Aufbau dargestellt wurden. Wenn immer 
möglich werden die theoretischen Resultate durch numerische Beispiele erläutert. 

Der zweite, grössere Teil ist den Anwendungen der Integralgleichungen gewid- 
met, wobei hauptsächlich ein- und zweidimensionale Probleme aus den Gebieten der 
Elastizitätslehre (biharmonische Probleme) und der Hydrodynamik behandelt 
werden. Ein spezielles Kapitel befasst sich mit den Anwendungen der Theorie der 
singulären Integralgleichungen. TH. GINSBURG 


Ballistik. Von HERMANN ATHEN, 2. Aufl. (Quelle & Meyer, Heidelberg 1958). 
258 S., 59 Fig., 4 Zahlentafeln; DM 29.-. | | 

Das den Ballistikern wohlbekannte Lehrbuch von H. ATHEN erscheint nun in 
einer zweiten Auflage, die den bedeutenden Entwicklungen während und seit dem 
Kriege weitgehend Rechnung trägt. Die Hauptteile des Buches sind: Aussere 
Ballistik, Treffwahrscheinlichkeit, innere Ballistik, Bomben- und Raketenballistik. 
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Bei der Aussenballistik werden beim Problem des Luftwiderstandes die Grundlagen 
der Strömungslehre und der Gasdynamik gegenüber der ersten Auflage bedeutend 
ausführlicher behandelt, während die analytischen Lösungsmethoden der (genä- 
herten) ballistischen Hauptgleichungen etwas in den Hintergrund getreten sind, 
obwohl auch jetzt noch Näherungsmethoden und Näherungsansätze bei verschie- 
denen Fragestellungen einen ziemlich breiten Raum einnehmen. 

Das Kapitel über die Störungstheorie würde man vielleicht gerne noch etwas 
erweitert sehen durch eine ausführlichere Behandlung der praktisch wichtigen 
höhenveränderlichen Störungen, insbesondere auch im Falle der Flak-Bahnen, da 
hier die Verhältnisse häufig wesentlich anders liegen als bei den im Mündungs- 
horizont endenden Flugbahnen. Die Bomben- und Raketenballistik werden dem 
einführenden Charakter des Buches gemäss nur kurz gestreift. Bas Buch bietet 
eine recht brauchbare Einführung in die Fragestellungen der Ballistik, wobei die 
theoretischen Entwicklungen im Vordergrund stehen, während die experimentellen 
und messtechnischen Probleme meist nur knapp angedeutet werden. Über 250 Li- 
teraturangaben ermöglichen es aber dem Interessierten, auf ausführlichere Spezial- 
untersuchungen zurückzugreifen. Das Buch ist ohne Zweifel — wie schon die erste 
Auflage — gut geeignet, manchem die ersten Grundlagen der theoretischen Ballistik 
zu vermitteln. E. ROTH-DESMEULES 


Anfangswertprobleme bei partiellen Differentialgleichungen. Von 
R. SAUER (Springer-Verlag, Berlin 1958). 284 S., 68 Abb.; DM 38.-. 

Dieses in der «gelben Reihe» des Springer-Verlags (Grundlehren der mathema- 
tischen Wissenschaften) herausgekommene Standardwerk erscheint in der zweiten 
Auflage mit einer Reihe von Ergänzungen, welche zum Teil auf den neuesten Ent- 
wicklungen in der Mathematik beruhen. Dies gilt vor allem von dem neu aufge- 
nommenen Kapitel über die Behandlung von Anfangswertproblemen mit Hilfe des 
Distributionskalküls von LAURENT SCHWARTZ, welcher erst in den vergangenen zehn 
Jahren entwickelt wurde. 

Nach einer kurzen Darlegung der Grundbegriffe der Distributionstheorie, wobei 
unter anderem auch die Pseudofunktionen von H. Rızsz eingeführt werden, wird der 
Kalkül auf Faltungsgleichungen, und zwar besonders auf Anfangswertprobleme der 
Wellengleichung angewandt. In einem weiteren Abschnitt wird die Brauchbarkeit 
des Kalküls an praktischen Beispielen aus der Theorie der dreidimensionalen lineari- 
sierten Uberschallstrémung um flache und schlanke Flugkörper erläutert. Hierbei 
erscheint die Hadamardsche Theorie der endlichen Bestandteile von Integralen als 
blosser Spezialfall der Distributionstheorie. 

Bei der Erweiterung der Laplace-Transformation auf Distributionen bleiben die 
Rechenregeln der Laplace-Transformation im wesentlichen gültig, jedoch treten 
gewisse Vereinfachungen ein, und verschiedene einschränkende Voraussetzungen 
fallen weg. So ist es nach der Erweiterung des Oberraumes durch Distributionen nun 
durchaus möglich, die Laplace-Transformation auch auf Dirac-Distributionen 
(Sprungfunktionen) anzuwenden. 

Das bereits in erster Auflage bewährte Buch hat durch diese Ergänzungen eine 
wesentliche Bereicherung erfahren. TH. GINSBURG 


Einführung in die Physik. Band II: Elektrizitätslehre, Wellenlehve, Akustik 
und Optik. Von P. FRAUENFELDER und P. HUBER (Ernst Reinhardt Verlag, Mün- 
chen und Basel 1958). 504 S., 697 Fig.; Fr. 29.50. 

Der mit Spannung erwartete zweite Band der Einführung in die Physik von 
FRAUENFELDER und HUBER umfasst die Elektrizitätslehre und die Wellenlehre mit 
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Akustik und Optik. Wiederum überrascht die reiche Fülle des Stoffes und die wohl- 
dokumentierte und verständliche Darstellung mit den vielen, die Anschaulichkeit 
und das Verständnis fördernden Beispielen. Der Fachmann wird die Möglichkeit 
begrüssen, Altbekanntem in neuen Formen zu begegnen, der Lernende aber, für 
den das Buch in erster Linie gedacht ist, wird die klare, ausführliche und sich doch 
immer auf das Notwendige beschränkende Darstellung zu schätzen wissen. 

Über Einzelheiten der Darbietung des Stoffes mag man in guten Treuen anderer 
Auffassung sein, in manchen Abschnitten hätte eine sorgfältige Ausfeilung vielleicht 
noch zu einer besseren Konzentration des Stoffes führen können, und unbefriedigend 
geblieben ist wie im ersten Band die typographische Gestaltung der Formeln. Man 
wird es ferner bedauern, dass in einem 1958 erschienenen Buche, in welchem dem 
Mechanismus der elektrischen Leitung 70 Seiten reserviert sind, die Halbleiter- 
eigenschaften überhaupt nicht erwähnt werden, bedauern wird man auch, dass 
neben dem abstrakten Begriff der Ladungsquelle Angaben über Einzelheiten der 
Stromerzeugung völlig fehlen und damit auch der immer noch wertvolle Akkumu- 
lator nirgends Erwähnung findet. 

Durch diese kleinen Einwände soll aber der ausgezeichnete Gesamteindruck des 
ganzen Buches in keiner Weise eine Einschränkung erfahren. Jeder Abschnitt 
eröffnet bei eingehendem Studium neue, interessante Gesichtspunkte und zeugt für 
die manchmal vielleicht etwas eigenwillige, aber immer originelle Darstellungsart 
der beiden Verfasser. Auf besondere Liebe zur Sache und besondere Sachkenntnis 
weisen vor allem manche in den letzten Einzelheiten sehr sorgfältig redigierte 
Kapitel der Optik hin. 

Die grosse und überaus verdankenswerte Leistung, die in der Umarbeitung der 
umfangreichen Stoffgebiete der heutigen Physik in eine für Studierende didaktisch 
brauchbare Form liegt, kann der Aussenstehende wohl kaum voll ermessen — ein 
nur äusserliches Zeichen dieser Leistung ist schon die Zahl von beinahe 700 Abbil- 
dungen des vorliegenden Bandes. Man wird daher Verständnis dafür aufbringen 
müssen, wenn der mit grossem Interesse erwartete 3. Band, der die Atomphysik 


enthalten wird, nicht schon im laufenden Jahr herausgegeben werden kann. 
W. HARDMEIER 


Ordinary Difference-Differential Equations. Von EpmuND PINNEY 
(University of California Press, Berkeley 1958). 262 S., 45 Fig.; $5.00. 

Eine Differenzen-Differentialgleichung besteht aus einem Ausdruck, welcher 
sowohl eine Funktion yy, ;,...n,(¢) und einige ihrer Ableitungen beziiglich ¢ als auch 


Differenzen beziiglich den h’s enthalt. Ein Beispiel einer solchen Gleichung ist 
Valt) = Vn-r(4) - 
Das vorliegende Buch befasst sich mit gewöhnlichen (im Gegensatz zu partiellen) 
Differenzen-Differentialgleichungen. Nach einem einführenden und den Problem- 


kreis beschreibenden Kapitel entwickelt der Verfasser die zugehörige Theorie, 
welche anhand von numerischen Beispielen erläutert wird. TH. GINSBURG 


Max-Planck-Festschrift 1958. Herausgegeben von B. KocKEL, W. MACKE 
und A. Papapetrou. (VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1959). 
412 S'N28 Abb. DM 54 

Die vorliegende Festschrift ehrt Max PLANCK zu Anlass seines hundertsten 
Geburtstags. Sie enthält 31 Beiträge von 33 Autoren. Natürlicherweise überwiegen 
die Beiträge aus Europa (25) an Zahl die aussereuropäischen, 
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Die Arbeiten sind nach Inhalt geordnet, wobei neben den Abschnitten über 
klassische Physik und Relativitätstheorie vor allem die Quantentheorie mit ıhren 
erkenntnis-theoretisch-philosophischen Ausstrahlungen vertreten ist. Die letzteren 
nehmen einen überraschend breiten Raum ein (etwa 70 Seiten) und machen auf den 
Rezensenten den ungewohntesten Eindruck. Es ist viel die Rede von der «ortho- 
doxen Schule der Quantenmechanik», und gegen den Positivismus und den grossen 
Ernst Macu (dessen klassische Mechanik in ihrer Entwicklung hoffentlich immer 
besinnliche Leser finden wird) wird polemisiert. Man kann sich auch des Eindruckes 
kaum erwehren, dass der Jubilar selbst in einen bekannten weltanschaulichen 
Karren eingespannt werden soll. 

Sehr beachtenswert ist in diesem Zusammenhang der Artikel von V. Fock 
(Leningrad) Über die Deutung der Quantenmechanik. In ihm werden mit grosser 
Klarheit von einem wohldefinierten philosophischen Standpunkt aus die grund- 
sätzlichen Fragen der Quantentheorie durchleuchtet. Das führt zu einer wesentlichen 
Erweiterung des ursprünglichen Ideenkreises, allerdings immer innerhalb des zu- 
grunde gelegten philosophischen Rahmens. Dass nicht jeder diesen Rahmen aner- 
kennen kann, fällt in Anbetracht der Offenheit der Auseinandersetzung weniger 
ins Gewicht. 

Natürlich enthält die Festschrift eine grosse Reihe rein wissenschaftlicher Bei- 
träge von zum Teil hoher, zum Teil unterschiedlicher Qualität, auf die der Rezen- 
sent nicht weiter eingehen kann. Res Jost 


Einige nichtlineare Probleme aus der Theorie der selbsttatigen Re- 
gelung. Von A. I. Lurje. Übersetzt aus dem Russischen von H. KINDLER und 
R. Retssic (Akademie-Verlag, Berlin 1957). 167 S., 24 Abb.; DM 15.-. 

In diesem Buche sind einige der Arbeiten des Verfassers zusammengefasst, die 
in den Jahren 1945-1950 in russischen Zeitschriften erschienen sind. 

Im ersten Kapitel wird die Problemstellung gegeben und eine Methode ent- 
wickelt zur Reduktion der Bewegungszleichungen eines selbsttätig geregelten 
Systems auf eine Form, die der Verfasser als kanonisch bezeichnet. Im zweiten 
Kapitel werden die Kriterien für die Stabilität «im Grossen» von nichtlinearen 
Regelungssystemen des betrachteten Typs aufgestellt; das dritte Kapitel enthält 
eine Untersuchung der Eigenschwingungen in diesem System, während sich das 
vierte Kapitel mit dem Verhalten eines Systems an der Grenze seiner linearen 
Stabilität beschäftigt. 

Das Buch wendet sich in erster Linie an den mathematisch gebildeten Ingenieur, 
der sich mit Berechnung und Bau von selbsttätigen Regelungssystemen befasst, 
aber auch an Physiker und Mathematiker. TH. GINSBURG 


Theoretical Elasticity. Von Cart E. Pearson (Harvard University Press, 
Cambridge, Mass. 1959). 218 S., 19 Fig.; $6.—. 

In der Reihe «Harvard Monographs in Applied Science» ist als dritter Band 
bereits die ausgezeichnete, wenn auch leider Fragment gebliebene Elastizitäts- und 
Plastizitätstheorie von H. M. WESTERGAARD erschienen. Die Herausgabe des vor- 
liegenden Buches als sechster Band der gleichen Reihe stellte daher ein gewisses 
Wagnis dar, das aber in jeder Beziehung geglückt ist. 

Annähernd die Hälfte des Werkes befasst sich mit der Entwicklung der Tensor- 
rechnung unter Beschränkung auf kartesische Koordinatensysteme sowie mit der 
entsprechenden Darstellung der Grundlagen der Kontinuumsmechanik, nämlich des 
Spannungs- und des Verzerrungszustandes. Dabei beginnt die Entwicklung, wie 
alle amerikanischen Bücher, mit den Regeln der Vektoralgebra; sie umfasst, zum 
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Beispiel in den Abschnitten über Differentialgeometrie oder Kreiselung, einiges, 
was über das unmittelbare Ziel des Buches hinausgeht. In der zweiten Hälfte 
werden die Grundgleichungen der Elastizitätstheorie formuliert und alle grund- 
sätzlich wichtigen Verfahren zur Gewinnung von Lösungen besprochen, wobei ein 
besonderes Kapitel den Variationsprinzipien gewidmet ist. Die drei letzten Kapitel 
behandeln Thermoelastizität, elastische Wellen und nichtlineare Elastizität. 

Die zweite Hälfte dieses Buches demonstriert eindrücklich die Ökonomie der 
modernen Tensorschreibweise. Es ist hier auf 136 Seiten eine erstaunliche Fülle von 
Stoff vereinigt. Zwar werden die bei ebenen Problemen heute im Vordergrund 
stehenden funktionentheoretischen Verfahren nicht dargestellt, und zudem fehlen 
in diesem zweiten Teil (im Gegensatz zum ersten) alle Anwendungen sowie Übungs- 
aufgaben. Gerade dadurch ist aber auf wenig mehr als 100 Seiten ein äusserst nütz- 
liches und übersichtliches Kompendium der räumlichen Elastizitätstheorie ent- 
standen. H. ZIEGLER 


Lehrbuch der Hochfrequenztechnik. Von Fritz VILBIG, 5. Aufl., Band II 
(Akademische Verlagsgesellschaft mbH, Frankfurt am Main 1959). 735 S., 950 Abb. ; 
DM 48.-. 

Das Lehrbuch der Hochfrequenztechnik von ViLBIG, das 1937 seine erste Auflage 
erlebte, kommt nun in fünfter, neubearbeiteter Auflage heraus; diese umfasst drei 
Bände, von denen der mittlere 1958 erschienen ist. Das Lehrbuch hat sich zu einem 
eigentlichen Standardwerk entwickelt, das dank seiner Vollständigkeit und Über- 
sichtlichkeit den Dienst eines Handbuches versieht und der Fachwelt unentbehrlich 
ist. Von der vorbildlichen Qualität zeugt der hier zu besprechende zweite Band der 
neuesten Auflage. Er umfasst in reicher Fülle: Verstärker (inkl. röhrenlose Verstär- 
ker und Laufzeitverstärker), Schwingungserzeugung, Rückkopplung (inkl. Gegen- 
kopplung und Neutralisation), Abschirmung, Gleichrichtung, Modulation und 
Demodulation, Tastung und Impulsmodulationsverfahren, Frequenzwandlung, 
Schwundregelung, Dynamikänderung sowie einen Nachtrag (molekulare Mikro- 
wellenverstärker und Oszillatoren). Die Ausstattung ist, wie bei den früheren Auf- 
lagen, sehr gut; ausserordentlich zu schätzen sind die zahlreichen Abbildungen. 

F. TANK 


Handbuch der Physik - Encyclopedia of Physics. Herausgegeben von 
S. FLiicce. Band 12: Thermodynamik der Gase (Springer-Verlag, Berlin 1958). 
080.5 7253 er DMELS4— 

Im Rahmen des durch S. FLÜGGE neu herausgegebenen Handbuches der Physik 
ist der Thermodynamik der Gase ein besonderer Band gewidmet. Darin werden die 
verschiedenen Aspekte dieses Wissensgebietes in umfassender Weise behandelt. Die 
verschiedenen Hauptkapitel und ihre Verfasser sind die folgenden (die Beiträge 
sind teils in deutscher, teils in englischer Sprache abgefasst) : 

The Properties of Real Gases (J. 5. ROWLINSON); 

Theory of Real Gases (J. E. MAYER); 

Principles of the Kinetic Theory of Gases (H. GRAD); 

Trans porterscheinungen in Gasen von mittlerem Druck (L. WALDMANN) ; 
Allgemeine Vakuumphysik (R. JAECKEL) ; 

Production and Measurement of Ultrahigh Vacuum (D. ALPERT). 

Vorweg sei bemerkt, dass es wohl kaum möglich sein wird, einen Referenten zu 
finden, der zur Beurteilung aller Teile dieses Buches in gleicher Weise zustandig 
ware. Hingegen zeigt schon jede Stichprobe, dass dieses Nachschlagewerk ein 
ausserordentlich hohes wissenschaftliches Niveau halt. 
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Der Beitrag von Row inson über die Eigenschaften der realen Gase halt sich 
im Rahmen der klassischen phanomenologischen Thermodynamik und beleuchtet 
sowohl die theoretischen Formulierungen (Zustandsgleichungen usw.) als auch die 
experimentellen Methoden und empirischen Ergebnisse. Eine besonders sorgfaltige 
Behandlung erfahrt das Gebiet des kritischen Punktes, auch fiir den Fall der Gas- 
mischungen. 

Der von Maver verfasste Teil bringt die theoretischen Grundlagen von hoher 
wissenschaftlicher Warte aus zur Darstellung, wobei selbstredend vom statistischen 
(auch quantenstatischen) Standpunkt ausgegangen wird. Im vierten Hauptabschnitt 
dieses Teiles wird auf das Quantengas eingegangen. 

Die kinetische Theorie selbst, die bekanntlich vor allem mit dem Namen BoL1Z- 
MANNS verknüpft ist, erfährt eine ausführliche und tief in die begrifflichen Grund- 
lagen eindringende Behandlung durch GRAD. 

Der Artikel von WALDMANN über die Transporterscheinungen in Gasen (Zähig- 
keit, Wärmeleitfähigkeit, Diffusion, Thermodiffusion) nimmt entsprechend der 
hohen praktischen Bedeutung dieses Gebietes etwa einen Drittel des ganzen Buches 
ein. Die phänomenologische Betrachtungsweise wird zum Ausgangspunkt genom- 
men, doch wird später die tiefere Begründung aus der kinetischen Theorie gewon- 
nen. Experimentelle Methoden und Ergebnisse erfahren eine ausführliche Wür- 
digung. 

Die letzten zwei Hauptteile des Buches schliesslich befassen sich mit der Vakuum- 
physik. Sie unterscheiden sich von den vorhergehenden namentlich dadurch sehr 
deutlich, dass hier der Schwerpunkt auf der Behandlung der technischen Vorrich- 
tungen (Pumpen, Messgeräte) liegt. 

Jeder der Verfasser hat das von ihm bearbeitete Gebiet als ein geschlossenes 
Ganzes behandelt. Dabei werden natürlich gewisse Überschneidungen unvermeid- 
bar, was aber nicht als ein Nachteil des Buches gewertet werden darf. Auch der 
durchaus individuelle Charakter der einzelnen Beiträge ist als Positivum zu betrach- 
ten. Alles in allem entspricht das Buch den hohen Erwartungen, mit denen man es 
von vornherein zur Hand nimmt. Es wird ein hervorragendes Nachschlagewerk 
sein für einen weiten Kreis von Forschern. Zu diesen gehören vor allem Physiker 
und Physikochemiker, im Zuge der heutigen Entwicklung aber bereits auch Inge- 
nieure, was in Zukunft noch in höherem Masse der Fall sein wird. W. TRAUPEL 


Modern Computing Methods. Notes on Applied Science No.16. Heraus- 
gegeben vom National Physical Laboratory (Her Majesty’s Stationery Office, 
Londons 1957) 20m ME NES AIO CE 

Die unbekannten Verfasser beschreiben in konzentrierter Form numerische 
Methoden für Probleme aus verschiedenen Gebieten der angewandten Mathe- 
matik. Beispielsweise wird für lineare Gleichungssysteme der Gaußsche Algo- 
rithmus vorgeschlagen, und es wird (in Kapitel 2) auch gezeigt, wie man die 
Elimination mit einem Rechenautomaten zweckmässig durchführt. Entsprechend 
werden Methoden zur Lösung algebraischer Gleichungen und Eigenwertprobleme 
angegeben (Kapitel 3 und 4). Weitere Abschnitte sind der Differenzenrechnung 
und der numerischen Integration von gewöhnlichen sowie partiellen Differential- 
gleichungen gewidmet. Am Schluss findet der Leser noch interessante Ausführun- 
gen über die Berechnung und Tabellierung von Funktionen mit Rechenautomaten. 
Wenn auch neuere Methoden wie konjugierte Gradienten, Bi-Iteration usw. 


fehlen, gibt das kleine Werk doch wertvolle Hinweise für den Mathematiker, 


der mit Rechenautomaten zu tun hat. H. RUTISHAUSER 
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Redresseurs synchrones thermiques 


Par JEAN-PIERRE Bore et Piet Cornaz, Lausanne?) 


1. Introduction 


Dans beaucoup de domaines de la physique et de l’@lectrometrie, l’augmen- 
tation de la sensibilité des appareils de mesure est limitée par le phénomène de 
bruit de fond. Celui-ci est généralement dû au caractère discontinu de l’elec- 
tricité (tubes, photocellules, semiconducteurs etc.) et à l'agitation thermique 
des électrons des conducteurs. Ces perturbations sont inévitables et il s'agit de 
limiter par des appareils appropriés leur influence sur le résultat de mesure, 
c.-a-d. d'augmenter le rapport signal sur bruit. 

Dans tous les cas où la tension à mesurer est sinusoïdale pure ou s’il suffit 
de mesurer une composante déterminée de son spectre de Fourier, la détection 
synchrone, appelée aussi détection de phase ou détection lock-in est un moyen 
simple et efficace d'augmenter le rapport signal sur bruit [1]?). C’est un des 
meilleurs systèmes, en particulier si ce rapport est inférieur à 1 à l'entrée [2]. 
On utilise le fait que le signal est périodique de période connue, qu’il a donc 
un signe déterminé pendant des demipériodes connues à l'avance, tandis que 
le bruit, représenté par une fonction aléatoire est tantôt positif, tantôt négatif 
pendant ces mêmes intervalles de temps. Pour tirer parti de cette différence 
fondamentale, on module la tension d’entrée (signal + bruit) par une tension 
de référence périodique d'amplitude constante de même fréquence que le signal 
et de phase fixe. Comme nous le verrons plus loin ($ 2) le produit contient alors 
une composante continue proportionnelle au signal et des composantes alter- 
natives dues au bruit. Un filtre intégrateur permet alors d'éliminer très effica- 
cement ces termes alternatifs et de ne garder que le terme constant contenant 
l'information du signal. 

La multiplication peut se faire en principe par tout élément non linéaire; on 
utilise couramment des tubes pentodes, triodes, diodes ou des diodes à cristal [3]. 
Le but de ce travail est d'étudier quelques types peu connus et particulièrement 
simples de redresseurs synchrones utilisant l’effet quadratique d’échauffement 
dû au courant. Ce principe a été proposé et utilisé par l’un de nous (J. P. BOREL, 
en collaboration avec CL. MANUS) sous la forme présentée au $ 3 dans un 


1) Dans le cadre du Subside du Fonds National N° 1447. Ecole Polytechnique de l’Université 
de Lausanne, Laboratoire de Physique Technique, directeur: Prof. R. MERCIER. 
2) Les chiffres entre crochets renvoient à la Bibliographie, page 101. 
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spectrographe de résonance électronique [4]. La variante du $4 en est une 
amélioration mise au point dans ce laboratoire au cours de nos travaux en 
résonance nucléaire. Elle a une sensibilité meilleure, tout en étant plus robuste 
et plus économique. 

Remarquons qu’un principe un peu semblable est connu dans le domaine 
de l’électrotechnique pour réaliser des Wattmetres [5]. Effectivement, tous les 
schémas de lock-in qui vont suivre peuvent étre facilement adaptés au probleme 
de la mesure d’une puissance ou d’un cos @. 


2. Principe général 


Le principe des redresseurs synchrones thermiques est le suivant: 2 éléments 
dont une caractéristique électrique est fonction de la température (thermo- 
couples, résistances métalliques, thermistances) et deux résistances sont montés 
en pont (figure 1, cas de thermocouples). Celui-ci est alimenté sur deux points 


Ist lg 


> oN 
wm >= 


Yp 
Figure 1 


Principe du redresseur synchrone thermique avec thermocouples, 


opposés par le courant d’entrée, mélange d’un courant «signal» A mesurer 
1, = I, sinw t, et d’un courant perturbateur, par exemple un courant de bruit 
que nous représentons par tz = I Ip; sinw;t. Aux deux points opposés on 
applique un courant de référence i, = I, sin(w t + y) beaucoup plus grand que 
la valeur efficace des deux autres. 

| a cause de la cohérence de phase entre le courant signal et le courant de 
référence la puissance instantanée P, dissipée dans la résistance 4 sera diffé- ! 
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rente de celle P_ dissipée dans 7: 


9 er Me 2 
P,Ä=R@®=R | > sinwt+ > oo sin (@ ¢ + p)] 


~ 


v 


TE 15T 
= À | . sin?@ ¢ + D: _ not sine, t 
7 
I? Tate m 
+= mai ee > a sinw t sinw; i 
7 
aT eas Del ae 
+R = sinw t sin(w t+ q) 4 Bi 7 Se sin (@ t+ g) sino, 1 e | 


ı 


Le premier crochet représente une puissance P,(¢) fonction du temps qui est 
la méme pour les 2 résistances 7 et 4. Les thermocouples ne mesurant que les 
differences de température (montage en opposition) ne réagissent pas à ce 
terme. Il ne sera déterminant que pour la température moyenne. En général 
on prend J, > J, et Iz;; il suffit alors de garder les termes en J? soit: 


PAR [l= cos2 (or 0); DR 


(2) 
ou P, est la valeur moyenne (au point de repos). 

Le deuxième crochet dans l’expression (1) donne l’écart de puissance par 
rapport à P, qui produira une différence de température détectée par les 
thermocouples. Il peut encore s’écrire en posant Aw; = m; — 0: 


= + rl le [cosg — cos(2mt + p)] 
(3) 
+ > nn [cos (Aw, £ — p) — cos((2w + Aw,) ¢ + QUE 


Cet écart de puissance devient maximum pour g = 0 ou x (c.-à-d. signal et 
référence en phase ou contre-phase). Pour g = 0 on obtient 


Pr =&R I ar > EB cosAw, t= gids cos2mt | 


la | 
an - cos (2 w + Aw) fe 


Cette expression contient un terme constant proportionnel au signal, des 
termes lentement variables proportionnels aux /,, et des termes de haute 


fréquence. 
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L’inertie thermique du filament joue le röle d’intégrateur. Sa température 
suit le premier terme qui est proportionnel au signal et avec une certaine 
atténuation le second terme qui varie lentement; les termes de haute fréquence 
ne se font pas sentir. Cette atténuation est d’autant plus forte que Aw, est plus 
grand ce qui ne laisse passer que les perturbations de frequence trés voisine de 
celle du signal. 

Pour analyser de plus prés cette atténuation on peut faire les remarques 
suivantes: 

Soit c la capacité thermique de l'élément et soit AP =a AT la variation 
de puissance nécessaire pour provoquer un écart stationnaire de température 
AT par rapport au point de repos. L’équation différentielle pour l’&cart AT en 
régime non stationnaire est, en négligeant une résistance thermique éventuelle 
entre fil chauffant et élément sensible: 


c AT La AT = AP(. Be 


Dans les thermocouples travaillant dans leur région purement quadratique « 
est une constante indépendante du point de repos. Pour les lampes ou thermis- 
tances sous vide la fonction T = f(P) n’est pas linéaire. Conduction et rayon- 
nement y interviennent simultanément et la relation est assez bien approchée 
par une expression du type 


Ped(T =T)-e(T4— 7), (5) 


ou 7, est la température ambiante. Le coefficient x qui mesure la pente de 
cette courbe au point de repos dépend alors de celui-ci. 

Pour AP(t) = a + 3 b; cos(w;¢ + ,) l'équation (4) a la solution perma- 
nente: 


AGE = = + == on 605 t 0. ; ‚= ck - 
= 2 ta (o;t+ 9; — dE avec tgd;=-;. (6) 
On voit que les termes de fréquence w sont atténués comme par un filtre RC 
de constante de temps t = c/a. Cette constante est de l’ordre de 1 s dans les cas 
usuels. En prenant pour A P(t) l'expression P, de (3) et en négligeant d'emblée 
les termes en w et 2 © on obtient pour Débat instantané de la température: 


RE Pl 1 
Ale ie | ne 2 =e en cos (Aw, t — | a 


Le premier terme représente l’écart de température constant dû au signal 
et le deuxième l'écart fluctuant dû au bruit. Le montage approprié (en oppo- 
sition) des thermocouples donne une tension proportionnelle A ces deux termes. 
De tout le spectre de bruit que contient le courant d’entrée seule une bande | 
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etroite autour de w est transmise. Sa largeur équivalente) est: Af,„= 1/27, 
où t est de l’ordre de 0,5 à 20s. On réalise ainsi facilement des largeurs de 
bande de bruit de 1 à 0,025 c/s. 

Par la suite nous étudierons de plus prés quelques cas pratiques: le montage 
avec thermocouples (§ 3), celui avec lampes à filament en tungstene (§ 4) et 
celui avec thermistances (§ 5). 

Notons qu'il serait possible de doubler la tension de sortie de ces dispositifs 
en utilisant 4 éléments sensibles. L’égalisation des 4 caractéristiques devient 
alors assez compliquée, tandis que pour deux éléments elle est trés simple, 
sinon superflue. 


3. Systeme a thermocouples 


Dans les caractéristiques de thermocouples on donne généralement direc- 
tement la relation entre la tension du couple et le carré du courant: V,, = b [2,. 
Pour un pont a 2 thermocouples (figure 2) ot les tensions de repos s’annullent 
mais les 2 écarts dus aux termes P, s’ajoutent la tension de sortie devient 


N 0,5 kQ 10.kQ 
ea 
contrôle de V, 
3V 

—} - 
2,5 k2 
ins 

2302 


zn 


Id 


Figure 2 
Redresseur synchrone avec thermocouples. 


3) Cette notion n’est utile que si le spectre de bruit peut être considéré comme blanc à l'intérieur 
de cette bande. 
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(pour g = 0) 


2 Dr: cos(Aw,t— 6). (8) 


1 
= 3 DI Ins 9 r eff Loi eff yi+® Aw} 


La résistance de sortie est de quelques Ohms et la resistance d’entrée de quelques 
dizaines d’Ohms. Pour bien utiliser la puissance du signal disponible il faut 
donc utiliser un transformateur d’entrée pour adapter à l’impédance de cathode 
ou de plaque d’une lampe. 

Le gain de conversion, définie comme le rapport de la tension continue de 
sortie V, à la tension signal efficace à l’entree V, ,, sera (pour @ = 0) 


Vz 1 
Ve eff 2 


I, 


G, = r eff * 


b 
o> (9) 
R, résistance du fil chauffant; R,, résistance du thermocouple. 

On peut définir d’autres grandeurs utiles qui sont: L’impedance de conver- 
sion, rapport de la tension de sortie au courant signal (J, ,„„) et le gain de 
puissance, rapport de la puissance utile de sortie (P.) à la puissance d’entrée (P,) 


V. b . 
2.5 Teeny 22 rai | 10 
te Se m u u (10) 
z 2 u 4.2 Rn I? ope Ry Fr; 32 Ry Ry Oe 


Le tableau 1 donne quelques valeurs numériques (pour un systéme a 4 thermo- 
couples les gains sont a multiplier par 2): 


Tableau 1 
: 1 1 N 
Type R,= R;|1; 9 Irers Rn = 5 Ie, ec b G, De Gp 
Philips Q mA Q approx.s | V/A? = V/A = 
ABEL ow ANT ©il 15 5 55 OD (2021705822102 70:00 ea 
Wel 2 Ow IMsl OZ 23 10 3 0,8 30 ys oO] OS alee à in 
TH 3 ou TH 93 1% 20 iS 7,512,0521. 022200152 ES ER 


Les gains sont proportionnels au courant de référence; on choisira celui-ci 
de facon a rester dans la partie linéaire de la caractéristique V, = f(15,) (voir 
tableau 1). 

La figure 2 donne un exemple d’un tel redresseur synchrone tel qu’il a été 
utilisé dans nos recherches en résonance électronique et nucléaire depuis 
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plusieurs années [4]. Actuellement, l'entrée du signal par transformateur a été 
remplacée par une attaque en cathodyne pour pouvoir utiliser le dispositif sans 
rotations de phase dans une gamme de frequence très étendue (1 c/s à 20000 c/s). 
Le courant de repos de la lampe qui passe alors par les thermocouples ne gêne 
pas; il faut toutefois en tenir compte en déterminant le courant de référence 
admissible. Nous avons inséré dans le circuit de sortie un réglage de zéro per- 
mettant d'ajouter une faible tension dont on peut ajuster la valeur et le signe, 
afin de compenser une légère dissymétrie des thermocouples. On aurait pu 
également ajouter à cet effet une résistance en parallèle à l’un des thermo- 
couples. 


4. Système à lampe à incandescence 


La résistance du filament d’une lampe à incandescence augmente avec la 
puissance qui y est dissipée. On monte 2 lampes et deux résistances (ou 4 lam- 
pes) en pont de WEATHSTONE (figure 3) dans lequel on fait passer, conformé- 
ment à la figure 3: 

1. Un courant de mesure /, qui peut être continu ou alternatif mais de 
fréquence nettement différente de la fréquence du signal; par la suite nous le 
supposons continu, 

2. le courant du signal /, de fréquence w, 

3. le courant de référence J, de même fréquence. 


Figure 3 
Redresseur synchrone avec lampes à filament en tungstène; principe. 


Le pont, en équilibre avec I, = 0 se déséquilibre proportionnellement au 
courant signal parce que la lampe L, dissipe la puissance Æ, + P, et la lampe 
L, la puissance P, — P,. La température des filaments est donnée par la for- 


mule (7). 
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Dans le schéma de la figure 3 on pourrait également incorporer la tension 
continue V,, dans le circuit du signal à condition de mettre linstrument de me- 
sure entre A et C. 

La figure 4 donne la résistance R en fonction du carré du courant efficace I? 
pour une lampe particulièrement bien adaptée à notre usage: Philips 8099 Z. 
C’est une lampe 4 V à ampoule vidée spécialement étudiée pour l'application 
comme stabilisatrice d’oscillateurs. Il suffit d’une puissance de 0,9 mW pour 
doubler sa résistance. 


0 10 20 30-10 °A? 
Figure 4 


Lampe Philips 8099 Z; la résistance R et sa dérivée k en fonction du carré du courant Tz; gain en 
tension G, d’un redresseur synchrone à deux lampes. R: x 10? OR 2 10-0] AIG Ir Ie 


Le point de fonctionnement en l’absence de signal sera fixé par les courants 
demmeposs i. et Io: 
i ae Im 2 I, eff % 
Re) EE). 


Autour de ce point on peut écrire 


R= RE) ead); ou k= 


pour 1=1, ä 


Pour un courant signal 7, = J, sin w ¢ nous avons pour la valeur moyenne de 
A(I?) avec o = 0 [voir (3a)] 


2 IR 17° 
AE (12) 


La tension de sortie du pont à 2 lampes devient 


Th k 
= 2 AR= 4 Ln Le ath 4s app (13) 
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le apparait avec u resistance interne de sortie À, = Ro. Les gains en tension 
et en puissance et l’impédance de conversion sont: 


V k 
G, — a) —= - = i if Pr 
en eee 
ER RY (Im Ir ers \? 
BE IE EEE eke Lai. | 
p 1e entrée 64 \ Ro | | ve 
V. k 
A c= T. = = ram i rf eff © 


Pour chaque valeur de /,, donc de A(J@), le gain sera maximum pour Lol, as 
et l'expression du gain devient dans ces conditions, 


k 5 9 I Pees 
v max — 4 Ry a cr ibs , % = — de = i ä 


ce max 4 


G 


On voit sur la figure 4 que dans le cas de la lampe 8099 Z ce gain passe par un 
maximum très plat pour I,= 3,6 mA, d’où /„= I, „y=5,1mA. Le gain 
maximum est de 


Da OE ee 2122 VAL 1G yp = 0.0156. 


v max ce max 


La constante de temps vaut environ 1 s. 


Tableau 2 
R 12 k Da 7 
Lampe 0 m r eff G LC G 
© approx. s Q/A 2 mA 2 | V/A | od 
8099 Z 85 iL 3322108 5,1 0,25 PPS 1502102 
LZ de NVI 850 2 51692 Oe 3 ORNS 129 (OS) & MO? 


Le maximum du gain est une caractéristique unique et trés précieuse de ce 
type de détecteur: le gain sera en premiére approximation indépendant de 
petites variations de J,, ou I,. (De faibles variations dans J, peuvent en effet 
étre introduites par le déphaseur fixant la phase de référence.) 

La faible impédance de cette lampe (environ 85 Q) rend souhaitable une 
adaptation et il serait trés avantageux d’utiliser des lampes de résistances plus 
élevées. Nous avons fait des essais avec des lampes d’éclairage 115 V, 3 W et 
220 V, 7 W (résistance environ 1000 Q au point de repos optimum). La sensibilité 
en courant du dispositif était accrue d’un facteur de 6 (voir tableau 2), mais ces 
lampes ont des inconvénients qui rendent leur utilisation illusoire: 

1. Les filaments sont supportés d’une façon non rigide en plusieurs points; 
de faibles vibrations suffisent à les déplacer ce qui modifie leur résistance: Les 
fluctuations du zéro du pont atteignent plusieurs millivolts. 
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2. Plusieurs de ces lampes sont à atmosphère gazeuse. Dans ces conditions, 
le temps nécessaire pour atteindre un équilibre thermique après enclenchement 
est de près d’une heure et la réponse à un signal d’enveloppe carrée se compose 
d'une exponentielle rapide ayant une constante de temps de 2s et d’une 
exponentielle lente de plusieurs minutes (trainage). 

La figure 5 donne un exemple d’un redresseur synchrone avec la lampe 
Philips 8099 Z pour une gamme de fréquence de 50 à 200 kc/s. 


= 
= 
oe 


Figure 5 
Redresseur synchrone avec lampes 8099 Z. 


Le courant continu J,, est le courant de cathode d’une triode. La sortie de 
la tension continue se trouve au point milieu du transformateur de la référence, 
ce qui diminue beaucoup la composante alternative. Le reste est filtré par des 
circuits RC. Ce schéma a été concu initialement pour des lampes a résistance 
de 860 Q (lampes d’éclairage 220 V, 7 W) qui ont dû être rejetées pour les 
raisons déja citées. Avec les lampes a 85 (Philips 8099 Z) une attaque par 
transformateur serait préférable. Néanmoins le schéma de la figure 5 est 
agréable par sa simplicité. Il est 70 fois plus sensible en courant que le systéme 
a thermocouple. 

Lorsque le pont est utilisé avec des lampes amplificatrices, il est important 


de Visoler thermiquement si l’on veut avoir une trés grande stabilité du zero 
(dérive de 10 uV/h au maximum). 
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Kemarque. Au lieu de mesurer la température du filament par sa propre 
résistance, on pourrait utiliser des lampes à 2 éléments, l’un de chauffage, 
l’autre de mesure. On arrive au même schéma qu'avec les thermistances à 
chauffage indirect (figure 6 et $5). Les circuits de mesure et de chauffage 
sont séparés et on peut choisir leurs résistances judicieusement en fonction du 
problème à résoudre. Nous croyons que des lampes à deux filaments métalliques 
seraient préférables aux thermistances à chauffage indirect. A sensibilité 
comparable ces lampes seraient moins sensibles à des variations de la tempéra- 
ture ambiante et à des variations de /,. De telles tubes existent dans le com- 
merce (chronotron Bendix) avec des constantes de temps entre 6 et 120s. 


Figure 6 


Redresseur synchrone avec thermistances a chauffage indirect ou lampes a deux filaments metal- 
liques. 


5. Utilisation des thermistances 


Les thermistances (par exemple Philips NTC) ont un coefficient de tempé- 
rature négatif de — 4%/°C soit environ 10 fois supérieur en valeur absolue à 
celui du tungsténe. L’élévation de température pour une puissance donné est 
pourtant 10 fois plus petite que pour le filament des lampes, de sorte que la 
sensibilité est du même ordre de grandeur. L’emploi de ces éléments serait très 
intéressant à cause des valeurs de résistances disponibles et du faible encom- 
brement. 

Nous avons fait des essais avec les éléments NTC miniatures B 8320.03 P2k2 
ayant une résistance de 2,2 kQ à 25°. Ces essais nous ont conduit à rejeter 
provisoirement leur emploi pour les raisons suivantes: 

1. Le coefficient de température élevé rend le système sensible à de très 
faibles gradients de température et même à des variations de température 
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ambiante si les deux caractéristiques des thermistances n’ont pas été égalisées 
avec beaucoup de soin. Il en résulte une instabilité du zéro de quelques dizièmes 
de millivolts. 

2. Comme pour les lampes à remplissage de gaz, le temps nécessaire pour 
atteindre un équilibre thermique et avoir un zero stable, est de l’ordre d’une 
heure. La réponse comporte également une partie rapide et une partie lente. Un 
montage approprie sous vide peut certainement améliorer cet état de choses. 
Le type B 832004 P par exemple doit donner des résultats plus satisfaisants. 

Finalement on peut utiliser des résistances NTC a chauffage indirect 
(figure 6). Ces éléments sont montés sous vide ce qui élimine les difficultés 
mentionnées. Ce montage a donné entiére satisfaction. Avec les valeurs sui- 
vantes: 


Elément NTC B 8 320 15 P/330 k: 
(= 1000) Reel kOe Oven = 


la constante de temps est de 20s et la sensibilité en courant, Z,, de 10 V/A 
avec une instabilité du zéro de + 10 pV. 

La sensibilité peut étre accrue dans de grandes proportions, au détriment 
de la stabilité du zero, en augmentant V,. 


6. Conclusions 


Nous avons décrit un dispositif détecteur de phase dont la réponse a un 
signal sinusoidal J, est du type f(/,) I, cos y, où J, est un courant de référence 
et p le déphasage entre J, et J,. Il est basé sur l’échauffement d’une résistance 
parcourue par ces deux courants. Selon l’élément sensible utilisé la fonction 
/(Z,) prend les formes suivantes: 


a) Thermocouples: f(I,) = c I,. Ceci est le cas de redresseurs synchrones 
classiques avec réponse proportionnelle au produit de deux courants. Ce principe 
est aussi utilisable comme Wattmètre et cos p-mètre. 

b) Lampes à incandescence: f(Z,) part du zéro à peu près linéairement et 
passe ensuite par un maximum. Pour de faibles valeurs de J, on a une réponse 
CI, I, près du maximum de f(I,) la réponse est du type C I, (cas idéal pour 
un lock-in). 

c) Thermistances à chauffage direct ou indirect: Ici aussi f(Z,) part du 
zéro à peu près linéairement mais n’atteint en général pas de maximum. 


Tous les systémes envisagés ont en commun les avantages suivants: 

Simplicité et dimensions réduites. 

Une grande sécurité de marche même lorsqu'ils sont utilisés dans des 
appareils électroniques complexes. 
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Pas de vieillissement. 

Constante de temps intrinséque comprise entre 0,2s et plusieurs minutes 
selon l'élément choisi. 

Parmi tous les schémas envisagés, il nous semble que celui de la figure 6 
réalisé avec deux filaments métalliques est le plus avantageux. Il permet de 
réaliser l'opération I, I, cos p ou C I, cos y, selon le point de repos choisi. De 
plus il a son circuit de mesure séparé du circuit de chauffage, ce qui supprime 
tout filtre HF. 
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Zusammenfassung 


Die vorliegende Notiz beschreibt verschiedene Typen von phasenempfindlichen 
Gleichrichtern, die alle auf dem Prinzip der Erwärmung von Widerständen beruhen, 
die gleichzeitig vom Signalstrom I, und von einem Referenzstrom 1, der Frequenz w 
durchflossen werden. Besitzt der Signalstrom die gleiche Frequenz » wie der Refe- 
renzstrom, so ist die mittlere Heizleistung um 7, 1, cos p höher, als wenn Signal und 
Referenz verschiedene Frequenz haben. Die Temperaturdifferenz wird in einer 
Brückenschaltung von Thermoelementen, Metallwiderständen oder Thermistoren 
gemessen. 

Die besonderen Vorzüge dieser Gleichrichter sind: Einfachheit, Robustheit, 
kleine Dimensionen, Sicherheit der Funktion, keine Alterung, inhärente Zeitkon- 
stante wählbar zwischen etwa 0,2 und 100 s. Bei den Typen mit Metallwiderständen 
besteht zudem ein Arbeitspunkt, für den die Ausgangsspannung unabhängig von 
der Referenzintensität /, wird. 


(Reçu: le 18 août 1959.) 
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Orthogonal Edge Polynomials in the Variational Solution 
of Some Boundary Layer Problems in Elasticity 


By GABRIEL Horvay, Schenectady, IN Ye AUS FAI) 


1. Introduction 


One of the simplest boundary layer problems for harmonic functions is 
illustrated in Figure 1a?). On edges II, III, IV of the semi-infinite strip 
homogeneous boundary conditions 


Py Por Diy 0 (la) 


are prescribed, on edge J the inhomogeneous condition 
sr 07) (1b) 


is given. [We may assume, without loss of generality, that the arbitrary 
prescribed function f(y) is either even or odd in y.] Assuming, for instance, that 
f is an even function, and writing ® as a product function 


DA) eae) (2a) 
L(y) = cos 5% ; MER Oe Ds sac (2b) 

the equation 
V2Œ=0 (3) 

simplifies to 

2 m2 
g"——g=0 (2c) 
and has the solution 

BG) a (2d) 


which vanishes at infinity and is unity at x = 0. 


The solution of problem (1), (3) is then obtained by determining the Fourier 
coefficients A, in the expansion 


iy) = 274,40) (4a) 


1) General Electric Co., Metallurgy and Ceramics Research Department. 

7) We refer to the problem as a boundary layer problem, because nonhomogeneous boundary 
conditions are prescribed only along the short edge x = 0, and significant variations in the solution 
will occur only in the immediate vicinity of this edge. 
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and writing 


N. = : 
Dix, y) DS, A n D, + De A n 1.9) 8.(%) 3 (4b) 
y y 
9-0 | -$, =0 
r-I = = I a 
iL a JE | 
aye I 
-f{}) | | ‘ = 
| 
N == CN =7 
By) &-F(y) -8-0 
a Figure 1 b 
Problem of the semi-infinite strip: a for the V?2® = 0 equation; b for the Pd = 0 equation, 
where nonhomogeneous boundary conditions are prescribed on edge x = 0, and homogeneous 


conditions on the other edges. Edge III is at distance a > 1 from the origin. 


When we wish to treat the biharmonic problem 
V:9=V0 (5) 


in a similar way we run into serious difficulties. There must now be prescribed 
two conditions on each edge (Figure 15). Thus we may write, similarly to 
problem (1), (3), 


on /I and IV: fd=O,=0, (6a) 
on IIT: DD. =, (6b) 
on I: either 0 = jy), D,=0; (6c) 

or O= 0, OD = Fly). (6d) 


[The general condition on / is a superposition of cases (6c, d). Without loss of 
generality we may restrict ourselves to case (6c), and assume that f(y) is an 
even function.] No longer do there exist now product solutions of the problem. 
One may still write (the even and odd) pseudo-product solutions introduced 


by FADLE [1] and PAPKOVITCH [2]* 4), 


n 


D,=e cos = y Coty, INV, Vu Ned 
| (7a, b) 


Oe" (siny yy — ytany,coy,y), n=3, 9) 520; | 


n 
where 
Vn = %q tiß, (8a) 
3) Numbers in brackets refer to References, page 114. 
4) The expressions (7), subject to (8), identically satisfy (5) and (6a, b). The indices n = 0,1 
are reserved for the roots y = 0 of (8b, c). 
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are the nonvanishing roots?) of 


Me (8b) 


sin2y,+2y,=0, n=} 
: [is eee (8c) 
However, on taking the real (Re) and imaginary (Im) parts of the functions ®,, 
the product nature disappears, and therefore the coefficients in the expansions 


f(y) = 2: (A, Re ir De Im] D, (0, y) ’ | (9) 
F(y) = I [C, Re + D, ImJ®, , (0,9) | 


cannot be determined by the ordinary techniques of Fourier series. Although 
there are ways Of solving the problem (see, e.g., [3-5]) the labor involved is 
very great. 

Because of the important role equation (5) plays in stress analysis (see, e.g., 
[6]) and because of the need for simple approximate solutions, a variational 
method was developed in [7] which produces, at a modest sacrifice in accuracy, 
a bonafide product function behavior 


Daa) E. Ce) (10) 


for the biharmonic eigenfunctions, and thereby salvages also the applicability 
of the Fourier expansion technique. In the present report we shall throw some 
further light on this method which has proven useful in a great number of stress 
problems [7-17]. We shall also comment on some axisymmetric stress problems 
which are similar to but more complicated than (5), (6). 


2. Biharmonic Eigenvalue Problem of the Semi-Infinite Strip 


As is well known (see, e.g., [6, 7]) solving equation (5) is equivalent to finding 
the function ® which extremizes the Dirichlet integral®) 


foe) À 

is l'a 2 2 

2EU= [dx | [®,+282,+9®),) dy. (11) 
0 =1 

°) In the problem of the very long rectangle (a > 1) only the roots with positive &,, are used. 


For the finite rectangle the functions with negative x, are also needed. 
6) E is the ‘elastic modulus’, U the ‘strain energy’. A more general expression is 


EU = [ur 0. — 2. (19) (Dy, yy = Dé] dy dx . (11’) 


In a rigorous solution the particular value of » is immaterial, and so it may be chosen as 0, as it is 
in (11). An approximate solution will, of course, show dependence on ». ) 
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We write 
P(x, y) = N A, f(y) B(x) , (12a) 
k 
() =) () dv. (12b) 
Then | 
O=2E OÙ = oft a, e Ai (fx li) Ex Sy 


L25P4 A,‘ Gee ) Be & et, A, (f, th) 8x la oe 


If we choose f,(y) orthonormal, i.e., 


| (13a) 
| 


Pet) = Ones (12c) 
then (13a) reduces to 


| Ae +250 + VY) ano. (13b) 


If we may assume that the orthogonality of f,(y) insures near-orthogonality of the 
functions f,(y) and of the functions f} (y), then (13b) reduces to the diagonal sum 


O=2E OU ~ IAG ft Be +2 fy) ge + + (3?) ge] dx (13c) 


0 


and the expansion coefficients appear outside of the integral sign. The functions 
g(x) may now be determined, once and for all, from the Euler equation 


eae a ee (14a) 


One finds the two fundamental solutions 


gala) = e-%* (cosp, x + SE sin, x), (15a) 
Pr 
h,(x) = e~%h# EURE, (15b) 
k 
where 
g(0)=1, g,(0)=0, (15a’) 
1,0) =0, (0) = 1 (15b’) 
and?) 


Vga, tt Pp — TOOL Oi y= 2 el: (14b) 
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Problem (6c) is now solved by determining the expansion coefficients 


A, = (fx 1) (16a) 


Hy) = & Ag hel) (16b) 


and writing (12a). A similar solution holds for problem (6d). 
The orthonormal set f,(y) is, of course, not unique. One may, for instance, 
choose the polynomials’) 


N) Ne = 32.5. 


[they satisfy the boundary conditions (6a)] and find the approximate eigen- 
values 


y. 20754 1.1435, 
ys = 3-650 + 1.5385, | 


(17b) 


) 


ya = 5-259 + 2-062 i 


as contrasted with the roots 


Ya = 2-106 + 1-1257, 
Va = 3-749 + 1.3847, | (18) 
V4 = 5-350 + 1-552 1, | 
: ) 
of the rigorous equation (8). One may also choose the trigonometric functions 
= ae ed 
fa N,cos? y, N= => 
fy = N, cost y sin— y, N?=8 
2 g § / (19a) 
7 3 ‘ 
fa = N, cos? © y (1 — -; COST y) Zen ag 


5 3 : 
) For generating function, RODRIGUES’ formula, see [17]. 
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and then one finds the approximate eigenvalue 


yn 


Ya = 2-120 + 1-097: , 


(19b) 
ya = 5-354 + 1-5307, | 


And of course there exist infinitely many further alternatives. 

Which of the two sets, (17) or (19), constitutes a better approximation ? 
There are various ways of judging their goodness. On comparing (17b), (19b) 
with the rigorous eigenvalues, the roots shown in (19b) appear to be better; 
but if one judges the /,(y) functions by the nearness to orthogonality of their 
derivatives, then one finds that, for the polynomial set, the scalar products 


fs 13) fs 14) 
LA sr Ta gone 2 
have the values 
— 0-288 = cos107°, 0-141 = cos82°, (21a) 


while for the trigonometric set they have the values 
— 0-316 = cos108-5°, —0-164 = cos99-5° . (21b) 


So in this respect the polynomial set appears to be better. 
In Figure 2a, b we plot the derivatives 


= -yf1 9, ae et | 
(22a) 


/ 8 9 
au en (1 “i ei, Do io 13 ES 12 73 | 
of the first two even functions of the set (17), normalized, for convenience to 
Gr) 1s, = 1 (22b) 


and compare them with the (similarly normalized) rigorously orthogonal 


= pl = y), Staal 53, | 
fe : (23) 
YS” mee eee NN Re 

= y (y) (1 == 319") y Do 


My Ms 
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b 


Figure 2 
Plots of the first and second derivatives of the orthogonal polynomials f,, f,, as given by (17a). 
They are compared with the rigorously orthogonal polynomials 7,, T; and P,, Py, where T, is 
taken as mn, fo, P, as No fo. 


functions®) ; in Figures 3a, b we plot the derivatives 


27; 2 fi 
au = —Sinx y, = more | 
2 2 
(24) 
4 fı 2 : 4 fi 
= St 35in2 7, —.  — = COSI 6cos2 rn y 
aN, TV + y me Ny Y =P : 


for the set (19), and compare them with the rigorously orthogonal functions 


T1, =—sinzy, P= -cosny, | 
(25) 

Dan Den | 

These comparisons are not refined enough to distinguish the better of the two 


sets (17), (19), but they do indicate that even with a 20° departure from 
orthogonality one obtains functions which have the proper shape. 


8) P, are the Legendre polynomials; My are normalization factors. 
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= PPP 2 
I N, = Jr ? 


a 


1 T 
10 = 
IN 7 
/ 
N | J 
\ / 
\ fa 
+ { # | 
à i 
PE \ 7 | 
À 1 
De (ft?) -1P 
\ az) ı m1, 
0 ea 7 ans 7 ; 
\ 0-5 70 
\ fut 

en ; =) 

Le N zul 

s / 
| i) | 21 
/ 
| 
-1-0 
b 
Figure 3 


Plots of the first and second derivatives of the orthogonal trigonometric functions fy, f,, as given 
by (19a). They are compared with the rigorously orthogonal trigonometric functions 7,, 7, and 
P,, Py, where T, is taken as n, fo, P, as n fo. 


110 GABRIEL HORVAY ZAMP 


One might also use the closeness of the solutions ®, by (17) or (19), to the 
rigorous solutions of given boundary value problems, as the criterion for 
goodness. (Such a comparison has been carried out only between the poly- 
nomial approximation and the rigorous solution; the agreement obtained in 
the few instances investigated is very satisfactory; see [8-10, 13].) 

Clearly, however, the values of the scalar products (20) constitute the proper 
criterion for the goodness of an approximation. If in a problem, the type (13a) 
integral rigorously reduces to the diagonal type (13c), then we have the 
rigorous solution of the problem on hand:.If the deviation from orthogonality 
of the derivatives is large, then we have a poor approximation on hand. The 
goodness that may be ultimately achieved by an approximation is determined, 
of course, by the governing differential equation. For the biharmonic eigen- 
value problem the scalar products of the derivatives can never reach zero, 
no matter what set is used, because the rigorous eigenfunctions (7) are non- 
factorable. However, the scalar products should, in some sense, tend to a 
lower bound as one approaches the best product function approximation to (7). 
It is not clear to the author how to go about finding sequences of ever-better 
product function approximations’). 

We again wish to point out that the ease and convenience of the variational 
method, as presented here and in [7-17], are entirely due to the fact that the 
Dirichlet integral of the problem may be written, in approximation, as the 
diagonal sum (13c). In consequence, only one Euler equation has to be con- 
sidered for the functions g,(x), rather than an infinity of them. It is also obvious 
that the method is by no means restricted to the biharmonic eigenvalue 
problem, but may be used in other mildly skew problems. Indeed, its use has 
been found useful in numerous other equations; see, e.g., [18]. 


3. The Cylinder Problem 


New features appear in the cylinder end problem. Here one is to find ‘stress 
functions’ p and ® which obey 


7?9=0, V?#—0 (25a, b) 


®) We may refer to the biharmonic eigenvalue problem as ‘mildly skew’, because there exist 
sets f, for which the functions f, and fj, are only mildly nonorthogonal. If the set Pn =F y En is not 
deemed accurate enough a first approximation to the true eigenfunctions D; then one may intro- 
duce improved evade) approximations 
K 


Pn sts ath, borg inte tn, nee 
k=-K 


with coefficients 4, +p and functions Eo n+p(*) determined by the conventional Ritz procedure, | 
see [7]. But the elegance of the method now disappears. 
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so that the associated stresses 
Teva 20)0,. +70, 


1 
7 


0, =V29— — g, + (1—27)@,,, 


,=V?9-9.-(4-2»)d,-rd,+ (4 SEE 9 V2 
ris Or 2 
1 == —-9,+rB,.—-2(1 en v)D,, —rV2®. 


satisfy homogeneous boundary conditions on the surface 7 = 1, prescribed 
conditions on the end z = 01%: 


se, Dr, (5 1) = 0, (28a, b) 
GAC, ir HOO, 0, (28c, d) 
and either 
C0, 7) = prescribed)» 7,,(0, 7) = 0, (29a, b) 
or 
g{0,7)}=0, T,(),r) = prescribed . (29c, €) 


In the above, », the ‘Poisson ratio’ is a material constant (vy = .0-3 for most 
metals"). The expressions (27) identically satisfy the ‘equilibrium equations’, 
and (26a, b) constitute the ‘compatibility conditions’. 

The foregoing problem is equivalent to extremization of the strain energy, 


som oe Gaede 
oe a 


: > 
x | =) (o, Fa; + 0,)" 0,9, + (0, Fo,)o, + om vy dr | 


and it is shown in [20] and [22] that the method of product function approxi- 


mation 
Pas 7) = 82) far), Dan) = Gl) Hl; (31) 


where f,(r), F,{r) are polynomials, may still be used. But while the boundary 


10) The expressions (27) without the V? terms, were first given by SApowsky and STERNBERG 
[19]. With the 72 terms included they were first given by the author and J. A. MIRABAL [20]. For the 
differential equation approach, the V? terms may, of course, be omitted from (27) at once. In fact, 
there exists an alternate formulation of the problem (see, e.g., [21]), whereby equations (26a, b) 
are replaced by the single biharmonic equation V* L = 0; and the stresses are expressed as suitable 
derivatives of the ‘Love function’ L. For a variational approach, via stress functions, the Love 
function method cannot be used, and the Sadowsky-Sternberg expressions must first be modified 
by addition of suitable 7? terms. This is discussed at length in [20] and [22]. 

11) The numerical results, given further below, are all based on y = 0:3. 


112 GABRIEL HoRVAY ZAMP 


conditions (28a, b) may be satisfied by the functions @, through incorporation 
of a factor (1 — 7?)? in the polynomials f„(r), they can no longer be satisfied in 
this fashion by the functions ®,. For the polynomials F,(r) the process of ortho- 
gonalization, and satisfaction of (28a, b), must be carried out simultaneously. 
To this end, the following method was adopted in [20]. For the sake of 
simplicity, they, terms were altogether omitted from (30), and F, was written as 


ea y2 en: yn+2 >\ 
ie Ze A,0 Fr A,2? + a An n+2? ; (32) 


where the coefficients A,, are as yet undetermined. Then (30) reduces, in the 
usual way, to EULER'S equation 


Tia Bala! RCE (33) 


where .%, «2,, © are rather complicated integrals over F, and its derivatives. 
The solution of equation (33) again leads to functions of type (15), and the 
eigenvalue equation again has the form 


An y = Be y? + G =0. (34) 


The coefficients in F,(r) are now determined as follows. One coefficient is 
prescribed (say, it is chosen as 1), the others are fixed by conditions (28a, b) 
and the requirement that «,, the real part of the root of equation (34), be an 


extremum. This may be called a ‘generalized method’ of orthogonalization. It 
leads to the eigenvalues 


Va = 2-691 + 1-335 7, | 

ya = 5:589 + 2-464 1, | (35a) 
as contrasted with the roots 

Vo = 2122 2 1:3627, | 

ya = 6:060 + 1:638 5, | (36b) 
of the rigorous eigenvalue equation 

SW _ a) 

Ts Oe Bernd: > 


It is our aim to show in the next section, that the foregoing, somewhat 
questionable, method of orthogonalization reduces for an eigenvalue problem 
related to the second-order equation 2 © = 0, such as the Legendre polyno- 
mials, to the conventional method. However, for the more complicated 
cylinder problem the method described is just one of several possibilities. 
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Indeed, a more suitable method of orthogonalization was discovered subsequent 
to writing the paper in [20]. It is shown in [22] that F(r) may be related by a 
differential equation to the polynomial f,(r). Thus, incorporating in f,(r) a 
factor (1 — r?)? which assures satisfaction of boundary conditions (28a, b), and 
orthogonalizing these functions in the conventional manner one obtains a 
definition of orthogonalization also for the F,(r); the polynomials so obtained 
agree Closely, but not exactly with those obtained by extremizing «,. 


4. Orthogonalization of the Legendre Polynomials 


The Dirichlet integral for the 
V25 = 0 (37) 


equation in axisymmetric spherical coordinates is 


U — 2. x fv? ar | [®: + = 2; sin » dd | 
0 0 (38) 
R ı Sa | 
=2n | r àr| [9 +, 3] at (¢ = cos). | 
0 —ı 
Writing 
1 
P= en fd), ()=/ (jae (39) 
=] 
[we know that 
D NN (40) 
| yon za 


are the appropriate solutions of (37), but we shall ignore this information] and 
imposing on f(£) the boundary condition 


ln (41) 
(38) reduces to 
R 
1 " fi Fe à ee 
al ine Et) ee,” (#2) 
0 
and leads to the Euler equation 
rg" +2rg'-Ag=0 (43a) 
= «(1 = 2?) ED 43b 
A <i ; ob 
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In the spirit of the previous section, the orthogonalization of the polynomials 
le) =A nO ate An» G see LE A nn 6? (44) 


requires determination of the coefficients 4,4 (4,, + 0), so that f.(1) bel, and 
that A be an extremum. In Figure 4a, b we carry out the graphical determina- 
tion of A, for n = 2,4, using the same type of plots that were used in [20] for 
determining the coefficients of the F,(r) polynomials and the values of «,. In 
the present case the plotting, of course, is superfluous; we recognize that A in 
(43b) is the Rayleigh quotient!) for the Legendre polynomials; its extremi- 
zation is equivalent to solving the Legendre equation 


KA EN (45) 


We now recognize that, in the cylinder problem, equation (34) constitutes 
a generalization of the Rayleigh quotient, y? taking the place of À. But the 
connection between the polynomials F, and the extrema of y, is no longer a 
direct one as it is for the Legendre polynomials. 
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Zusammenfassung 


Homogene Randbedingungen sind längs der Kanten y = + 1 und x — a (a >> 1) 
eines Rechtecks vorgeschrieben, inhomogene längs der Kante x = 0. Zur Lösung 
der Gleichung 4 ® = 0, und besonders zur Bestimmung ihres Verhaltens in der 
Nähe von x = 0, wird von einer Minimisierung des Energieintegrals 


2EU=//|8,,+20,-+ ©) | aa 


ausgegangen. Wenn ®(x, y) durch ) A, ®, = } A, f,(y) g„(2) approximiert wird, 
wo die (von vornherein gewählten) /,(y) orthogonal sind und die Randbedingungen 
an y= + 1 erfüllen, so ist die Funktionenschar //(y) und die Funktionenschar 
f(y) nahezu orthogonal, und das Integral vereinfacht sich zu 

2EU~ 2A, ly +207 „+8 | dydx. 


MN, XX N,xy n,yy 


Nachdem über y integriert wird, kann man die Funktionen g,(x) als Lösungen einer 
einfachen Euler-Gleichung erhalten; die Koeffizienten A, können mittels der 
Fourier-Entwicklungs-Formel bestimmt werden, und das Problem ist gelöst. In 
dem elastischen Endproblem des Zylinders kann man das Integral U durch Ein- 
führung geeigneter Produktfunktionen ®, = F,(r) G,(z) in gleicher Weise verein- 
fachen; jedoch findet man, dass F,(r) sich nicht in der üblichen Weise orthogonali- 
sieren lässt; man benutzt zur Orthogonalisierung eine Verallgemeinerung der Idee 
des Rayleighschen Quotienten. 


(Received: July 23, 1959.) 
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First and Second Order Distributions of a Sine Wave 
of Random Phase plus Gaussian Noise 
By Roy LEIPnIK, China Lake, California, U.S.A.1) 


Introduction 


One of the simplest types of random signal encountered in communications 
work is the sine wave of known amplitude and frequency, and uniformly 
distributed random phase. The first order distribution of this stationary process 
is well known. The second order density [1]?) is a divergent series [2]; however 
the cumulative distribution is known and convergent [2]. 

A modicum of realism is injected into the study of detection of such random 
signals by addition of a statistically independent Gaussian random noise. 
Rice [3, 4] has made an extended study of this problem, deriving the character- 
istic function of the second-order distribution and a power series for the first 
order distribution, and numerous other properties of this signal plus noise, such 
as envelope, false-alarm, and zero-crossing probabilities. However, he has not 
given the second-order distribution itself. It may therefore be of interest to 
write down an explicit formula for the second-order distribution in terms of 
rapidly converging Bessel series, and a like formula for the first-order distri- 
bution. The main tools contain classical integration formulae and a generous 
application of Bessel function addition formulae. In view of the relatively 
simple results, a more elegant derivation should be obtainable, but the author 


was unable to find it. 
1. The Rice Formula 
Let y(t) be stationary Gaussian noise with auto-covariance function 
a(t) = E [y(t) y(é + 1)], and let 
x(t) = P cos(wt+ 6) + y(), (1) 
where the phase angle 9 has a uniform distribution and is statistically indepen- 


dent of y(t). We then have 


yu, v) + ie ns | 
| (2) 
=f, (P ye + v? + 2 uv cos t) exp{— = [a(0) (u? + v?) + 2 a(t) u u) | 


1) Michelson Laboratory, U.S. Naval Ordnance Test Station. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 126. 
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for the characteristic function (Fourier transform) of the second-order density 
P(X, Ha), SO that 


2 ee — ÿu Y1 — ÉVYe 
P(x, X 9) = 12 a)? | pu, v) & 1 2 du dv ; (3) 
p(x) = [plu O) 2=*8* da | 
2 à 
= = [np u) exp| - . a(0) | e-iux dy. | 


2. An Auxiliary Resuit and the First Order Distribution 


Both the density ?(x) and the joint density p(x,, x,) depend on evaluation 
of a class of integrals, now introduced. Let the function F, be defined by 


2 52 
F(ab,07: 2) = Jaz) exp(— FA — —ıb 2) ; (1) 


where # is an integer, a is real, b, z, are complex, and o? > 0. We wish to obtain 
G,(a, b, 0?) = | F,(a, b, 0°, t)'dt , (2) 
aes 
and will proceed bycontour integration. Since the integrand is analytic in the 
finite z-plane, the complex integral around the rectangular contour with ver- 
tices (—M, N, N + 1c, —M +c) is zero for all real c + 0. We prove that the 
vertical contributions tend to zero as M = ©, N +o, so that the open 
contour (— 00, oo) can be displaced to (—co + ic, oo + ic) without changing 
the result. 


The contribution from the segment [N, N + ic] can be written as the real 
integral 


2 


Vif I(@N +ayi)exp|— 3 (N+iy)*— ib (N +i9)] dy 
0 


. . . 2 
=i} (aN +ayi)exp[— (N?) + y +8 N] 
0 


x exp {i (by —b,N—o@N y)] dy, 
where b = b, + 7 by. 
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From the classical inequality [5] 


RN | w/2 | ci : > 
| J,(w) | < Pp) 21) exp(|/mw|), (4) 
we deduce 

a A la/2\\n N? + „2\Inlı2 2 _ 5 

Be mn exp[|ay|— À (V2 — 7) + by + 6, N)] ay 

: ! 2 
| a/2 ee T2 4 [M112 ax EN # f 
rm (Ve) exp(— = +, N) | exp(la y| 
0 ; 
2 4,2 
+ bd, y + er d\ 


For fixed a, b,, 0°, c, the integral is finite and the factor 


2 N2 


CNE ee a? exp(— a Be N) —>0 as N>o 


for fixed o? > 0, c, n, b,. Hence Vy > 0 as N > ov. Similarly the contribution 
from [— M + 1c, —M] tends to zero as M + oo. Thus 


fre 6,07; 0) dt = af eu bb, da = [ra b,o;t+ic)dt. (6) 
We now choose c to simplify the integration. Let c = — b,/o? and check that 
F(a, b, 0% t+ ic) = J, [a (t - = + 4 (2 :b)] | , 
x exp| - = (1 - 3) + ee | | | 
Hence replacing { — b,/o? by #., 
AO — exp(— aH) fi (a! 1") exp( N dt . (8) 


120 Roy LEIPNIK ZAMP 
and the generalized Weber formula 


2 £2) | 


rte t) exp(— SS ) dt 


= | (25) ef) tan (Gi) ever, | 1 
| 0, modd. 
If termwise integration is valid, we have 
G, (4, 0,07) = Es exp(— os = fa) Ss Sue en (- 2 le | fa) . (ED) 
g=-%© 
In particular, frrn=0,a=P,b=x, o? = a(0), we find 
2 12 12 de 
es) 35 (Far) exp( 4a() 2 ; = 
= a Px plies 
x À Tac ei I, (an 
te: ave (12) 
= — = —— exp(— - Zi ) exp| — mes 
V2 x a(0) 2 a(0) 4 a(0) 
> Pies P? 
N la) Fay) 


It is the occurrence of both P/a(0) and P?/a(0) in the density formula which 
makes asymptotic expansions difficult. Fortunately, the J, functions are 
extensively tabulated and the convergence of the above series is reasonably 
rapid. (It is interesting to compare the result above with the power series 
expansions derived by Rice.) If P = 0, we have the noise only, and 


42 


b= pag oP (= ay) 


as it should. 
To justify our operations above, it is sufficient to prove that B < co, where 


B => [Fula | \m-m (= ~5°)| exp(— LE) à. (13) 
By the inequality (4) and the integral [6] 
Jimi exp(= N) era, (14) 
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we infer that 


aa, ase ee ee | ban en u 
3 | [mit = mm exp(— oF a 
= ja|Im| | ab |In-m| > 
Pr exp( ae >, - m ae a |! | =; | di L (tt) i 


Now split the last sum into the three parts corresponding to m > max (n, 0), 
m = min (n, 0), and min (n, 0) < m < max (#, 0). Each of the first two is 
easily seen to converge by the ratio test, and the third is a finite sum. Hence 
(14) and its corollary (12) are valid. 


3. The Second-Order Distribution 


We now apply the integral formula (11) of the previous section to the more 
difficult task of evaluating the second-order density given by (2) and (3) of 
section 1 as 


Hs | [i (Pere ouvewus) 
sas (1) 
x exp} — = [a(O) (u? + v?) + 2a(t) uv] —1%,u—1%, o| du dv. 


Since the matrices 


il cosa T || 


| Née 0 | 


a(0) a(t) | 
COS@ T Ja | | 


|| 
| 


are mutually commuting, we can simultaneously diagonalize the two quadratic 
forms in w, v which enter (1). Application of the x/4 rotation 


ei rat 2 
u V2 9, v y2 ( ) 
yields 
Pix, %) = = f f Jo (P Yu (1 — cosw tT) + v? (1 + cosw t)) 


X exp = [u? (a(0) — a(t)) + v? (a(0) + a(z))] 
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From the addition formula ([5], p. 361) 
Jo (V22 + 28 — 2 2, 2, 0080 ) = 3” Fulea) Jules) cos(m 6) (4) 


m= — O9 


for real z,, 2,, we have, taking 0 = x/2, zi = wi (1 — coswr), 3= vi (1 + coswr) 


(BY el soa ie ee oe 


" wa (5) 
= N 1. (Py 2 u, sin ad ae (P y2 V1 COS- 7) : | 
If termwise integration is justified, we insert (5) into (3) and obtain 
ee = À = he 
Ply 23) = pur, D (-1)" Go, (PY2sin =, a, a(0) — a(r)) 
~ m=—co à y2 (6) 
Ge (P y2 cos a — Bis a(0) + aa) : | 
Z v2 
=, FUN à nto (at) ale u(t) COS (> T) 
2 n 'a?(0) — a(x) exp 2 (a2(0) — a?(r)) | 
y a(0) (xf + 45) — 2 a(t) 1 %e 
==] ea) —) 
oo Tee +.) Si | 
2 
> Sam = — 
ee wae: | CES (7) 


P (4%, + %:) cose 2 / Pp sin? © T 
El: & 2 3 ( en 
2m—2r a(0) 2 a(t) eet 2 (a(0 ) = alt 5) 


P? cos? 2 * 
ae 
"\2(a(0) + a(r)) 


on combining terms and using the relation J,(— 7 z) = (= 4)" £ (2): 
Fortunately, the triple series above is reducible to a double series, which in 
turn is reducible to an ordinary series. We note the addition formula (13], p3611 


Te (Vor + wi — 2 w, w, cos 0 ) cos [A tan ie _ w, sin in 0 x | 


W, — W, cosé 


= 2 L ,;(w) is) COS? 0. | 
î= —00 
For 0 = x/2, we find 
en ee _, Ww es) R 
I; (Vor + w2) cos (x tan al = >} 135 ¢(W3) Tp; (wg) (—1). (9) | 
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ISS) 


For fixed q, 7, take 


(i= On 242) 
P (#1 — 3) a = P (%, + %) oS 
a ern vn a(0) + a(t) ; 
and check that 
Tq 2r(00) CoS ((2 9 -- 27) po) = (—1)2 A (—1)™ | 
ON eh (10) 
| ER au PE 3,).cos De | 
anal aa ame ee 7: 
where 
2 PR I | D] = Ws 
06 = Mi + WZ, Yo = tan aime 
1 
Inserting this in the previous triple series yields the double series 
D= Se 4 Ing —2r(Q) COS ((2 4 — 27) Po) L(w3) E(w) , (11) 
q4,T= —00 
where 
© OT MT 
P? sin?— 5 eos Ey 
Ws = >, W=- 


2 (a(0) + a(z)) ° 
If the above series converges absolutely, it can be re-ordered. Replacing the 
sum over g and 7 by a sum over g and n = q — r, we have 


De DE La(00) COS (2 n Po) De (—1)? L,(ws) L -,(&a) - (12) 
h = —00 q=-0O 
Invoking the addition formula (9) with 0 = x, k = —n, we obtain 
L_,, (@3 + w,) N T,(ws) I,_,(w) (-1)° . (13) 
qg=—-œ 


Since /,(z2) = I_,(z), we have the ordinary series 


DZ > I, (Ws + Ws) L,(00) COS (2 # po) 
(14) 


LE 


= 2% n (@3 + Wy) 1,(00) COS (2 n Po) ; 


vier 21, 6 = tor nw 1. 


124 Roy LEIPNIK ZAMP 


Combining the preceding formulae, we have explicitly 


J 1 : C0) fi ae 
PC Ko) = zn 1250) — a*(z)) 2 exp(— 7 (a2(0) — a*(r | 

Ts P? (a(0) — a(t) cosw T) 

x exp (= T0) = ai) | 

Bg y (PU) = alt) cos =) 

rl ea) | (15) 
Palle _ı[ (1 — #2) (a(0) + a(r)) © 4 

x COs [2 n tan PAT ETC tan 7 
| | a u) A = AR ae cos? © * 

Ba ee acumen: | 


Note that if P = 0, so that only the noise is present, we have 


at 1 ; a(0) (x? + 42) — 2 a(t) x, #2 0 
bin a) = ae OP (Saar) 9) 


which is the known second-order joint distribution of gaussian noise (bi- 
variate normal distribution). The resemblance between the series (12) of 
section 2 for p(x) and the series (15) for #(x,, x2) is not surprising. 

In the special, but important case where a(t) = 0 for t + O (white noise) 
the formula (15) sinplifies to 


1 we + x 
bla 0) = ag SP a ) 


OT 
x exp(- 5 ao). a J, (su )) cos : N 1 dé Ber ) (17) 


Le (soy Va + x + 2% Xe cosw r) 3 


A larger class of Gaussian noise processes for which the distribution (15) 
simplifies is that defined by a(t) = a(0) e~“ cosB r. 

The operations performed above are valid in case ¢, C3, Cg < co, where 
Cy, Cg, and cg are defined by 


[ee] 


€ - À i Firm 3) | |Jam(ke 4) | 


o? 2 242 
x exp(— a 2 exp(— bs aa du, dus , 
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oo oo oo 
C2 > Pr >, D> | I, m—2q(4) | I, > (0) | Rae) | | I (d) | (19) 
M=—-O00 J—=—-00 r=-m 
=} Z'\h)||L6||L0| (20) 
ga=-X r=—0o 
fon teal i, > 0. Ga, d, 0, 0, d. 
We have 
co co [a My [121 |A Hy | 12m] 
= | ie 
= he R = Bu 
a zu / |2 m|! |2 m|! 
x exp(— OF “) exp(— ee du, du, (21) 
hey ka||2m 


| 
| 
a co | A 2 \({[2m|+1)/2 / 2 \(|2m]|+1)/2 > 2|m| +1 
2 demir (a) a. 
from (4) and (14) of section 13. The ratio of successive terms is of the order of 
const (1/m?) — 0, so the series converges. Likewise 


CE co [| eee kam 
co 5 > & 
u Were ee 
m co q cor 00 . 


(a) 2)" 


Vat ee 


MR a belie” 2)" 2) 


ON sans eH alle) 


Now split the threedimensional lattice of summation in (23) into the 
18 disjoint subregions determined by choosing signs of m,2m—2q,2m—2r, 
q, r. In each of these, we have a convergent series. For example, when m = 0, 
r =m, q =m the essential part is 


oo CO co am Ba yr 
D. D Dr (294 — 2m)!(2r — 2Zm)!r!g! 


m=0 q=m r=m 


-exp(|a| + || + |e] + |d@]) 


and 


& am parm yram 


RIRE (2@)! (27)! (m+q)! (m+! ° 


m=0 q=0 r=0 


126 Roy LEIPNIK ZAMP 


Since 
(mn + gl 


m\ gq) 


IV 


1, 


the latter 1s 


QC SP (a B y)™ Ba y" 
=D a en 


the product of three convergent series. 

Similarly, the twodimensional lattice of summation in (23) can be split 
into 6 disjoint subregions determined by the signs of g, 7, 29 — 2r, in each of 
which we have a convergent series. This concludes the validation of the whole 
chain of operations by which formula (15) was derived. 

The author wishes to express his gratitude to Dr. D. E. ZILMER of the 
Michelson Laboratory, USNOTS, China Lake, California, for his kind assistance, 
and to Dr. JULIUS SIEKMANN for providing a German summary. 
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Zusammenfassung 


Die Verteilungen erster und zweiter Ordnung einer Sinuswelle fester Amplitude 
und Frequenz sowie mit gleichmässig verteilter Zufallsphase und Gaußschem Zu- 
fallsgeräusch werden explizit berechnet durch Fourier-Umkehrung einer Formel 


nach Rice. Wir erhalten als Ergebnis Besselsche Reihen multipliziert mit Gauss- 
Verteilungen. 
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Heat-Transfer Near the Stagnation Point of a Body 
of Revolution in the Presence of a Magnetic Field 
By Rupozr X. MEYER!), Los Angeles, Calif., U.S.A. 


1. Introduction 


The problem considered here is schematically indicated in Figure 1. An 
electrically conducting, viscous, incompressible fluid flows in the direction of the 
negative z-axis towards a flat plate located at z= 0. The motion is modified 
by the presence of a magnetic field, which can be thought of as being produced 
in part by a suitable current distribution outside the flow field (i.e. at z< 0) 
and in part by the currents induced in the fluid itself. 


Figure 1 


Streamlines and magnetic field lines (schematic). 


It is assumed that the motion is steady and rotationally symmetric with 
the z-axis as axis of symmetry. 

The magnetic field considered in this paper has the property that its field 
strength vanishes as z > + oo. Furthermore, as is known from the correspond- 
ing non-magnetic case, the viscous forces are negligible compared with inertial 
forces at a large distance from the flat plate. Therefore, in this region, the flow 
is approximated by the well-known stagnation point flow solution of an invis- 
cous fluid. As will appear in the course of the analysis, the origin of the invis- 
cous, non-magnetic stagnation point flow is displaced in the positive direction 
of the z-axis by an amount which depends upon the magnetic field strength. 
This solution serves as a boundary condition to the actual flow at z = co. 

The temperature 7, of the fluid at z= © is assumed to be uniform; 
similarly, it is assumed that the plate be kept at a uniform temperature 7). 
The properties of the fluid, i.e. its density g, electric conductivity o, magnetic 


1) Space Technology Laboratories, Inc. 
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permeability u, viscosity n, thermal conductivity x and the specific heat per 
unit mass c are assumed to be constant. 

The principle aim of this paper is to determine as a function of the radius 7 
the rate of heat transfer from the fluid to the plate. The distributions of veloc- 
ity, magnetic field strength and temperature are also found and explicitly 
computed for some values of the characteristic parameters. The rationalized 
mks system of units is employed. 


2. Maxwell’s Equations and Momentum Equation 


MAXWELL’Ss equations for steady state, 


curlH =7, (1) 
curlE =0, (2) 
divB = 0, (3) 


(H magnetic field strenght, B magnetic induction, j current density, E electric 
field strenght) are supplemented by the constitutive equation 


B= a (4) 
(u magnetic permeability) and Ohm’s law for moving isotropic media, 
j=o(E+v~x B) (5) 


(o electric conductivity, v velocity of the fluid). 

Conservation of momentum is expressed by the Navier-Stokes equation for 
an incompressible fluid supplemented by the term j x B which represents the 
magnetic force per unit volume acting on the fluid (other forces being negligible 
in the considered applications), 


D o 
0 ——gadp+nV?v+jx B (6) 


(o density, p pressure, 7 viscosity). Together with the continuity equation 
divv=0 (7) 


these equations suffice to determine, for instance, the velocity and the current 
distribution in the fluid. Since the properties of the fluid are constant, the 
energy equation is not required at this point; it is used later to determine the 
temperature distribution and heat transfer characteristics, taking into account 


convective and conductive heat transfer, Joule heating and viscous dissipation | 
in the fluid. 
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In the present problem, by reason of symmetry, the derivatives with 
respect to the azimuth vanish. Furthermore, 


Be 0; (8a) 
B,= 0, (8b) 

Vo = OF (8c) 
erregen: (8d) 


where the subscripts indicate the components in cylindrical coordinates. The 
postulate of symmetry expressed by equations (8) is justified by showing that 
these equations satisfy both the basic equations and the boundary conditions 
of the problem. Equation (8a) means that the current flows in circular loops 
about the z-axis. Equation (8b) follows from it by an application of Stokes 
theorem to equations (1) and (4). It also follows from equation (8a) that the 
magnetic force jx B has no g-component and that therefore the fluid, which 
initially (i.e. at z= co) has no q-component of velocity, will never acquire 
one. Furthermore, since in Ohm’s law, equation (5), j and vB have only 
g-components, it follows that consistent with equation (8a) E can have at 
most a g-component. But even E, must vanish, as follows from equation (2), 
which holds at all points. 
Eliminating the current density from equations (1) and (6) by means of 
Ohm’s law, 
Col uco(vxB), (9) 


oD® = _ gradp + nV?» + À (curlB) x B. (10) 
Dé u 
Solving these two equations together with equations (3) and (7), is equivalent 
to solving the system of equations (1) to (7), since E = 0. 
Written in component form, 


0 0 
may lt —— = = ill 
+ Te Sore B,=000,B, 1, Bb) (11a) 
Ov dv Op Ov, ra Od 
8 (x, re ot a ra: a ieee a y or # 02? ) (1b) 
Jet, OB}, OB, 
ay u ( Oz Gye jf 
ov Ov op 02V, 1,00, 0 2) 
(2, ae rd, 2) = 02 zien? | Ov? a, y OY u 02° (11c) 
Bi, ff Ola, =) 
1 ( 02 ovr }’ 


/3 
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the corresponding equations for the other components being satisfied trivially, 
by virtue of the symmetry relations equations (8). Furthermore, 


OB 1s. OB, 


d 4 A a <=), (11d) 
7 2 zZ 
oe OF Ou, 
oe yp ef ESO. (11e) 


A. Similarity.Solution 


An exact solution of the set of equations (11) can be found by substituting 
the trial solution 


Bo 1 (2); 3, 222, (12a) 
GTP, i 2/0) (12b) 
Po — P = A(z) + P Riz), (12c) 


where f, g, 2, k are as yet unknown functions of z alone and where the pressure 
is normalized by means of the pressure fy at the origin. Equations (12) are the 
rotationally symmetric analogue to NEURINGER’S and McIrroy’s [1]?) solution 
for the two-dimensional case, and are similar to the non-magnetic case (e.g. 
SCHLICHTING [3]), except that k(z) can be replaced by a constant in the latter 
case. 

Equations (11d) and (11e) are already satisfied by the choice of B and v. 
Substitution into equation (11a) results in an equation in which all terms are 
proportional to 7, yielding therefore, 


Se ir (13a) 
Similarly, equation (11b) requires that 
An ail 9 2 2 k 
Hai == eet, (13b) 


where » = 7/0 is the kinematic viscosity. Equation (11c) yields terms which are 
independent of 7 and others which are proportional to r?. The coefficients of 
both terms must vanish separately, giving 


2nf+4jf 2h =0 
or integrated 


h—h=20(P+vf) (130) 
and 


A A gg"—uk =0 


*) Numbers in brackets refer to References, page 145. 
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or integrated, 


k—~k=>—(g')?, (13d) 


where h and À are constants of integration. The trial solution therefore results 
in four equations which the functions }, g, h, k must satisfy. The manner in 
which the external current loops at z <0 must be distributed, in order to 
produce the magnetic field required by the similarity solution, is not examined 
in this paper. It is noted that it follows from equations (12) that 


Je Ro, Por g=fe) 


and therefore the current density in the fluid is proportional to the radius. The 
integrated magnetic field strength due to these currents alone diverges for a 
stagnation-point flow extending to infinity in the radial direction. However, in 
any actual application to bodies of revolution, the radial extension of the 
stagnation-point region is finite, viz. of the order of the radius of curvature of 
the nose of the body. The question of how to distribute the external current 
loops (electromagnetic coils) is therefore coupled with the problem of the flow 
in the large which must include the region outside the vicinity of the stagna- 
tion-point. 


B. Boundary Conditions 


The simplest boundary condition which can be imposed on the magnetic 
field at z = 0 is to require that B,(0) = B,, where B, is a given constant. This 
results in a boundary condition on the function g, 


g(0) = —— By. (14a) 


The radial component B, cannot be independently prescribed; it is obtained as 
a part of the solution. 

Since E = 0 and since there is no current component normal to the plate, 
it is noted that it is immaterial for the solution whether the surface of the body 


be electrically conducting or not. 
Both components of the velocity must vanish on the surface. Consequently, 


f(0) =0, (14b) 
f'(0) =0. (14c) 


Furthermore, from the definition of p, as the pressure at the origin, h(0) = 0, 
and therefore from equation (13c) A 
uO; 
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At z = oo the following boundary conditions are imposed: B, is required 
to vanish, yielding the condition 
g(oo) = 0. ui 


For a suitably well-behaved function g(z), the latter condition implies that 
g’(oo) = 0 and that therefore also B,(r, z > ©) = 0. 

At a large distance from the plate, the condition is imposed that the flow 
be identical with the inviscous, non-magnetic stagnation-point flow. Therefore 
v,(oo) = ar, hence Fi) =%, (14e) 
where the constant ‘a’ is determined by the characteristics of the flow outside 
the stagnation point region. It follows by integration (cf. the Appendix for the 
asymptotic behavior of the functions f and g), 


v(co) == 2a (z—2z), 
which is the correct expression for the inviscous, non-magnetic stagnation- 
point flow, and where the constant of integration z = lim [z — f(z)/a] is the 
Z—>00 


amount by which this flow is displaced in the positive direction of the z-axis 
(due to the action of viscosity and magnetic field). 


It follows from equation (13d) that k(oo) =k. The product f(z) f"(z) in 
equation (13b) tends to zero as z > oo and therefore 


k= 5 a? 


from this equation. Consequently, the expression for the pressure assumes for 
large values of z the form 


pty (+t) =p) 270. 


The flow is seen to satisfy asymptotically the Bernoulli equation, with a total 
pressure which is smaller than the pressure at the origin by an amount 2 7 a, 
just as in the non-magnetic case. 

C. Summary of Equations 


Eliminating k(z) from equations (13b) and (13d), and introducing the dimen- 
sionless variables 


C=Yuoaz, (15a) 
F(t) = VI fa), (15b) 


GO = et), (150) 
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one obtains two equations for F(£) and G(£), 
GPO Frc) 0. (16a) 


my 1 r I! 1\9 Tf 1\9 
PRE zei, = eee C0 ieh) 


where the prime now indicates differentiation with respect to £ and where the 
dimensionless constants « and f are defined by 


na LR, 
RCI LE tie 
B=uor. (17) 


The quantity « represents the ratio of the viscous shear stress 7 a to the 
magnetic pressure Bj/2. It is also expressed in terms of the magnetic 
Reynolds number R,, — a k? wo (where R is an arbitrary reference length) 
and the Hartmann number H = B, R Voln. 

As usual, the quantity is introduced, which depends only on the proper- 
ties of the fluid. It represents the ratio of the viscous diffusivity » = n/o to the 
magnetic diffusivity (u o)-1. 

The boundary conditions in terms of the new variables are 


Ae Ca T= SG ke 


(18) 
Ze (eee JP = C= Or 
3. Equation of Energy 
The equation of energy is of the form 
iy 2 
pc —uViT= + (19) 


(c specific heat per unit mass, 7 temperature, x thermal conductivity). The 
terms on the left represent the rate of heat removed per unit volume by 
convection and by heat conduction, respectively. The terms on the right 
represent the rate of heat added per unit volume through Joule heating and 
through viscous dissipation, where the dissipation function ® in terms of the 
shear stress components 7,, is given by 


DEEE 


Ov; (5 | a) 
17 UE ACT m, 
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In cylindrical coordinates, making use of the symmetry relations equations (8), 


OM oT Oe IP 1 oT OTE 
gel rn iT) (Bea Er) 


dy "= Oz or? y or 02°? 


IL gs { 0v,\2  [v,\2 Ov, \? Ov, = | 
alg a \7 ie a | A 3 Ee | % Or hei 


This equation is satisfied by an expression which is analogous to equation 
(12c) for the pressure, 


(20) 


n-T=i)+rmik), (21) 


where J, is the temperature at the origin of the coordinate system. 

Noting that from equations (1) and (12a), 7, = (u)! r g"(2), it is found that 
substitution of the expression for the temperature into the energy equation 
results in an equation which contains terms which are independent of 7, and 
others which are proportional to r?, resulting therefore in two equations for 
I(z) and m/(z). Introducing the dimensionless quantities 


[= dar (22a) 
Mae ar m(z) , (22b) 


where 7,, is the temperature at a large distance from the plate, one obtains 
after some calculations, 


1 7 De, j SH 1 " 

Fy ee MEN ee eee AC (23a) 
Ÿ 1 2 » = , 4 / 
FER Ie + GT = F dE. == py M FF 12 (F ya ) (23b) 


where Pr is the Prandtl number, Pr = cn/x, and where the dimensionless 
constant 


d= c(T,— N). 

The first term on the right of equation (23a) arises from the viscous dissi- 
pation, the second from Joule heating. Since these terms are known from the 
previous calculation, equation (23a) is a linear equation for the determination 
of M(£). Similarly, the last equation then permits to determine LC). 

If it is assumed that the plate be kept at a constant temperature T = Te 
it follows that the fluid also assumes this temperature, as z +0, and that 
therefore, 


at t= 0 “SM EN (24a) 
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The temperature, 7,,, of the fluid streaming towards the plate is assumed 
to be uniform at a large distance from the plate. Consequently, 


at C=oco L=+1; M=0. (24b) 


4. Boundary Layer Approximation 


In almost all foreseeable engineering applications of magnetohydrodynamics 
to fluid mechanics or aerodynamics, ß < 1. In the case of liquid metals, ß is of 
the order of 10%. In a typical application to the ionized air behind a normal 
shock at hypersonic velocity, ß is also of this order of magnitude. Only in the 
case of extremely low densities, or very high temperatures approaching thermo- 
nuclear ignition temperatures, can f be of order one or larger. 

It is convenient to introduce the ratio 
which can also be written as y = H?/4 R,. R, is the viscous Reynolds number, 
R, = a R?/y, where R is a characteristic dimension of the blunt body. Since H? 
represents the ratio of magnetic to viscous forces, and R, the ratio of inertial 
to viscous forces, y represents the ratio of the magnetic forces to the inertial 
forces. 

In general, the magnitude of y is limited by the magnetic field strength 
which must be provided and which, in practice is subject to limitations. On 
the other hand, in order to significantly alter the flow as it would be estab- 
lished in the case of no magnetic field, it is in general necessary that the 
magnetic forces be at least comparable in magnitude to the inertial forces. The 
magnetohydrodynamically important case is therefore the one in which y is of 
order one. 


A. Velocity and Magnetic Field Distributions 


Since « and B are both small, one is led to a singular perturbation problem. 
Outside a thin boundary layer, in which the functions undergo rapid changes, 
the first term in equation (16b) can be neglected with the result that 


Gi 2 Gr G)=0, (26a) 
ren a ya (Gi) 0, (26b) 


where F and G, are functions of £,, and where the subscript refers to the region 
outside the boundary layer. In this region, F=HF,G6=G, and C¢=¢,. The 
neglected term represents the effect of the viscous stress, which indicates that 
outside the boundary layer the only forces present are inertial and magnetic 


forces. 
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Since the boundary condition F’(0) = 0, which expresses the vanishing at 
the plate of the radial velocity, is no longer applicable if the viscous stresses 
are absent, one has the boundary conditions 

aa OUT 0), G,=4+1; 
Gy 1 1 | (27 
Bee | 


The validity of the boundary conditions at ¢, = 0 is established in the next 
section. The solution depends upon a single parameter, y, which is of order one. 
Functional values such as A’ (£, = 0) depend upon y, through the solution, and 
can be expected to be of order one, a result which is of importance for the 
discussion of orders of magnitudes, which follows. 

If the quantity 6 indicates the order of magnitude of the boundary layer 
thickness, made dimensionless in the same manner as €, the following estimates 
are obtained for the functions F and G and their derivatives, inside the boundary 
layer: 


(a) F =0(), Be 
DEZE (G4 G0). 
() F'=0(5), @) G* = O(l). 


The justification for the orders of magnitudes (a) to (d) is the same as in the 
case of non-magnetic boundary layers and, therefore, does not require any 
further discussion. 

G is + 1 on the plate and of order one at the edge of the boundary layer. 
(Actually G = + 1, as shown by the considerations which follow.) Therefore, G’ 
would be expected to be at most of order (ö)-!. Substitution of these orders of 
magnitudes into equation (16a) then yields equation (g). From this it follows 
by integration that inside the boundary layer, G’ can be approximated by a 
constant, the magnitude of which is determined by the inviscous solution 
[equation (f)]. A further integration then leads to the conclusion that G can 
be approximated by + 1 inside the boundary layer [equation (e)]. Finally, 
substitution into equation (16b) gives 


5 = Ola) = ols). 
Equation (16a) is seen to reduce to 
G"—-2F=0 


inside the boundary layer. With this equation and with equations (e) and (f) 
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above, the function G can be eliminated from equation (16b). With the intro- 


duction of A es 
So A= Se (28a) 


P= pe (28b) 
where the subscript 2 refers to the interior of the boundary layer, the equation 


becomes 7 " 2 i HAAN? 
BY +22 FY AR) — 4y Fi = y (G0) = 1. (29) 


The right-hand side is known from the solution of the system of equations (26). 

The origin of the various terms in this equation indicates that inside the bound- 

ary layer all three types of forces — inertial, viscous and magnetic — play a role. 
The boundary conditions are 


at Ge 0 ae OL (30a) 


At €,.—= oo one has the condition F,(¢,) =F}(0). It can be replaced by the 
weaker condition © " 
ar co, LG US (30b) 


ss 


because it follows from this condition and from equation (29), 
(By +4Y7E =y(G(0)Ÿ +1 for (+o, 


since FF tends to zero with increasing argument. On the other hand, it 
follows from equations (26) together with the boundary conditions at ¢, = 0 


that 
(GO) + 1 = (F(0)Ÿ +47 F0) 
and therefore 


(EŸ+4yE = (FH) +4yH0) for 6,00. 
The solution of this quadratic equation which applies is 
H(t)=E(0) for £00, 
as was to be shown. 
B. Temperature Distribution 


Since |x| <1 and || <1, equation (23a) outside the boundary layer can 


be simplified to 
EM —F{ M, = (Gi) (31) 


in a notation which is self-explanatory. Since the order of this equation has 
been reduced to one, only one boundary condition can be satisfied, viz. 


at C,=0o: M,=0. (32) 
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As a consequence of the singular perturbation, M(£) drops from a value of 
order one at the outer edge of a boundary layer to zero at the wall. It is well 
known from the non-magnetic case, that the thickness of this thermal boundary 
layer is of the same order as the one of the velocity boundary layer, assuming 
that the Prandtl number of the fluid is of order one. 

This equation can be integrated, in terms of a quadrature, yielding 


v e (GANZ a | 
M — « -4 | i) “| er 
Zi 
where C is the constant of integration. It follows from the asymptotic behavior 
of the functions Æ(£,) and G,(¢,) that the integral exists and that the boundary 
condition equation (32) is satisfied, provided C = 0. 

In particular, for &, = 0, one has 


co 


M,(0) =~} Jim | BG) ji (2) dt, | 


As the lower limit of integration tends to zero, the integral becomes unbounded. 
However, the above limit exists, as shown by an application of the Bernoulli- 
L’Hospital rule, from which one obtains 


» (Gr(0))? 
M0) = 5 By 


It follows from equation (26a) that this result can also be written in the final 
form 

M,(0) = —27F/(0). (33) 

By an analogous consideration, it follows from equation (23b) that 


L;(&) = 0. It then follows from the boundary condition at infinity, 


Lad (34) | 
independent of ¢,. 

Inside the boundary layer, the following estimates are obtained for the: 
magnitudes of the functions Z and M and their derivatives: 


(a) £ =0(), COMMON 
roll wold) 
@) 27-0), () M'=0(;) 


The justification for these estimates is analogous to the one given previously 


for the estimates of the functions F and G, and does not differ from the non-. 
magnetic case. | 
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Substituting into equation (23a), it is found that all terms in this equation 
have the same order of magnitude and must be retained. Therefore, Joule 
heating, viscous dissipation, convective and conductive heat transfer are all 
of importance in the magnetohydrodynamic boundary layer. Putting 


M,=M, (35) 
this equation becomes, 
it A ie ! 7 2 
55 Mi +2 (KM, - BE M,) = (EN? = 4 (RP (36) 


if use is made of the equation preceding equation (28a). The boundary con- 
ditions are 
CAR (37a) 


and M,(¢,) = M,(0) as &, > co. However, this condition can be relaxed to the 
requirement that 
at {,='00: M;=0 (37b) 


because if this latter condition is substituted into equation (36) [together with 
results obtained from the examination of the asymptotic behavior, viz. 
FE M: > 0, Mz > 0, Fy > F(0) and BR > 0 as £, > x] one obtains 


—M,(¢o) = 2yF(0) for &,—oo 
and therefore, from equation (33) 


M,(&) = M,(0) for u, 
as was to be shown. 
Considering next equation (23b) which determines the function L, it is 
seen from the estimates of the magnitudes of L and its derivatives in the bound- 
ary layer, that both terms on the right can be neglected. Putting 


(pasa (38) 
one obtains 
Eee Dr Lo 0, (39) 


where the boundary conditions remain unchanged (replacing ¢ by ¢, and 
L by L,). The solution of this equation is, just as in the non-magnetic case, 


Le xja ae 2 Ses a. (40) 


| 


where already use has been made of the boundary condition at the origin, 
and where K is a constant of integration. Putting L,(¢,) = K I(¢,) where /(£,) 
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is the above double integral, it follows from the boundary condition at infinity 
that K = [I(oo)]-t since the integral converges. Furthermore, the following 
result, needed in the determination of the heat transfer to the plate, is obtained, 


LEONE KR 


from differentiation of equation (40). Therefore 


il 


L; (0) = ; =. 
[at exp I 2 Pr [E(s) ds (4) 
0 | 0 
5. Heat-Transfer 


The rate of heat g transferred per unit area from the fluid to the plate is a 
function of the radius and can be written in the usual notation 


Gt) (toate tle (42) 


where h is the heat transfer coefficient. As is common in the literature on heat 
transfer problems, the dimensionless Nusselt number Nu, defined here as 


Nu(r)= h(r) — 2 (43) 


x a 


is introduced. Since 


g(r) = SE 


one obtains from equation (21), after a short calculation, 


i , a? y? 
Nu(y) = L,(0) + M; (0) Te Re 
Defining the quantities Nw and Nu by 
Nu® = +1;(0) , (44a) 
Nu® = —M;(0) , (44b) 
one has 
Nu) = Nu® + Nut — Kor: (45) 
ET) | 


It follows from the derivation that Nw and Nu) depend only upon y 
and Pr. The numerical computations are carried out for Pr = 0-700. 


Vol. XI, 1960 Heat-Transfer Near the Stagnation Point 141 


6. Numerical Results 


Computations were carried out on a 1103 Remington Rand digital computer. 
In order to determine the heat transfer data, a solution of equations (26) had 
to be determined first. The result, representing the distributions of velocity 
and magnetic field strength outside the boundary layer is given in Figures 2 
and 3. 


"9 DENT ENTIER ET NN PEN CN CNET 22 24 


& 2 


Figure 2 


Function F,(6,). 


1-6 T T + a 
7-4 ++ —} ——— —— - - _ - 
| | | | | 
| | 
1-2 = Fr == > fr | 


Le 3 SSL 
05 OF do Whi OE iH Te ibe Te jh <Q ke 


6 ae 


Figure 3 
Function G,(d}). 
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Next equation (29) was numerically integrated. The result is given in 
Figure 4. The temperature distribution in the boundary layer can then be 


ne Ge iis is ie Re IR MEN A ab 
i lo 
Figure 4 


Function F,(¢,). 


determined from equations (36) and (39) yielding also the Nusselt numbers 
Nu) and Nu (see table). 


Computed Nusselt Numbers Nu) and Nu for Pr = 0:70 


y N 4) Nul) 

0 0-666 0-394 
0-274 0-662 0-789 
0-476 0-660 1-057 
0-979 0-653 1-650 
1-48 0-645 2-158 
6:39 0:582 5:274 
106 0-350 16-200 
356 0-264 23-900 


It is noted that the heat transfer at the stagnation point itself decreases: 
monotonically as the magnetic field strength is increased. This result is in: 
qualitative agreement with NEURINGER’s and Mclrrov's conclusions [1] for 
the two-dimensional case. On the other hand, Nw) increases, indicating an! 
increased slope of the heat transfer rate considered as a function of the radius. 
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The non-magnetic case, ie. By = 0 and/or 6 = 0, corresponds to y = 0. 
The numerical values for the velocity distribution (function Fy) in this case are 
in excellent agreement with FrössLıng’s work [3]. Nu for y = 0 differs from 
results obtained by RESHOTKO and COHEN [2] for the non-magnetic case by 
less than 0-5%. 


The author is indebted to Dr. LEE O. HEFLINGER of Space Technology Lab- 
oratories, Inc., under whose supervision the digital computer was programmed, 
and who also suggested the asymptotic expansions derived in the Appendix. 
Thanks are due also to Mr. Wırrıam B. Busx for a number of helpful discus- 
sions. 


APPENDIX 


In this section, the asymptotic expansions for the functions F(£) and G(£) 
are found. 
F(£) and G(¢) can be represented by 


B(l)-= oF (2) + FC) Held) to: (A-1) 
G(C) = 1G (2) + 2G(0) +, (A-2) 
where for sufficiently large £ 
FO | > IFA > RFOI> - 


and similarly for the functions ,G(£). The zero-order approximation to F(¢) 
is taken as 2 
=, (A-3) 


where £ is a constant. Introducing the expressions (A-1) and (A-2) into 
equations (16a) and (16b), and neglecting small terms of higher order, one 


obtains 2 
1G” +2 (C—¢),6°—2,G=0, (A-4) 


= al «y / 
A + = [(¢ — ¢) we" -ıF) — rae 246167 he] = 0, (A-5) 


where the argument of all functions is £. These equations together with suitable 
boundary conditions at infinity are taken as the (exact) equations defining the 
functions ‚F(£) and ,G(¢). 

Equation (A-4) which determines ,G(£), as well as the homogenous part of 
equation (A-5) — considering ‚F’(£) as the unknown - are of the form 


Vo 4 2k(C-Q¥' —Y¥j)=0 (k> 0), (A-6) 
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where À is a constant. The general solution of this equation is 
= = ir x [1 — (x)}} yo (A-7) 


where x =Vk (€ — C) and where y, and y, are constants of integration, ®(x) 
is the error function, 


x 


een 
D(x) = ie | Craie 


For large values of x one has the asymptotic expansion 


fax ee #[1- art at. 


from which 


#4.) + ya. (A-8) 


DD 


Therefore, replacing y, by the constant ,g. y, by zero [as required by the 
boundary condition on G(£) at infinity], and k by + 1, 


= STE He = Se <\ 
NEG ie Re [1 re A |. (A-9) 


Similarly, it follows from differentiation of equation (A-7), that the expression 
which occurs in the inhomogeneous part of equation (A-5), can be written 


2.6.6" = GG) ~ tet Gaia See ne Se A 


The solution ,/,(¢) of the homogeneous equation corresponding to equation 
(A-5) is obtained by putting k = 1/6 and by noting that y, = 0 in view of the 
boundary condition on F’(¢) at infinity. Consequently 


Nr Ee F_ F2) = En 3 = \ 
Fete defı-Fe-9=+ |, (Adi) 
where jf is a constant. 


A particular solution of the inhomogeneous equation is obtained by con-. 
sidering the expansion 


ET = Er ale 


ft | 


where and the coefficients a; (where a, + 0) are determined by substituting - 
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the expansion into equation (A-5). The result of this substitution is 


Bay (2-5) (E- It + 8a, (2-4) CG" 
+ | 2a | 4n 247] + 8a,(2—4| bo — gr +-- 
= ee OS Er ie 


2,6 


Therefore, the expansion above is seen to satisfy equation (A-5), provided 


n = —4 and 
d 13) 
2 ARS 
a, = a3 = —}Ù);; dy = + = 1 = Co RE 5 etc. 
16 & [2 — d = 2 
à | ) 64 & (2 4 
Consequently, 
Michi) re OF Dal RE 4.) 
EA Ml IE 2 (E-9*+ ] 
and 
1F (6) =, CP (€ Spo) (2 + Ë) i | 
7: m (A-12) 
ae u Bde | 
i=0 
where 
1 3 
Oy = bg = 0% a beara als etc 
1 
Gace at re =, g=tgh- 7m, etc 


The number of undetermined constants in these equations (6, ,f, ıg) corre- 
sponds to the number of boundary conditions on F(£) and G(¢) at the origin. 
From these results, it follows for instance that 


Jim [F(Q) FI = 0, 
a result which was used in the formulation of the boundary conditions. 
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Zusammenfassung 


Die affine Lösung von NEURINGER und McIrroy [1] für die ebene, laminare 
Staupunktströmung einer elektrisch leitenden Flüssigkeit in einem magnetischen 
Feld wird auf den rotationssymmetrischen Fall erweitert. Die gemäss dem Joule- 
schen Gesetz umgesetzte Wärme sowie die Wärmezufuhr durch Reibung werden 
dabei ohne Vernachlässigung berücksichtigt. 

Die Randbedingungen werden neu formuliert, und Lösungen werden erhalten 
in der Gestalt von gewöhnlichen Differentialgleichungen, die numerisch integriert 
werden. 

Die Grössenordnung der auftretenden Parameter wird abgeschätzt in Fällen, 
welche physikalisches Interesse haben. In den meisten Fällen ist es möglich, eine 
Grenzschicht-Annäherung einzuführen. Die Resultate hängen dann im wesentlichen 
nur von einem einzigen Parameter ab. Die Geschwindigkeitsverteilung, das ma- 
gnetische Feld und der Wärmeübergang an der Körperoberfläche werden berechnet. 


(Received: June 27,.1959.) 
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Eine einfache Veraligemeinerung der Rayleigh-Grenzschicht 


Von ERNST BECKER, Göttingen, Deutschland 


1. Aufgabenstellung 


Eine für alle Zeiten # < 0 ruhende, unendlich ausgedehnte, ebene Wandgrenze 
an ein für 2< 0 ruhendes, unendlich ausgedehntes, ideales Gas mit der Dichte o,, 
der absoluten Temperatur 7, und der Zähigkeit w,, die im übrigen der absoluten 
Temperatur proportional sein soll. Prandtl-Zahl Pr und spezifische Wärme c, des 
Gases werden als konstant vorausgesetzt. Zur Zeit {= 0 werde diese Wand in ihrer 
Ebene mit der Geschwindigkeit u,, = u, t"/t in Bewegung gesetzt (u, ist eine 
konstante Bezugsgeschwindigkeit, 4, > 0 eine konstante Bezugszeit, n > 0). Gleich- 
zeitig soll die Wandtemperatur auf den konstanten Wert T,, gebracht werden und 
durch die Wand Gas mit der Normalgeschwindigkeit v,, = v, t)/2/f!2 abgesaugt 


(U, < 0) bzw. ausgeblasen (v,, > 0) werden (v, ist wieder eine konstante Bezugs- 
geschwindigkeit)!). 


2. Lösungsverfahren 


Die für 1 > Osich an der Wand ausbildende Geschwindigkeits- und Temperatur- 
grenzschicht hängt ausser von { nur von der Koordinate y in wandsenkrechter 
Richtung ab und wird durch folgende Gleichungen bestimmt [1, 3]2): 


Pire she Q (Uz +vu,) = (uu,)y, (1) 


1) Zusatz bei der Korrektur: Inzwischen ist eine Arbeit von KwAnG-Tzu YANG erschienen 
(Unsteady Laminar Compressible Boundary Layer on an Infinite Plate With Suction or Injection, 
J. Aero-Space Sci. 26, Nr. 10, S. 653-662 [1959]), in der Grenzschichten der hier betrachteten 
nie Kontrolle von Rechnungen nach dem von-Kärmän-Pohlhausen-Verfahren herangezogen 
werden. 


) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 152. 
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ee 1 tz : 
Q (7, ra 12) = Pr (m Ty)v Wy + (Uy)? ’ (2) 
D 
es + (ev),=— 0. (3) 


Hierbei ist wie üblich vorausgesetzt, dass die Absauge- bzw. Ausblasegeschwindig- 
keit v, klein gegen die Wandgeschwindigkeit w,, bleibt, da sonst die Grenzschicht- 
vernachlässigungen nicht gelten, besonders der Druck nicht als konstant betrachtet 
werden darf. Direkt nach Bewegungsbeginn ist diese Voraussetzung wegen v,, — t11? 
nicht erfüllt, aber für sehr kleine ¢ sind ohnehin auch für v,, = 0 die Grenzschicht- 
vernachlässigungen nicht mehr zulässig [1]. 

Die Randbedingungen werden weiter unten formuliert. Diese Gleichungen lassen 
sich durch folgende Transformationen vereinfachen (vgl. [1, 3]): 


vet, (4) 
x 
/ Q 
ie cell 5 
y ie? (5) 


Die Dichte o,, an der Wand ist wegen T,, = const ebenfalls konstant. Dann erhält 
man 


0 0 0 
ee 6 
oy De Oy’ ’ ( ) 
y \ 
d a Lo: 0 0 0 0 
= = = — _ er er = — — 7 
Ot ot’ == (/ Ow «) Oy’ ot’ + Up Oy’ ® ov Oo ( ) 


Beim Ubergang von der zweitletzten zur letzten Zeile wurde dabei Gebrauch von 
der Kontinuitätsgleichung (3) und der Randbedingung v(0) = v,, gemacht. Die 
Gleichungen (1) und (2) gehen nun mit der Beziehung u 0 = y, 0, (Voraussetzung, 
dass die Zähigkeit der absoluten Temperatur proportional ist!) über in 


Uy 4 DU Vig Uyr y 5 (8) 
ie Dora, 2? (9) 
pie Uy) — Pr Layer r y’ 
D 


mit Yy = KulOw- : ’ 

Für das Folgende wird zunächst das der Reibungswärme Rechnung tragende 
letzte Glied in Gleichung (9) vernachlässigt; die folgenden Überlegungen gelten 
daher nur, solange die Mach-Zahlen in der Grenzschicht klein bleiben. Erst zum 
Schluss wird auf das Reibungsglied in (9) eingegangen. Die Gleichungen (8) und (9) 
lassen sich mit dieser Vernachlässigung durch folgenden Ansatz lösen: 


n= es Ein), u 
T = To + (Ty = To) O(n) (11) 

mit ’ 
a (12) 


ORT A 
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Aus (8) und (9) ergibt sich für F(n) und On): 
Ft 2n- NH —4nF=0, (ds 
O" 
Pr 


-+2(n—7) 9’ —=0, (14) 


wobei 7 ein das Absaugen bzw. Ausblasen kennzeichnender Parameter ist, nämlich 


v 11/2 
ps TU, (15) 
mp 


y > 0 bedeutet Ausblasen, r < 0 Absaugen. Die Randbedingungen sind 
7= 0: F=@=1, (16) 
= eos 1 = Cy Oe (17) 


Man sieht nun leicht folgendes ein: Es sei die Lösung des Problems ohne Absaugung 
(7 = 0) bekannt und mit F(n; v = 0) = f(y), O(n; r = 0) = d(n) bezeichnet. Diese 
physikalisch nur für 7 > 0 sinnvollen Lösungen lassen sich in das Gebiet 7 < 0 
analytisch beliebig weit fortsetzen, weil die Gleichungen (13) und (14) in diesem 
Gebiet für beliebiges 7 singularitätenfrei sind. Die Lösung für beliebiges 7 erhält 
man dann als 


En) = Don, (18) 
O(n) = ve ’ (19) 


denn diese Lösungen befriedigen die Gleichungen (13) und (14) und die Randbe- 
dingungen (15) und (16). 


3. Rayleish-Grenzschicht mit Absausen oder Ausblasen 


Als Beispiel wählen wir n = 0; in diesem Fall wird die Wand zur Zeit ¢ = 0 


ruckartig mit der Geschwindigkeit #, in Bewegung gesetzt (Rayleigh-Grenzschicht 
[1-3]). Es ist dann 


HN ne 

fin) = / ends, (20) 

10) u oa 

n) = — api: LE (21) 
et ee 


Der Ausdruck (21) fiir (7) gilt übrigens für allen > 0. Die Verläufe von m) (Ge- 
schwindigkeitsprofil) und (n) (Temperaturprofil) unterscheiden sich nur durch 
einen Maßstabsfaktor, so dass wir uns auf die Diskussion des Geschwindigkeits- 
profils beschränken können. 

f(y) ist in Figur 1 für — oo <n< oo schematisch dargestellt. Den Verlauf von 
F(n) für 7 + 0 erhält man hieraus nach (18) durch Verschieben des Koordinaten- 
nullpunktes nach 7 = —r und Änderung des Ordinatenmaßstabes derart, dass die 
Kurve /(n) die verschobene Ordinatenachse im Punkte F = 1 schneidet. Mit 
anderen Worten: Die Grenzschichtprofile für alle r < Y,, wobei 7, eine beliebige 
Konstante ist, sind sämtliche in dem Profil für y = r, enthalten. Da die Kurve /(n) 
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und damit auch #(7) an der Stelle 7 — 0, f = 1 bzw. ®—1einen Wendepunkt und 
sonst keinen hat, zeigen alle Geschwindigkeits- und Temperaturprofile für 7 > 0 
(Ausblasen) einen Wendepunkt, dagegen sind diese Profile fiir r < 0 (Absaugen) 
wendepunktfrei. Dies entspricht ganz den Verhältnissen bei der analogen statio- 
nären Grenzschicht (vgl. [2], Seite 219). Die Geschwindigkeits- bzw. Temperatur- 
profile für verschiedene Werte von 7 sind in Figur 2 aufgetragen. 


Fin) für r>0 im) 


Fin) für r<0 
| 


| ] 


| 
I 
I 
0 
| 
I 


77:0 7:0 7:0 N 
für r>0 fürr-0 für r<0 
Figur 1 


Koordinatensystem und Verlauf von F(n) für r > 0 (Ausblasen), 7 = 0 und 7 < 0 (Absaugen). 


F(n), O(n) —— 


1 SS 


n pr” 


Figur 2 


Geschwindigkeits- bzw. Temperaturprofile der Rayleigh-Grenzschicht mit Ausblasen (r > 0) oder 
Absaugen (r < 0) bei vernachlässigter Reibungswärme. 


Für die Wandschubspannung erhält man (Index w bezeichnet Grössen direkt an 


der Wand) mn 


th (22) 


w = Bw oy 


y=0" 


Nach kurzer Rechnung unter Benutzung von (10) und (12) mit » = 0 erhält man 
hieraus als Wandreibungskoeffizient c,, 


w Va Fo) 
= mr ven’ ar 
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Anhand des in Figur 1 wiedergegebenen Verlaufs von /(n) ist klar, dass c,, mit wach- 
sendem 7 abnimmt. In Figur 3 ist der Faktor |/(r) |/f (-r) aufgetragen. Für die 


' f 
| | | 
; Du — | = ace 
f'(r)| \Absaugen = = Ausblasen 
fen) | | | 
-0,8 -04 0 04 08 
Pe 
Figur 3 


Anderung des Wandreibungskoeffizienten der Rayleigh-Grenzschicht durch Absaugen oder Aus- 
blasen [vgl. Formel (23) ]. 


pro Zeit- und Flächeneinheit durch Wärmeleitung auf die Wand übergehende 
Wärmemenge q bzw. die entsprechende Nusselt-Zahl Nu = qu, t/{2,, * (To — To)! 
(Ay = Wärmeleitfähigkeit an der Wand) ergibt sich im Sonderfall Pr = 1 


mae 
Nu = aD E a 2 (24) 
= w 
während für 7 = 0, aber beliebiges Pr 
Ng ee A een, (25) 
2 Vp 
gilt (vel. [3]). 


4. Allsemeinere Fälle 


Wenn n + 0 ist, dann gelten die in Abschnitt 3 hergeleiteten Beziehungen 
weiterhin unverändert für das Temperaturprofil, da » in die Gleichung (14) für © 
gar nicht eingeht. Das Geschwindigkeitsprofil ergibt sich aus (13). Für # — 1 und 
y = 0 erhält man zum Beispiel (vgl. [2], Seite 176) 


co 


2 ane 4 
iu (1+ 2m) [es ds Como ahs (26) 


x 


Hieraus erhält man nach (18) bzw. der in Figur 1 erläuterten Koordinatenverschie- 
bung auch F(n). Da f(y) nach (26) in — co < 7 < oo keinen Wendepunkt besitzt, 


N man auch hier beim Ausblasen keine Geschwindigkeitsprofile mit Wende- 
punkt. 


ul 


Die Beriicksichtigung der seither vernachlassigten Reibungswärme in (9) ändert 
an den Überlegungen für das Geschwindigkeitsprofil gar nichts. Dagegen erhält man 
mit den oben benutzten Randbedingungen für die Temperatur (konstante Wand- 
und Aussentemperatur) im allgemeinen keine Temperaturprofile mehr, die nur von 
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n abhängen («ähnliche Profile»). Solche Profile ergeben sich nur für spezielle Rand- 
bedingungen, zum Beispiel dann, wenn man Ty — Ty fordert. Die Temperaturvertei- 
lung kann dann durch folgenden Ansatz beschrieben werden: 


T Leu US | 
=}, Fou ne O(n) , (27) 
und fiir © folgt aus (9): 
1 Sit V2 a 72 
oe + 2 (yn — 7) 8nO=—2fF"2, (28) 
mit 6(0) = )(oo) = 0. Der einfache Zusammenhang zwischen dem Temperatur- 


profil für y = 0 und demjenigen für + 0 geht hierbei allerdings verloren. Fiir n = 0 
(Rayleigh-Grenzschicht) erhalt man im Sonderfall Py = 1 auch fiir beliebige, kon- 
stante Wandtemperatur T,, ein einfaches Ergebnis. Als Temperaturverteilung in 
der Grenzschicht ergibt sich hier: 


ar (tg Ty) 2 = FY (29) 
mit 
(eg (30) 
ee 


Man bestätigt dies leicht durch Einsetzen in Gleichung (9). Dies ist übrigens dieselbe 
Abhängigkeit des Temperaturprofils vom Geschwindigkeitsprofil, wie man sie bei 
stationären Grenzschichten ohne Druckgradient hat (Croccosche Beziehung). Falls 
kein Wärmeübergang durch Wärmeleitung zwischen Wand und Gas stattfindet, 
das heisst, falls 0 T/0y = 0 für y = 0, folgt aus (29) für die Temperaturverteilung: 


——t=F(2-R. (31) 


In Figur 4 sind die Temperaturprofile nach (31) für verschiedene 7 aufgetragen, 
F ist hierbei durch Figur 2 gegeben. 


10 ge 


08 


06 


04 


Figur 4 
Temperaturprofile der Rayleigh-Grenzschicht beim Thermometerproblem. 
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Zum Schluss sei noch folgende Bemerkung angefügt: Das in Abschnitt 3 behan- 
delte Beispiel n = 0 kann als Sonderfall einer allgemeineren Klasse von ebenen 
Grenzschichtströmungen aufgefasst werden, die sich dadurch auszeichnen, dass 
die Aussengeschwindigkeit sowie die Wand- und Aussentemperatur nur von x /t 
abhängen (x = Koordinate in wandparalleler Richtung) und die Absaugegeschwin- 
digkeit einem Gesetz von der Form v,, = 1? p(r/t) genügt. In diesem Fall lassen 
sich die instationären Grenzschichtgleichungen von 3 auf 2 unabhängige Variabeln 
reduzieren. Einen Überblick über solche Grenzschichten für den Sonderfall v,, = 0, 
wie sie in Stosswellenrohren und ähnlichen Einrichtungen auftreten, gibt die 
Arbeit [3]. 
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Summary 


A simple generalization of the theory of the compressible boundary layer near 
an infinite flat plate to the case with suction or blowing out is given if at the time 
t = 0 the plate is set into motion in its own plane with velocity w,, ~ 7”. The normal 
velocity at the wall shall vary with time according to v,, — t!!2. In that case one 
gets similar boundary layer profiles for all ¢ > 0, which can be reduced to the profiles 
without suction or blowing (v,, = 0) by a simple parallel displacement and stretching 
of the coordinates. As an example the Rayleigh boundary layer (n = 0, u,, = const) 
is discussed. 


(Eingegangen: 21. August 1959.) 


The Back Effect of a Wall on a Jet 
By Harris C. Levey, Nedlands, Australia!) 


Introduction 


There is a great deal of interest currently in bodies which are supported by! 
jets and stay relatively close to the ground. Although intuitively one seems to) 
regard jets as behaving in a parabolic manner, that is, that no back effects are felt : 
at the source of the jet, this cannot really be so for subsonic jets since the equations ; 
governing the flow are elliptic. 

More specifically the intuitive argument runs as follows. If the source of a jet: 
of incompressible and inviscid fluid is at distance h from an obstacle and if dis aı 
typical jet width, then if d/h is small the typical length scales for longitudinal and! 
lateral variations are in the ratio h/d, not too near the source or the obstacle. From) 


1) Mathematics Department, The University of Western Australia. 
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the continuity equation the longitudinal and lateral velocity components are in the 
Same ratio. This leads to the parabolic form of the governing equations and the 
result that for impingement problems the jet is assumed uniform apart from the 
influence of the obstacle. 

Of course this is really a singular perturbation problem in the parameter d/h 
and the parabolic solution is not valid near the jet source. However, we feel that a 
more interesting question is how do the gross features of the jet, namely momentum 
and mass flux, depend on the ratio h/d? Accordingly, the simplest possible two- 
dimensional model that can be treated by free-streamline theory is chosen, namely 
an incompressible fluid confined in an infinite chamber whose side is parallel to a 
wall distance h away. The chamber side has a slit of width d through which the 
fluid escapes (Figure 1). 


©) 
Yi ; 
| x | 
ae . 
mer Aly--h) Fe 
Figure 1 


The physical plane; with axis of symmetry OA, chamber side DE, wall AB, jet boundary DC. 


The solution is carried through in the usual manner by mapping the flow region 
in the plane of the complex velocity potential, w, and in the plane of the Helm- 
holtz potential, 2, on an appropriate region of the plane of an auxiliary complex 
variable ¢. If J and M are the excess momentum flux and mass flux and dee 18 
are their corresponding values when h/d is infinite, we are now able to express the 
ratios //Jx, M/M,, in terms of complete elliptic integrals. 

On closer examination the interesting result emerges that J/J,, and M/M 5. 
remain nearly equal to unity not only for large h/d but down to values of Ride 
Of course, no account is taken here of laminar or turbulent mixing, for example, so 
the results although of intrinsic interest can be taken only as indicating a possible 
trend in practice. 


The Solution Details 


The stagnation pressure p, is supposed greater than P, the pressure of the fluid 
outside the chamber, so that the fluid emerges from the slit as a jet, the constant 
speed on the jet boundary being U. The jet divides symmetrically at the wall and 
ultimately flows parallel to the wall in a half-jet of width H. The axes chosen are 
shown in Figure 1, and since there are two stagnation points on the axis of sym- 
metry, at y = coand y = —h, it is assumed that there is one point, X, of maximal 


speed on this axis. 
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If g, 0 are the polar velocity components and 


Be EY 
we have 
D = (1) 
dz 
and 
U 
ae +10. (2) | 


We need consider only the half of the flow field inx = 0 by symmetry. The regions; 
corresponding to this in the w and Q planes are mapped onto the positive quadrant: 
of the plane of an auxiliary complex variable {, such that the flow boundaries in! 
both planes map onto the axes Re#= 0, Imé— 0, the points GD E OA tra 
mapping onto ¢ = à co, 0, 1, 1,71, oo respectively. Note that the flow region in the: 
Q-plane is bounded by a semi-infinite pentagon that has a doubly-described reen-- 
trant side O X 4 with interior angle 2 x at X. The mapping functions are 


and 


where k < 1. (In passing, the value of ¢ at the point X is found to be »-1/2.) Thee 
branch of the logarithm is chosen that is real for 4 < 1 and real, and the singulari- 
ties are avoided by passing above them. 

If 2c is the jet-width at a given value of y, the excess momentum flux (pen 
unit breadth normal to the plane of flow) and the mass flux are defined respectively, 
by 

3 5 
J=2/b-P+ov)dx, M=-2o/vdr=2eUH, 
ù ù 
where v is the y-component of the velocity and o is the density. From momentum 
conservation J is the excess pressure on the wall, so that 


O0 


J =2/ (6 — P) dx = of (U*— g) dx, 
0 0 


where the integration is along the wall y = —h. When h/d is infinite, it may be 
deduced?) that 
> Lado Ue 
if ee It 4e 2 ’ 
and 
M=M, a do U 
mr + 2 ? 
so that 
i oo 
u 2 UW = oF 
EN ee myer À 
0 


2) H. Lams, Hydrodynamics, 6th ed. (Dover 1945). 
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and 


2 eo dw 
+ oi dt 
so that 
ko 
ai 1 Pi ER in 1 2\ _1 | 1/2 —1/2 1/2 1/2 
th = N A PT AE ee? (a 1) se en 
6 (7) 


where the roots are real and positive when ¢ < 1 and real, and the path of inte- 
gration detours above the singularity at ¢ = 1. Similarly we find that 


iia (Fi) = it ne (@— 1) | 
je 


Je dE (8) 


X (¢ + A) ¢ — 1) 22 (Ri + 1)? (Ri 1) gr. | 
The substitution 
Sn z 
= 
reduces the integral in (8) to the complete elliptic integral of the third kind 
IT (k?, k)?), while the substitution 
BR sinn 
in the integral in (7) reduces it, after some manipulation, to 


er 
TE 


N > 
— (1—- A) les + : k? (1 — À) log HR®E+ zaih (1—-Ak)+ik2(K’ — N), 
where K, E are the complete elliptic integrals, with modulus k, of the first and 
second kinds respectively, and a dash denotes the same function of the complemen- 
tary modulus k’[— (1 — k?)1/?]. Since // may also be expressed in terms of E we have 
finally 


1 f / 
Guts (Kk E) 
> D 2 (9) 
1 
1+ — az) (1—A&) 
EN wo 
and 
z+ 2 
E 
+ = | (11) 


3) P.Byrp and M. FRIEDMAN, Handbook of Elliptic Integrals for Engineers and Physicists 
(Springer-Verlag, Berlin 1954). 
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where : ee 
D=14 £45, denke, (12) 
Now when k is small, 
di = 2 log — EF’ = 1+ 0(k? log = N, 
K’ = log + ok? og); = 1+ O[# log), a+ | 


so that the case À > 0 corresponds to h/d > oo, and, moreover h/d varies so rapidly 
with À that when k/d = 1, À is still only 0-01 and then //J, differs from 1 by 
merely 0-004 and M/M, differs from 1 by 0-014. From about h/d = 1 to h/d = oo 
then, good approximations to (10) and (11) are 


L pa ( | 2) exp/} Be Ar (13) 
and 
ue 1 = (a (2-6 ox) exp| , a — 1 — le + me) (14) 


so that there is not a great deal of variation of jet momentum over the whole range. 

The curves are shown in Figure 2. As remarked on before the interesting fact is 
that, as far as gross features are concerned, the jet behaves as if governed by 
parabolic equations down to such comparatively small values of h/d. It seems 
to the author that this result is by no means obvious. 


Figure 2 


Variation of excess-momentum flux and mass flux with wall spacing. 
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Zusammenfassung 


Ein ebener Flüssigkeitsstrahl von der Weite 4 wird normal gegen eine Wand 
geleitet, die von der Quelle h Einheiten entfernt ist. Man nimmt gewöhnlich an, 
dass, wenn das Verhältnis h/d gross ist, die Auswirkung des Hindernisses nicht zur 
Quelle des Strahles zurückwirkt, so dass im besonderen wichtige Eigenschaften des 
Strahls, wie sein Impuls und die Massenströmung, durch den Widerstand unberührt 
bleiben. 

An einem einfachen Modell, in dem der Strahl, bestehend aus einer inkompres- 
siblen und reibungslosen Flüssigkeit, von einem Schlitz in der Wand einer unend- 
lichen Kammer ausströmt, zeigen wir, dass, soweit diese Haupteigenschaften be- 
troffen sind, der Strahl durch das Hindernis beinahe ungestört bleibt, selbst für 
Werte der Verhältniszahl h/d, die nahe an der Einheit liegen. 


(Received: July 29, 1959.) 


Bemerkung zu einem Hauptachsenproblem in der Plastizitätstheorie 


Von HANS ZIEGLER, ETH, Zürich 


1. Einleitung 


Die Fliessbedingung eines isotropen idealplastischen Materials!), das unter 
hydrostatischem Druck nicht fliesst, ist bekanntlich [2] von der Form 


F(S2, S3) = 0, (Ho) 
wobei 
1 2 2 
Ba Me = de = TE rte trs 
1 19% 
Ps — > 20,0, 0,)\20, 0, 0,1\20,=0,- 0) (1.2) 
1 
- 3 (2 6g — Oy — 0) The 4 2 yy Tye Tay 


die Grundvarianten des Spannungsdeviators sind [3] und die Funktion F so gewahlt 
ist, dass F(0, 0) < 0 gilt. So hat im Falle der Fliessbedingung von v. Mıses [4] 
(1.1) die einfache Form 


1 
12 = Sy, 3 if; == (125) 
wenn o, die Fliessgrenze im linearen Spannungszustand bezeichnet; nach der 


Fliessbedingung von TRESCA [5] ist dagegen 
= 4 S$ 278-9090. — 06 — 0. (1.4) 


Im Rahmen der Theorie des plastischen Potentials [6] lautet das zugehörige 
Fliessgesetz, in den plastischen Verzerrungsgeschwindigkeiten é,,..., Py,,... ge- 


1) Bezüglich der Definition siehe [1]. Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das 
Literaturverzeichnis, Seite 163. 
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schrieben, wiederum allgemein 


) OF 05 ar 0S 
Se == SA a A age eee 
ee Br: 10 © es 
OR, ee a 255) | 
LE TRE GS potas USOT ta Gk 

Die hier auftretenden partiellen Ableitungen von S, und S, sind nach (1.2) durch 
OS, 1 
de = (2G, = Gy = ©) 5 coos ) 
OS; 
RS — = 2 ses 
OT yz Tyz > 

S il a 
a — 5 (2 62 — 06? — o2 + 46,0, — 20,0, — 2 Oy Gy) La 

a 

1 9 
= (A = UE cea 

05 2 
za Ge) Tye + 2 Tan Tay» | 

AD 
gegeben. 


2. Problemstellung 


Ist die z-Achse Hauptachse des Spannungszustandes, dann gilt 
en (2.1) 


und aus den Beziehungen (1.6) folgt, dass die partiellen Ableitungen von S, und S, 


nach 7, , sowie r,, verschwinden. Somit ist nach (1.5) 
OI WSs MMS 
= DES pi —— + =] = 0 
Yue md (os, Day: om) | 24 
SA 
3 HE Se QOS 
en = Sr a —-~—")=0. 
Vas = À ker u. (OS; ei] 


Zwar muss grundsätzlich auch die Möglichkeit À = co im Auge behalten werden, 
wie etwa beim ebenen Spannungszustand die Diskussion des Fliessgesetzes in den 
Ecken des aus (1.4) zu gewinnenden Tresca-Sechsecks (Figur 1) zeigt; hier kann 
man indessen diesen Fall, da man die Endlichkeit der übrigen Verzerrungsge- 
schwindigkeiten postulieren muss, ausschliessen. 

Wenn also eine Achse Hauptachse des Spannungstensors ist, dann ist sie unter 
den in Abschnitt 1 formulierten allgemeinen Voraussetzungen über die Fliessbe- 
dingung und das Fliessgesetz auch Hauptachse des Tensors der Verzerrungsge- 
schwindigkeiten, wie das von H. GEIRINGER [7] erstmals festgestellt worden ist. Da- 
gegen ist die Umkehrung dieses Satzes und damit die strenge Richtigkeit der Aus- 
sage, dass die beiden Tensoren koaxial seien, keineswegs evident. Da nämlich ein 
symmetrischer Tensor zweiter Ordnung mehr als ein Tripel von Hauptachsen (das 
heisst deren unendlich viele) aufweisen kann, ist es durchaus denkbar, dass der 
Spannungstensor in einem Punkt drei wohldefinierte Hauptachsen, der Tensor der 
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Verzerrungsgeschwindigkeiten aber noch weitere Hauptachsensysteme besitzt, so 
dass nicht jede seiner Hauptachsen auch eine solche des Spannungstensors ist. 
Dieser Fall tritt beispielsweise stets dann ein, wenn alle Verzerrungsgeschwindig- 
keiten null sind, das heisst, wenn das zum betreffenden Punkt gehörende Raum- 
element zwar plastifiziert ist, sich aber wie ein starrer Körper, bzw. gar nicht bewegt. 
Der Schluss von (2.2) auf (2.1) wird sich daher, wenn überhaupt, nur unter der 
Voraussetzung ziehen lassen, dass sich das Material wirklich plastisch deformiert. 


O2 


Figur 1 


Tresca-Sechseck für den ebenen Spannungszustand. 


Das hier aufgeworfene Problem ist von Bedeutung für den ebenen Verschie- 
bungszustand. Dieser wird, wenn x, y die Verschiebungsebene ist, durch die Forde- 


rungen 
PEN on 0 (2.3) 


samt der Bedingung definiert, dass die übrigen Verzerrungsgeschwindigkeiten nur 
von x und y abhängen. Aus den letzten beiden Beziehungen (2.3) wird in der 
Literatur allgemein auf (2.1) geschlossen?). Dieser Schluss, so sehr er sich auch auf- 
drängt, folgt aber nicht ohne weiteres aus (2.2). Es ist auch nicht einzusehen, wie 
er sich physikalisch rechtfertigen lässt. Wohl ist man versucht, die Symmetrie 
heranzuziehen und daraus, dass sich zwei benachbarte, zur Ebene x, y parallele 
Schichten gleich bewegen, auf die Abwesenheit der die Symmetrie störenden Schub- 
spannungen 7,, und r,, zu schliessen. Symmetriebetrachtungen sind aber in der 
Plastizitätstheorie gefährlich und entschieden abzulehnen. Bekanntlich liegt es auch 
beim Zugversuch nahe, aus Symmetriegründen darauf zu schliessen, dass die 
Querkontraktion in allen Querrichtungen gleich gross sei. Aus der Fliessbedingung 
von TREScA und dem zugehörigen Fliessgesetz folgt aber (Figur 1) nur, dass im 
Punkte A(o,, 0) des Fließsechsecks für den ebenen Spannungszustand der Vek- 
tor &,, & der Verzerrungsgeschwindigkeit im schraffierten Gebiet liegen muss, und 
da mit Rücksicht auf die Inkompressibilität des Materials nur noch die Bedingung 
& + & + &; = 0 hinzukommt, braucht die Symmetrieforderung &, = &, keineswegs 
erfüllt zu sein. 

Bei Beschränkung auf die Fliessbedingung von v. Mises und das zugehörige 
Fliessgesetz ist der Schluss von (2.2) auf (2.1), sofern man plastischen Fluss voraus- 
setzt, korrekt und leicht zu ziehen (vergleiche zum Beispiel [1], S. 125). Aus (1.3) 


2) Siehe zum Beispiel [7]; [8]; [1], S. 126; [3], S. 268; [9]. 
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erhält man nämlich 0F/0S, = 1 und 0F/0S, = 0, also aus (2.2) nach (1.6) 


== iy, —— 0) 


ee, en A 
Vyz = 2A = 0, Ya 2% , (2. 


YZ 2 
und da A = 0 einer starren Bewegung entsprechen würde, folgt hieraus (2.1). 

Im folgenden soll dieser Schluss verallgemeinert und nachgewiesen werden, dass 
unter den weitgefassten Voraussetzungen von Abschnitt 1 betreffend Fliessbedin- 
gung und Fliessgesetz beim plastischen Fluss jede Hauptachse des Tensors der Ver- 
zerrungsgeschwindigkeiten auch eine solche des Spannungstensors ist. Im Anschluss 
hieran soll gezeigt werden, dass sich dieses Resultat zwar nicht direkt, aber unter 
einer einschränkenden Voraussetzung auch auf gewisse Körper mit Verfestigung 
übertragen lässt. 


3. Reduktion des Spannungszustandes 


Bei einer Drehung des Koordinatensystems um die z-Achse (Figur 2) transfor- 


mieren sich die Spannungskomponenten o,,..., Ty;, ... gemäss 
6, = 0,00529 + 27,,c0spsino-+ 0,5in2g, 
a’ = 0,Sin?p — 2 T,y COSP SiNp + a, cos? 
y x ay p pP y (2 ’ 
An = (Gy — ©) COS SUA S= TH, (SOS) — Sim), (3.1) 
Tg = 7,6059 + r,,sino, ; 
DU, UNG I> Uy COS 
Oo, =0,. 


Die ersten drei Beziehungen (3.1) sind die Transformationen des ebenen Span- 
nungszustandes 6,, 0,, Ty,, die sich geometrisch mit dem Spannungskreis interpre- 
tieren lassen; die beiden folgenden sind diejenigen eines Vektors r,,,T,, in der 
Ebene x, y. Entsprechende Transformationen gelten fiir die Komponenten &,, wi 


“3g 


Vyz/2,... des Tensors der Verzerrungsgeschwindigkeiten. 
iz 
y' 
Sf 
0 
/p x! 
x 
* Figur 2 


Rotation des Koordinatensystems. 


_ Wenn die z-Achse Hauptachse des Tensors der Verzerrungsgeschwindigkeiten 
ist, dann gelten die beiden Beziehungen (2.2), und zwar in der Form Ve ee 
auch im gedrehten Koordinatensystem. Mit 2 = 0 oder 0F OSSI) /0S. = 0 wäre 
sämtliche Verzerrungsgeschwindigkeiten null, und da man den Fall der starren 
Bewegung wieder auszuschliessen hat, müssen in (2.2) beide Klammern null sein 
ohne dass gleichzeitig 0F/0S, und OF /9S, verschwinden. Das ist aber nur möglich, 
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wenn ihre Determinante 


Dose OS, 585; 


2 . 5 = 0 2 
Om NOT Den Olas ipa 

ist. Führt man (3.2) mit (1.6) aus, so kommt 
(62 = Oy) mens Free — Tz) = 0, (3.3) 


und da die Bedingungen (2.2) auch im gedrehten Koordinatensystem gelten, muss 
(3.3) auch in den gestrichenen Spannungskomponenten erfüllt, mithin unabhängig 
von der Wahl des Winkels 

| (p= a thy et (3.4) 
sein. 

Der dritten Transformation (3.1) ist zu entnehmen, dass man stets einen Winkel 
g so finden kann, dass r,,, = 0 ist. Da ferner die Fliessbedingung (1.1) von der ersten 
Grundinvariante o, + 0, + o, des Spannungstensors unabhängig ist, darf man von 
den drei Normalspannungen die gleiche Grösse subtrahieren und daher annehmen, 
dass im gedrehten System von den beiden Normalspannungen oj, ‚0, eine beliebige 
null sei. Ist dann die andere ungleich null, so folgt aus (3.4), dass eine der beiden 
Schubspannungen Tz) T,„ verschwinden, also beispielsweise = = 0 sein muss. 
Damit ist aber der gegebene auf den ebenen seta A „I, Ty, ZUTUCK- 
geführt. Sind dagegen oj, unf o, gleichzeitig null, so folgt aus den ersten drei Trans- 
formationen, (3.1) bzw. aus dem Spannungskreis, dass auch in jedem anderen. Koor- 
dinatensystem mit z als Achse o, = o, = r,,, = 0 ist. Nach der vierten Transforma- 
tion (3.1) kann dann der Drehwinkel p so "gewählt werden, dass HR En = 
gilt, und damit ist der Spannungszustand wiederum auf einen ebenen oj, t , redu- 
Zee. 

Falls also die Bewegung nicht starr und die z-Achse Hauptachse des Tensors der 
Verzerrungsgeschwindigkeiten ist, dann lässt sich der gegebene Spannungszustand 
durch eine Drehung um die z-Achse in jedem Fall auf einen ebenen o,, 0,, Ty; 
zurückführen. Somit ist x eine Hauptachse des Spannungszustandes, und es muss 
jetzt nur noch gezeigt werden, dass auch z eine solche ist. 


4. Der ebene Spannungszustand 


Der Spannungskreis des ebenen Spannungszustandes o,, o,, T,, ist durch die 
Abszisse seines Mittelpunktes und seines Radius, also durch die Grössen 


Dp Cy so on Venlo, ae ae, (4.1) 


vollständig bestimmt. Daher muss sich die Fliessbedingung (1.1) hier auch in der 
Form 


Gi Hs) = © (4.2) 
und das Fliessgesetz in der Gestalt 
éy ie if 42 on (|, 
ei ro = [sr 2 oF (0, 2) (4.3) 


ZAMP X1/11 
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anschreiben lassen. In der Tat überzeugt man sich leicht davon, dass aus (Glo), ae 
Og = Tg Toy — 0 


il il 
2 a 
Vai LE 108 


Se een (4.4) 


folgt. Damit ist aber (4.2) gerechtfertigt. | 
Nach (4.3) führt die Bedingung y,, = 0, wenn die starre Bewegung wieder aus- 
geschlossen wird, auf 


0G 2 

ae =). 4.5 

hell rele ( ) 

Da &, und é, frei wahlbar sind, folgt hieraus t,, = 0, denn das Verschwinden des 


zweiten Faktors wäre nach (4.3) mit der Beziehung &, = é, gleichbedeutend. Damit 
ist aber nachgewiesen, dass z eine Hauptachse des Spannungszustandes ist. 


5. Körper mit Verfestigung 


Bisher wurde angenommen, dass das betrachtete Material idealplastisch sei. 
Lässt man jetzt auch Körper zu, die sich nach der Regel von PRAGER [10] oder 
nach der vom Verfasser vorgeschlagenen Modifikation ([9], S. 55) derselben ver- 
festigen, so sind in den Beziehungen von Abschnitt 1 die Spannungskomponenten 
rechterhand durchwegs durch die Ausdrücke o, — a, ..., Ty, — &yz, ... ZU ersetzen, 
und zwar gilt im Falle der Pragerschen Verfestigungsregel beim plastischen 
Fliessen [11] 

2 - 1 


hy = 3 CEpy eee ya EC Pyg sores (541) 
nach ihrer Modifikation dagegen 
CN CR NC TR Oe lsat (5.2) 


Dabei sind c und « positive Konstanten, deren Bedeutung in diesem Zusammenhang 
unerheblich ist, und ferner gilt zu Beginn des plastischen Flusses 


Cy =o bu 


Y 2 


Nimmt man an, dass die z-Achse in irgendeinem Stadium des plastischen 
Flusses Hauptachse des Spannungstensors, mithin (2.1) erfüllt sei, so folgt aus den 
in der angegebenen Weise verallgemeinerten Beziehungen (1.5) und (1.6) noch nicht 
(2.2); eine Hauptachse des Spannungstensors ist also im allgemeinen nicht Haupt- 
achse des Tensors der Verzerrungsgeschwindigkeiten. Das hängt damit zusammen, 
dass das Material mit der Verfestigung anisotrop wird. Nimmt man aber die 
Voraussetzung a,,— &,, = 0 hinzu, so kommt jetzt (2.2), und zudem schliesst man 
aus (5.1) bzw. (5.2) auf &,, = &,, = 0. Folglich ist jede raumfeste Achse, die während 
des ganzen Fliessvorganges eine Hauptachse des Spannungstensors ist, jederzeit 
auch Hauptachse des Tensors der Verzerrungsgeschwindigkeiten und damit auch 
Hauptachse des Verzerrungstensors. 

Nimmt man umgekehrt an, dass die z-Achse in irgendeinem Stadium des pla- 
stischen Flusses Hauptachse des Tensors der Verzerrungsgeschwindigkeiten, mithin 
(2.2) erfüllt sei, so kann man den Spannungszustand 0,— a», ...,T ae 7. 
gemäss Abschnitt 3 auf einen ebenen Oy = Cp Oy = Ch, € 2% niekiulten on 
im gedrehten Koordinatensystem insbesondere Tam — Le 0 lieh Sodann zeigt man 
analog wie in Abschnitt 4, dass Tyz — y, = 0 sein muss; da aber hieraus und aus | 
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Tg — %,—= 0 nicht (2.1) folgt, ist eine Hauptachse des Tensors der Verzerrungs- 
geschwindigkeiten im allgemeinen nicht Hauptachse des Spannungstensors. Nur 
mit der weiteren Voraussetzung a,, = a,, = 0 erhält man (2.1); da aber dann aus 
(5.1) bzw. (5.2) auch «,, = a,, = 0 folgt, ist jede raumfeste Achse, die während des 
ganzen Fliessvorganges Hauptachse des Tensors der Verzerrungsgeschwindigkeiten 
und somit auch eine solche des Verzerrungstensors ist, jederzeit auch eine Haupt- 
achse des Spannungstensors. 

Damit ist insbesondere auch für Körper, die sich gemäss (5.1) oder (5.2) ver- 
festigen, nachgewiesen, dass im Falle des ebenen Verschiebungszustandes (2.3) die 
Normale z zur Verschiebungsebene stets eine Hauptachse des Spannungszustandes 
IST) 
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Summary 


In an ideally plastic material any principal axis of the stress tensor is also a 
principal axis of the strain rate tensor. It is shown here that in plastic flow also 
the reverse is true. Besides, the validity of either statement is discussed for mate- 
rials obeying PRAGER’s hardening rule or its modification proposed by the author. 


(Eingegangen: 17. Dezember 1959.) 
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Buchbesprechungen — Book Reviews — Notices bibliographiques 


Festschrift Richard Grammel. Zum 70. Geburtstag am 3. März 1959. Unter 
Mitwirkung von A. BETZ, K. KLOTTER, K. MARGUERRE und E. METTLER heraus- 
gegeben von K. v. SANDEN (Springer-Verlag, Berlin 11959). 372.5... 21. Abb 
DM 52.-. 

RICHARD GRAMMEL ist uns vor allem als Gründer und Herausgeber des Inge- 
nieur-Archivs ein Begriff, als Redaktor der Mechanikbände des «alten» Handbuches 
der Physik, als Autor des bekannten Buches über den Kreisel, seine Theorie und seine 
Anwendungen, sowie neben C. B. BIEzENO als Schöpfer des berühmten Werkes 
über technische Dynamik. 

Die vorliegende Festschrift fügt sich als Band 28 in den Rahmen des Ingenieur- 
Archivs und enthält vierzig Aufsätze, die sich über das ganze Gebiet der Mechanik 
erstrecken und damit in schönster Weise für die Weite des Problemkreises zeugen, 
den GRAMMEL selbst durch seine wissenschaftliche Tätigkeit befruchtet hat. Diese 
Beiträge, von denen die meisten auch den Geist des Lehrers und Freundes GRAM- 
MEL dokumentieren, können hier nicht im einzelnen gewürdigt oder auch nur auf- 
gezählt werden. Immerhin sei auf das sympathische Geleitwort aus der Feder von 
BIEzZEno noch besonders hingewiesen, das mit der folgenden Beurteilung des 
Geehrten schliesst: «Fassen sie [die Schüler, Freunde und Fachgenossen...] in 
grösster Kürze zusammen, wobei jedem Wort volle Bedeutung zukommt, so ehren 
sie in ihm den grossen Gelehrten, der seinem Fachgebiet national und international 
sehr bedeutsame Dienste geleistet hat; den vorzüglichen Lehrer; den integren, in 
seinen Auffassungen nicht zu erschütternden Menschen, der in einer ebenso wahn- 
witzigen wie verbrecherischen Zeit seiner Hochschule, seiner Stadt und seinem Land 
mit Einsatz seiner ganzen Persönlichkeit und seiner ganzen Arbeitskraft mit 
grossem Erfolg gedient hat.» H. ZIEGLER 


Principles and Applications of Random Noise Theory. Von Jurius 
S. BENDAT (John Wiley & Sons, New York and Chapman & Hall, London 1958). 
431 S., 106 Fig.; $11.-. 

Das Bedürfnis, die vielen zerstreuten Erkenntnisse und Methoden über die 
Behandlung von geräuschbehafteten Systemen in zweckmässiger Weise zusammen- 
gestellt vor sich zu haben, wird mit dem vorliegenden Werk fast ideal gestillt. Da 
es sich in erster Linie an den Ingenieur wendet, müssen notgedrungen auch die 
statistischen Grundlagen und das mathematische Rüstzeug dargestellt werden. So 
behandelt das 1. Kapitel Zufallsprozesse, Charakterisierung der technischen Sy- 
steme und Korrelationsfunktionen. Leistungsspektren, aufbauend auf Fourier- 
Reihe und Fourier-Integral, werden im 2. Kapitel diskutiert und der Zusammen- 
hang mit der Korrelationsfunktion gezeigt, sowohl für stationäre wie nichtstationäre 
Zufallsprozesse. Das 3. Kapitel ist der Wahrscheinlichkeitstheorie gewidmet und 
angewandt auf die Analyse von registrierten Geräuschen. Im 4. Kapitel wird eine 
allgemeine Theorie gegeben über die optimale lineare Vorhersage und Filterung, 
basierend auf der Methode der kleinsten Quadrate und anwendbar auf lineare 
Systeme mit veränderlichen Koeffizienten, welche durch beliebige nichtstationäre 
Zufallsprozesse gestört werden. Die folgenden sechs Kapitel befassen sich mit phy- 
sikalischen und technischen Anwendungen, wobei aber das mathematische Werk- 
zeug entsprechend ergänzt wird. Eine besondere Rolle spielt die Autokorrelations- 
funktion, welche eine exponentiell gedämpfte Cosinusfunktion ist, zur Darstellung 
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von vielen vorkommenden Geräuschquellen (5. Kapitel). Für solche kann mit Vor- 
teil für die Messung von Effektivwerten des Ausgangsfehlers von linearen Systemen 
mit veränderlichen Koeffizienten eine Analogrechenmaschine eingesetzt werden 
(6. Kapitel). Eine wichtige Rolle spielt die Abschätzung der statistischen Fehler bei 
Autokorrelationsmessungen (7. Kapitel). Das 8. Kapitel zeigt, wie Probleme des 
gestörten Radio-Doppel-Empfangs zu behandeln sind, indem hier die Betrachtung 
der Umhüllenden und der Korrelation von Zutallsgeräusch dargestellt wird. Dabei 
spielt auch die automatische Verstärkereinstellung eine Rolle, welche berücksichtigt 
wird. Den optimalen zeitveränderlichen Filtern wird das 9. Kapitel gewidmet unter 
der Voraussetzung, dass das Geräusch durch eine exponentielle Cosinus-Korrela- 
tionsfunktion charakterisiert sei. Das 10. Kapitel befasst sich schliesslich noch mit 
dem schwierigen Problem der Zahl der Nulldurchgänge pro Zeitabschnitt, verur- 
sacht durch Geräusche. Die Betrachtung von RıcE wird dahingehend erweitert, 
dass als Signal eine Sinuswelle mit konstanter Frequenz aber statistisch veränder- 
licher Amplitude und Phase zugrunde gelegt wird. 

Da das Buch sowohl dem in der Forschung und Entwicklung stehenden Fach- 
mann wie auch dem fortgeschrittenen Studenten dienen will, sind nebst neuesten 
Erkenntnissen auch die grundlegenden Betrachtungen berücksichtigt worden. Wo 
dies nicht der Fall sein konnte, ist auf die entsprechende Literatur empfehlend hin- 
gewiesen. Ob zu jedem Kapitel eine Einführung und eine Schlussbetrachtung not- 
wendig sei, ist Geschmacksache, sicher ist, dass das vorliegende Buch eine spürbare 
Lücke in der Handbibliothek zu schliessen vermag für alle diejenigen, die mit sta- 
tistisch zufälligen Störungen in ihren zu bauenden Systemen rechnen müssen. 

H. WEBER 


Instationäre Wärmespannungen. Von Heınz PARKUS (Springer-Verlag, 
Wien 1959). 165 S., 34 Abb.; sFr. 38.90. 

Das Buch ist als Fortsetzung des vom Verfasser zusammen mit ERNST MELAN 
bereits 1953 im gleichen Verlag publizierten Bändchens Wärmespannungen infolge 
stationärer Temperaturfelder konzipiert. Es geht aber nicht nur in dem Sinne weiter, 
dass jetzt nichtstationäre Temperaturfelder betrachtet werden, sondern auch 
darin, dass neben elastischen auch viskoelastische und plastische Körper in den 
Kreis der behandelten Probleme einbezogen werden. 

Dem Ingenieur, der nach Lösungen in konkreten Fällen sucht, kann das Buch 
bestens empfohlen werden. Es gibt eine auch für den Forscher auf diesem oder 
verwandtem Gebiete sehr wertvolle und recht vollständige Übersicht über den 
heutigen Stand der Forschung und die zur Verfügung stehenden Lösungen; zudem 
ist die Dokumentation vorbildlich. Als Einführung dagegen ist das Buch weniger 
geeignet, da die theoretische Fundierung gerade in den entscheidenden Punkten 
sehr kurz gehalten ist, bzw. fehlt. So enthält das einleitende Kapitel eine relativ 
breite Behandlung rein mechanischer Prinzipien, die überall anderswo nachgelesen 
werden können und im vorliegenden Rahmen von sekundärer Bedeutung sind, 
während bei den in diesem Zusammenhang entscheidenden Grundtatsachen der 


Wärmeleitung die Exposition ganz fehlt und durch einige Literaturhinweise er- 
setzt ist. H. ZIEGLER 


Theorie der Stabilität einer Bewegung. Von JoEL G. MALKIN, in deutscher 
Sprache herausgegeben von WOLFGANG HAHN und RoLF Retssic (R. Oldenbourg, 
München 1959). 402 S., 20 Abb.; DM 47.-. | | 

Die Entwicklung der Regelungstechnik, der Astronautik und vieler anderer 
Gebiete bringt es mit sich, dass der Theorie der Stabilität von Bewegungen immer 
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grössere Bedeutung zukommt. Die klassischen Methoden, die auch heute noch eine 
grosse Rolle spielen, stützen sich auf die Linearisierung der Bewegungsdifferential- 
gleichungen. Es ist indessen schon früh erkannt worden, dass dieses Verfahren 
logisch nicht einwandfrei ist und in gewissen Fällen ein falsches Bild von den 
wirklichen Stabilitätsverhältnissen gibt. 

Die Grundlage für eine mathematisch strenge Behandlung des Stabilitäts- 
problems ist 1892 in seiner Dissertation durch LJApunow geschaffen worden. Auf 
dieser Basis hat sich die seitherige Forschung entwickelt; dabei hat vor allem die 
russische Schule grosse Erfolge erzielt. Das vorliegende Werk ist von einem kompe- 
tenten Kenner und Förderer der Materie in streng mathematischer Form ge- 
schrieben und fasst die vielen Einzelarbeiten auf diesem Gebiet zu einem ausge- 
zeichneten Lehrbuch zusammen. Die russische Fassung datiert von 1952; der 
deutsche Text enthält aber viele Verbesserungen von seiten des Verfassers wie der 
Übersetzer. H. ZIEGLER 


Gasentladungsröhren in der Nachrichtentechnik. Nachrichtentech- 
nische Fachberichte NFT, Bd. 9. Herausgegeben von J. Wosnik (Friedr. 
Vieweg & Sohn, Braunschweig 1957). 62 S., 99 Fig.; DM 8.50. 

Das vorliegende Heft enthält zwölf Vorträge, die von europäischen Gasentla-- 
dungs-Spezialisten an der Diskussionstagung in Aachen (Februar 1957) gehalten ı 
worden sind. Sie sind darum interessant, weil sie in einen Zeitpunkt fallen, in demi 
sich das allgemeine Interesse der Elektroniker von den Gasentladungsröhren eher: 
abwandte, um sich mehr auf die Halbleitertechnik zu konzentrieren. Die Gründe: 
dieses Verhaltens — vor allem der Automatiker — liegen zum Teil in den für elek-- 
tronische Schaltelemente relativ langen Schaltzeiten, in Unannehmlichkeiten imı 
Zusammenhang mit dem Löschvorgang sowie in den hohen Betriebs- und Steuer-- 
spannungen. Die vorteilhaften Eigenschaften dieser Bauelemente, wie hohe Le- 
bensdauer und grosse Robustheit im Betrieb, rechtfertigen offenbar weitere Ent- 
wicklungsarbeiten zur Verbesserung der Röhreneigenschaften. 

So wird berichtet über Massnahmen zur Verkürzung und Stabilisierung de 
Schaltzeit, über Untersuchungen von Zündempfindlichkeit und Löschzeit. Im 
Blick auf übertragungstechnische Anwendungen interessieren die Studien übe 
Störschwingungen und deren Vermeidung, während der Schaltungsingenieur nütz- 
liche Hinweise für die Entwicklung von Tor- und Zählschaltungen findet. Ein: 
besonderer Abschnitt ist den Sperröhren gewidmet, die im Frequenzbereich bis 
10000 MHz als Schaltdioden arbeiten müssen und daher besondere physiko- 
chemische Probleme aufwerfen. Der letzte Beitrag behandelt die Glimmröhren als 
Überspannungsableiter zum Schutz von Fernmeldeanlagen. 

Alle Abschnitte sind durch gute graphische Darstellungen, Oszillogramme, 
Konstruktionsskizzen und Literaturangaben bereichert. Das Heft bietet eine 
guten Überblick über den Stand der Entwicklung und die Möglichkeiten der tech- 
nischen Anwendung der Gasentladungsröhren und dürfte Physiker und Ingenieur 
in gleicher Weise interessieren. F.KUMME 


Praktische Spannungsoptik. Von L.Förpr und E. Mönch (Springer- 
Verlag, Berlin 1959). 209 S., 163 Abb.; DM 30.-. 

Die zweite Auflage dieses Buches, das in erster Linie für den in der Praxis täti- 
gen Ingenieur geschrieben ist, wurde zum grossen Teil vollständig neu bearbeitet: 


da seit dem Erscheinen der ersten Auflage verschiedene Methoden der Spannungs; 
optik erheblich verbessert worden sind. 
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Der erste Abschnitt gibt die theoretischen und experimentellen Grundlagen 
der ebenen und fiumlichen Photoelastizitat sowie eine Behandlung der mechani- 
schen Ahnlichkeitsgesetze, die fiir die U bertragung der ee vom Modell 
auf die Wirklichkeit wichtig sind. Im zweiten Abschnitt sind die besonderen 
Verfahren kurz Be während der dritte einige typische Anwendungen 
enthält, die am Spannungsoptischen Laboratorium ir Technischen one 
München ausgeführt worden sind. 

Im rate zur ersten Auflage, in welcher aus verschiedenen Gründen die 
einfache spannungsoptische Apparatur (mit Filter, ohne Linsen und mit diffusem 
Licht) der üblichen optischen Bank bevorzugt wurde, werden jetzt beide Ein- 
richtungen einander gegenübergestellt. Das neueste in München konstruierte 
Gerät vereinigt die Vorteile der ersteren (leichte Handhabung, gute Beobachtungs- 
möglichkeit grosser Flächen des Modells) mit den Vorteilen der letzteren (paralleler 
Strahlengang, Möglichkeit des Projizierens). 

Das Een ist ein Zeugnis der jahrzehntelangen Erfahrung beider Verfasser 
auf dem Gebiet der Photoelastizität und kann daher allen empfohlen werden, 
die sich mit dieser Wissenschaft und deren Anwendung beschäftigen wollen. 

W. SCHUMANN 


Handbuch der Physik - Encyclopedia of Physics. Herausgegeben von 
S. FLÜGGE und E. Creutz, Band 44, 1.Teil: Instrumentelle Hilfsmittel des Kern- 
physikers (Springer-Verlag, Berlin 1959). 473 S., 225 Fig.; DM 125.-. 

Der vorliegende Band der Flüggeschen Handbuchreihe befasst sich mit 
Apparaten zur Beschleunigung geladener Teilchen. Das Gebiet des Acceleratoren- 
baues hat sich im Laufe der letzte Jahre zu industriellen Ausmassen ausgeweitet 
und liegt heute nicht mehr ausschliesslich in den Händen des Kernphysikers, 
sondern eröffnet auch Ingenieuren, Mathematikern und Technikern ein weites 
Tätigkeitsfeld. Neuere Arbeitsprinzipien, wie etwa die Entdeckung des Prinzips 
der starken Fokussierung, hatten zur Folge, dass immer höhere Werte der Maxi- 
malenergie angestrebt werden, was natürlich mit einem entsprechenden Anstieg 
des Aufwandes verbunden ist. Es ist daher charakteristisch, dass diejenigen 
Physiker, die grössere Acceleratoren für kernphysikalische Experimente benutzen, 
im allgemeinen nicht mehr in der Lage sind, die Finessen ihres Beschleunigers im 
Detail zu überblicken. Und gerade für diese Physiker dürfte das vorliegende Buch 
von Nutzen sein: es vermittelt Kenntnisse über die wichtigsten Acceleratoren- 
typen und deren Wirkungsweise, ohne dabei auf alle diejenigen Einzelheiten ein- 
zugehen, die für den Konstrukteur von Bedeutung sind. 

Die zwei ersten Kapitel befassen sich mit dem Kaskadengenerator (E.BALDIN- 
GER) und dem Van-De-Graff-Generator (R.G.HERB) und ergänzen sich insofern 
vorteilhaft, als die Behandlung des Kaskadengenerators sich auf die Erzeugung 
der Hochspannung beschränkt, während Probleme, die beiden Acceleratoren 
gemeinsam sind, wie Ionenquellen, Strahlrohre usw., im zweiten Kapitel disku- 
tiert werden. Die Zirkularbeschleuniger werden in vier weiteren Kapiteln behan- 
delt: Zyklotron und Synchrozyklotron (B.L.CoHEN), Elektron-Synchrotron 
(R.R.Wırson), Betatron (D.W.Kerst) nnd Proton-Synchrotron (G.K.GREEN). 
Die Probleme der Teilchenbahnen, die Bahn- und Phasenstabilität, der Injek- 
tions- und Extraktionsmechanismus beanspruchen ihrer Bedeutung gemäss hier 
den weitesten Raum. Daneben werden aber auch die wichtigsten konstruktiven 
und technischen Fragen nicht vernachlässigt. Wie an allen Stellen des Buches 
werden zur Illustration in der Praxis ausgeführte Maschinen besprochen. Ein 
weiteres von SMITH verfasstes Kapitel über lineare Acceleratoren wird mit einer 
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allgemeinen Diskussion der Bewegungsgleichung eingeleitet. Elektronen- und 
Ionenbeschleuniger sind dabei separat behandelt. Besonders sorgfältig werden 
die für den Bau so wichtigen Toleranzforderungen besprochen und als Beispiele 
der Elektronenbeschleuniger in Stanford und der Beschleuniger für schwere Ionen 
in Berkeley angeführt. Im letzten Kapitel (D.J.HuGHEs) wird der Reaktor als 
Neutronenquelle für kernphysikalische Experimente besprochen. Die Wahl der 
in diesem Kapitel diskutierten Objekte erscheint auf den ersten Blick etwas 
willkürlich. Ein Vergleich mit vorangehenden Bänden dieser Handbuchreihe 
zeigt jedoch, dass hier eine Fülle von wertvollen Ergänzungen zu anderen Artikeln 
(vgl. zum Beispiel Instrumentelle Hilfsmittel des Kernphysikers, 2.Teil) geboten 
wird. Man findet Angaben über Energiespektren von Reaktorneutronen, charak- 
teristische Neutronenmessanordnungen sowie einen kurzen Überblick über Strah- 
lungsschutzmassnahmen. 

Wenn man den Zweck des vorliegenden Buches in der eingangs skizzierten 
Weise versteht und nicht eine erschöpfende Darstellung der behandelten Gegen- 
stände erwartet, wird man - sofern nicht der hohe Preis davon abschreckt — gern 
zum Erwerb dieses Bandes schreiten. F. HEINRICH 


An Introduction to Plasticity. Von WiLLiAM PRAGER (Addison-Wesley 
Publ. Co., Inc., Reading 1959). 148 S., 82 Fig.; $6.50. 

Das Buch ist als Übersetzung des Bändchens Probleme der Plastizitätstheorie 
angekündigt, das 1955 im Verlag Birkhäuser erschienen und in ZAMP 7, 471 (1956) 
besprochen worden ist. Tatsächlich stellt es eine modernisierte und erweiterte 
Fassung der deutschen Ausgabe dar. Neu sind die Abschnitte über Eindeutigkeit 
des anfänglichen Flusses im starrplastischen Medium unter gegebenen Lasten, über 
optimale Formgebung (Limit Design) und über einen Fall von modifiziert-pseudo- 
stationärem Fluss. Auch in den übrigen Abschnitten (zum Beispiel bei den Platten 
und in der Behandlung des Einflusses von Änderungen in der Geometrie des sich 
verformenden Körpers) sind neuere Resultate berücksichtigt. Die Literaturhinweise 
sind stark vermehrt sowie dem heutigen Stand angepasst worden, und schliesslich 
enthält die englische Fassung eine grössere Zahl von äusserst interessanten Übungs- 
aufgaben. 

Man kann sich fragen, ob der neue Titel dem Inhalt des Buches gerecht wird. 
Einführungen in die Plastizität gibt es viele; als knappe, meisterhaft klare, an- 
schauliche und zudem ausgezeichnet dokumentierte Übersicht über die zurzeit 
wichtigsten Probleme und Verfahren steht dieses Werk aber allein. H. ZIEGLER 


Approximate Methods of Higher Analysis. Von L. V. KantorovicH und 
V. I. KryLov (P. Noordhoff Ltd., Groningen 1958). 681 S., 68 Fig.; $ 17.-. 

Der vorliegenden englischen Übersetzung liegt eine vierte, offenbar unverän- 
derte Auflage des russischen Originals zugrunde. Die Autoren bemerken prinzipiell, 
dass heute ein viel umfangreicheres Erfahrungsmaterial über die Anwendungen der 
behandelten Methoden zur Verfügung steht als zur Zeit des ersten Erscheinens 
dieses Buches und dass der Einsatz von Rechenautomaten zum Teil neue Gesichts- 
punkte gebracht hat, und sie behalten sich für die Zukunft eine entsprechende 
totale Neubearbeitung des Stoffes vor. 

Der Inhalt umfasst: Lösung von partiellen Differentialgleichungen durch 
Reihenansätze; approximative Lösung von Fredholmschen Integralgleichungen ; 
Differenzenmethoden; Methoden der Variationsrechnung; Konforme Abbildungen 
mit Anwendung auf harmonische und biharmonische Probleme; die Schwarzsche 
Methode (Dirichlet- und Neumann-Problem). P. LAucHLI 
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Steady State Solution of the Relativistic Boltzmann 
Transport Equation’) 


Ivan ABONvI, Budapest, Hungary?) 


Introduction 


A detailed study of the Maxwellian velocity distribution function was made 
by F. JUTTNER [1]) as early as in 1911 from the point of view of relativistic 
mechanics. JÜTTNER’S treatment is based on a generalisation of the familiar 
phase-space method in which the Liouville theorem holds for the motions 
described by the relativistic equations of motion [2]. Then the distribution 
function is determined in the usual combinatorial way. 

Here we propose to follow another line of thought. Namely, we start from the 
relativistic Boltzmann transport equation given by CLEMMOW and WILLSON [3] 
and KEx-ıtı Goro [4] and complete it with the collision integral. Then we try 
to find the steady state solution of this equation. 


The Relativistic Boltzmann Transport Equation 


Let f(t, r,u) denote the distribution function of a system consisting of N 
identical particles, r the position and 


yn i LE (EL (1) 


aoe 
% = Es 
the reduced velocity of the particles (c being the velocity of light in vacuo). 


We note that 
(ey 


The particles of rest mass m, obey the relativistic equations of motion 


du Nr (2) 


Mr 


1) A part of these caleulations was carried out while the author was the guest of the Osservatorio 
Astrofisico di Arcetri, Firenze whose kind hospitality is gratefully acknowledged. 

2) Institute for Theoretical Physics, Eötvös University. 

3) Numbers in brackets refer to References, page 175. 
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where F is the ordinary force vector. The relativistic Boltzmann transport 
equation as given by CLEMMON and WILLSON is 


A 
Hy Z—wni+ Ge EV + VP} = (aoe 
where V, is the gradient operating on the functions of u, (Af/At)..,,. represents 
the change in the value of f produced by collisions during a time interval of 
unit length (invariant collision integral). CLEMMOw and Wırrson neglect the 
expression (Af/At).,.. because they do not take into account the role of the 
collisions. Though their approximation is appropriate for many practical 
applications, a more precise treatment of certain theoretical and practical 
problems demands closer consideration of this term. 

As is well known from text-books of statistical mechanics [5], for the mo- 
tions described by the Newtonian equations of motion the collision integral 
can be written in the form 


(N, =) (ff — ff) eg Ig, 9) 4Q dv’, (4) 


where / = f(t, r, v) is the distribution function for the system, and 


PGT 0) SN [en 0) oe dam Nes Cals (5) 


v and v’, v and v’ being the respective velocities of the colliding particles long 
before and long after the encounter; I(g, #) is the differential cross section of 
the collision; and 

g=|v—v’'|. 


Remembering the deduction of (4), it is easy to see that (4) is valid also in 
the case of relativistic motions described by (2). The only change to be made 
is the substitution for the ordinary velocity vw of the reduced velocity u. Then 
the relativistic form of the collision integral is 


(Si), = OF IN se 8) a0 au’, (6) 


coll, 
where g = |u—u’|, and 
fafire), Peter), foiena), papers), m 
u and u’, u and y’ being the respective reduced velocities of the particles long 


before and long after the collisions. 


CLEMMOW and WILtson have pointed out that the left hand side of (3) is 


an invariant scalar with respect to the Lorentz transformations. It is easy to 
see also that (6) is an invariant scalar. 
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So the complete Boltzmann transport equation in relativistic form looks 
like 


of @ il 
ot yi+ue Mo C | 


(8) 


= [EP — Ff) 8 Me, 8) 40 au’. 


In general — even in the case of the velocity-dependent Lorentz force — 
the term containing 
Vf: 


makes no contribution, and we shall therefore omit it in the following. 


Determination of the Steady State Solution 


We may call a state steady when 


of 

ie 
and when the collision integral has no effect on the distribution; in other words, 
when the state is not changed either by the time or by the collisions. These two 
suppositions made, we have to solve the differential equation 
1 


er ler (FV Jf=0. (9) 


Later we shall have to demonstrate, that the solution of (9) is consistent with 
the second supposition, i.e., that the solution makes the collision integral zero. 

For the time being we shall confine ourselves to one spatial direction and 
conservative velocity-independent forces only. Then the differential equation 
to be solved is 


0 0 
cu (1+ u,) 1? a + (m, c) 2 F(x) = 10% (10) 


This can be separated. Supposing a solution of the form 


f(x, u) = A(x) - Bin) 


we get 
1 Are (1 + „21? 1 BU) _ : 
F(x) A(#) UM, C? B(u) 


, 


from which we easily compute that 


f(x, u)= 6 expl— 4 Mg C° yi+u — 4 V(x)} , 
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Here V(x) = — i F(x) dx, and a and b are the constants of integration to be 
en later. In fs general case we find that 
Asa) 5 exp|— EM CF V1 + +u—a V(r)} ; (11) 
We can compute S, the entropy of the system under consideration, with the 
help of the distribution function in the form 


ne; II mr, u) log f(r, u) dr du, 


where k is the Boltzmann constant and the integration is extended over the 
whole phase space. Then denoting 


N = [| fir, u) dr du, (12) 
E= N E= [| {my ct +u2 + V(n)} ir, u) dr du, (13) 
we obtain > 
S=—kNlogb+akE. 


Taking into account the well-known thermodynamic relationship between 
energy E, entropy S and absolute temperature T°: 


De 
(oz), = 7° 


il 


we can conclude that 


In order to see the meaning of the other constant of integration we consider 
that we are describing a system consisting of N identical particles. The total 
number of particles, in the case of zero potential energy, is given by 


N= jf it, u) dr du = ve yi + a du, 


where V is the volume of the system. Performing a polar transformation of the 
variables of integration, we arrive at 


N=4nb vlexpl- — Eye + “| u2 du , 
0 
u being the length of the vector u. Let 
oo 
Lee and uw=shp, 
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then 


N=4nb v| expfi achp}sh?pcho dp 
0 © 


= 7 b V | exp{z a chy} (ch 3 mw — chg) dy. 
0 


This integral can be evaluated with the help of the following formula [6]: 


co 


opt zcht}chptdt= ~ ne (15a) 


0 


which is valid for 0 < argz <a and p > 0. Here HA) is the Hankel function 
of the first kind with the index #, obeying the following recurrence formulae: 


oi) ea 2p Hee), | 
| d (15b) 
| HO.) — HO (9 =2 2 HO). | 
So N can be computed to be 
7? ~ 2 2 n2bV 
= = bV {HD (a) + HY) (0)} = = He). (16) 
Then 
| ; Mm BE 
N PR N « ET 
D— qe (2 27) Hy (a) V (2 20?) Ft Mo C\ " (17) 
‘ ( BT. ) 
And so the distribution function of the steady state is 
; Mm Ge 
AN ra il Er, 
fr,u)= (2m), ap (ee em (m, c2 1 +2 + vn). (18) 
Car) 
It is easy to see that the collision integral (6) vanishes for this solution. 
One can demonstrate this statement by direct substitution, taking into account 
the fact that in the collision the normal components of the reduced velocities 


change their sign. So we can conclude that this solution is the appropriate one. 

In general, we have to use the complicated expression (18) which can be 
evaluated for a given value of m, c?/kT by using tables of the Hankel functions. 
But in the limiting case, when m, c?/kT > 1 we can obtain explicit results 
without such difficulties, making use of the asymptotic form of the Hankel 
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functions valid for large values of the argument: 


= 
sa Vy _x 
Aloe nee age (19) 
x being real and positive. Then we obtain instead of (17) 
N Mo c? \3/2 [Mo] 

ar 5 ak =I Aire] (20) 

and so the distribution function in this approximation becomes 

N me CRE ELEC recu 

f(r, a) = (see) er (ft + ur — 0}. (21) 


This may be called the relativistic Maxwellian velocity distribution function. 
In order to see its connection with the non-relativistic function, we transform 
the expression 
f(r, u) dr du 


into a function of r and v. Evidently 


f(r, v) dr du = fir, u) our dr dv, 


where /(r, v) is the distribution function with the new arguments and 0(u)/0(v) 
the Jacobian of the substitution. Taking into account that 


we easily compute 0(u)/0(v) to be 


So we see that 


which is exactly that given by JÜTINER [1]. 


Remarks 


Here we may call the attention of the reader to an already well-known. 
result, namely, that in general the law of the equipartition of the energy loses ; 
its meaning in relativistic statistics, because we cannot write the relativistic : 
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kinetic-energy as a homogeneous quadratic form of the velocity variables. In 
an unspecified case of m, c?/k T with zero potential energy, using (13), (15a) and 
(15b), one obtains the average total energy of the particle in the form 


/ Mo Cc 
ea er 
EestTli ; Mo c? ; £ (i R 7) 


(dash denotes differentiation with respect to the whole argument). Even in the 
case M9 ©? > k T this expression gives 
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Resume 


Depuis les travaux de JÜTTNER [1], nous connaissons la forme relativiste de la 
fonction de répartition maxwellienne des vitesses. Le traité de JUTTNER est basé 
sur une généralisation de la méthode de l’extension en phases, de sorte que le 
theoreme de Liouville est valable par rapport aux équations relativistes de 
mouvement. La fonction de répartition est déterminée par la méthode combinatoire 
usuelle. 

Ici, nous proposons de suivre une autre voie. Partant d’une forme relativiste de 
l'équation de transport de Boltzmann donnée par CLEMMOW et WILLSON [3] et 
Ken-ıtı Goro [4], nous proposons une expression relativiste de l’integrale de col- 
lision qui complete cette équation, et nous donnons ensuite sa solution pour l’état 
stationnaire. 
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The Transverse Flexure of a Thin Circular Plate 
Subject to Parabolic Loading over a Concentric Ellipse 


By W. A. Bassatt, Alexandria, Egypt!) 


1. Introduction 


The behaviour of transversely loaded elastic plates has for several years been 
the subject of much research. Many analyses have appeared of cases where the 
boundary of the plate is rigidly clamped, simply supported, or free, and the 
plate is under various distributions of normal thrust; excellent bibliographies 
are to be found in MUSKHELISHVILI’s book [1]?) and at the end of a recent 
paper by DEvERALL [2]. The problem has been extensively investigated in a 
series of papers [3, 4, 5, 6] for a thin circular plate subject to different types of 
loading over a concentric or an eccentric circle, when the edge of the plate is 
elastically restrained according to a general boundary condition which includes 
the rigidly clamped and simply supported boundaries as particular cases. When 
the boundary of the circular plate is free, and the plate is subject to sym- 
metrical or uniformly varying pressures over an eccentric circle and is supported 
at several interior or boundary points, exact solutions for the problem have 
been developed by the author [7, 8] through the application of MUSKHELI- 
SHVILI'S complex variable method. Appropriate expressions for the complex 
potentials, deflections and stresses have also been established [9, 10] for an 
elastically restrained circular plate which is partially loaded over a sector or 
over a segment of the plate. In two recent papers [11, 12] the bending of the 
same plate has been discussed, when uniform or hydrostatic loadings are 
distributed over the surface of an ellipse concentric with the plate. Making use 
of MUSKHELISHVILI’s complex variable solution of the first boundary-value 
problem in the theory of elasticity for elliptic plates ([1], p. 244), SAPONDZYAN 
[13] has determined the transverse deflection of a clamped elliptic plate uni- 
formly loaded over a concentric circle or over a confocal ellipse. 

In this paper we follow the same procedures adopted in the two previous 
papers [11,12], in order to derive the complex potentials which solve the 
problem of an elastically restrained circular plate subject to parabolic loading 
extending over the area of a concentric ellipse. Standard formulae for the 
complex combinations of stress components are used in the computation of the 


1) Department of Applied Mathematics, Faculty of Science, University of Alexandria. 
?) Numbers in brackets refer to References, page 190. 
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boundary and central values of the bending, twisting moments and shearing 
forces. The two limiting cases in which the loaded elliptic patch becomes a 
circle or a line ellipse are also considered. 


2. Basic Equations 


Let C denote the boundary of a thin circular plate, of centre O and radius c, 
made of isotropic homogeneous material whose PoIsson’s ratio is 7 and 
Younc’s modulus is E. If 2h is the thickness of the plate then its flexural 
rigidity is known to be given ([14], p. 3) by 


h? 
>. == een 
D=2E Gi: 


(2.1) 


Let z=x+iy=rei? be any point in the mid-plane of the plate which is 
chosen as the plane Z=0 of a rectangular Cartesian frame O(x, y, z). We 
assume that the plate is divided into the two regions 1 and 2 by the contour I’ 
of the ellipse 


x2 y? 
a ae a RS ET ET (2.2a) 
and we write 


e=@+0%, =? -#”=a2%, (2.2b) 


where & is the eccentricity of the ellipse (see figure). If p,(z, 2) (j = 1, 2) are the 


transverse load intensities at points of regions 1 (inside J’) and 2 (between I’ 
and C) then, according to the Poisson-Kirchhoff theory of the bending of thin 
plates ([14], p. 88), the small transverse displacements w, (j = 1, 2), measured 
in the upward direction OZ, at the point z satisfy the Lagrange partial diffe- 


rential equations?) 
DV: w, (2,2) = —B(% DE MAR (2.3) 


3) Bars are used to denote conjugate complex quantities. 


ZAMP XI/12 
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where V2 denotes the Laplacian operator 02/0x? + 0?/0y? = 4 02] 0202. The 
general solutions of equations (2.3) may be expressed in terms of four analytic 
functions 2,(2), w,(z) (j = 1, 2), usually called the complex potentials and two 
particular integrals W,(z, z) corresponding to the load intensities 2,(2, 2): 


w, = 22,2) + 29,2) + o,(2) +0, +W(42 G=1,2). (24 


Adopting STEVENSON’s nomenclature’) and method of specification of 
stress [15] the bending, twisting moments and shearing forces at any point z 
of the plate are furnished by 


0 — br = —4 (1+ 7) P [2 Re Ql Fa | (2.5a) 

+20 |, (2.5b) 
== VS 2 i 0>W,; 

V2 GHZ = CD (=) [2 (à + srl (2.5c) 


where the plate modulus P denotes Love’s flexural rigidity D divided by the 
thickness of the plate, Re stands for the real part and the primes on Q,, w,, 
and W, designate differentiation with respect to z. 

The transition conditions expressing the continuity of the deflections, 
slopes, moments and shears at any point on J’ may be taken as 


[w]e = 5: = sre. = =]; eo, (2.6) 


These conditions have been found extremely helpful in treating problems 


concerning partially and normally loaded thin circular plates (see References 
[3-12]). 


3. Boundary Conditions and Boundary Values of Moments and Shears 


Along the circular boundary C of the plate we shall assume that 


yO VB À 


w=0, == >= Sai. 
HE GI 
4) The relations between STEVENSON’s notations [15] and those used by TimosHENKo [14] are 
M,=-?hns, Ms=2hsn, Myg= —Mgy =2hS8s = — hun, 
On =— 2hnl,. 0, 22 sz, 


2 h being the thickness of the plate. 
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where À is a dimensionless restraining parameter and ß= (1 — 7)/(1 + 7). It 
was proved [3, 9] that the conditions (3.1) imply that 


d?w Ow 


w = 0 pe 
DR ne 0: 3-2) 
: ; ow, 
= a Oe [2 Re 0,0 + 5, | 
n—v nv—1 et oF | y= <a et (3.3) 
66 ch _ _P Ow 
eg, er ra = 
’ 0?W, a { 7 ae (03 ne W;) | : 
RO Se At nr. 
Re [2.03 + Go — A jes + | =o, (3.5) 
along C, where 
TEA = a4 
ee de gern, en = —p" (3.6) 


The boundary C is clamped or simply supported according as À = 1 (= co) 
or A= —B (» = n), respectively. Equations (3.3) and (3.4) are convenient in 
computing the boundary values of the moments and shearing force OZ. The 
boundary value of the shearing force rZ can be calculated by using (2.5c). All 
these equations have the advantage of not involving the complex potential 


O2). 
4. Complex Potentials for a Thin Circular Plate under Parabolic 
Loading over a Concentric Ellipse 


In two previous papers [11,12] the particular integrals and complex 
potentials corresponding to the load intensities p,(z, z) = constant po, Pa = 0 
and ,(z, 2) = Po * = Po ( + z)/2, pa = 0 have been completely determined. 
We now deal with the case 


pı(2, 2) = Po r=P22, Pa, z)=0. (4.1) 


In this case the total load on the plate is easily seen to be x p, a b d?/4 and the 
particular integrals may be taken as 


Wz,)=-—-Gkee, Wale?) =0, (4.2) 


where 


ee DE ee (4.3) 
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It is known that the conformal transformation 


zer [ae Hate (4.4) 


maps J’ on the boundary of the unit circle in the ¢-plane. The point ¢ corre- 
sponding to the point z on J'is therefore given by 


(4.5) 


where?) 
Ziege (4.6) 


Substituting from (4.2) in (2.4) and introducing the resulting expressions in 
the continuity conditions (2.6) we find, using (4.4) and noticing that along /' 


we have € = €- 


[2 Q(z) + zQ(z) + w(z) + w(2)]5 = > Ram 6 eM Fam ae hall > 
(4.7) 
292) + 00 + w'(2)}§ | 
1 , 1 (4.8) 
INA SE N Gre SN, | 
(Q()+O@kakePat eeeeer(eeoye, 9) 


[ON =2keP= 7 k[la—D C+ (a +d) EM] [2d2 + 2 (+O). (4.10) 


From (4.4) we deduce that 


de ab) ao dl” san, 
and hence (4.10) gives 
Lae Lo = sr Ber r (capes PEC. 4.12) 
Integrating (4.12) and introducing for convenience the notations 


U u U RO oe (4.13) 
we immediately get 


ign aa 
[ea], = 4 [Babar + Fh ug + pau +200 fo + Ki], (4.14) 


5) No confusion need arise between this definition of Z and the third dimension of the plate 


er in the stresses ıZ, OZ, xZ, and yZ, since the third dimension Z only arises in such 
S 
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where A, is a real constant’) to be determined. Substituting from (4.14) in 
(4.9) we conclude that K, = d? (3 a? + 6%)/2, and hence, using (4.11), equation 
(4.14) becomes 


2 d 1 
KO: = re 2 
EA): > la, | 
= LA [Sabdlogt +, fut fdu+2ab fr, (4.15) 
1 
+5 @ (302 + o>)| | 
The integration of (4.15) yields 
5 1 = Ts 
[RÉ = Æ [16 abd?zloge + >> ft (a us + b 1) 
+ ay Pa (8 a? + 13 0) aug + D (13 a? + D) v5} 
(4.16) 


1 5 
+ = a (at — 8 a? b? — 17 bé) u, 


— 5 b(15 at + 8 a2 b2 +b) vy + Ka), | 


where X, is an arbitrary constant that may be complex. From (4.4), (4.15) and 
(4.16) it is found that 

£ = il 3 
[2.2'(2) +008 = sek [Gp am — 25) 


+ = PP {a (9 a? — B) u, + b (a2 —9 2) vy} | (4.17) 
+a(3at— 113), +b (Oat — OA), + Ki]. 


Subtracting (4.17) from (4.7) leads to 


2 d 
WE = |= ara od] 


- [#5 (b v5 — am) — aus bu] 


1 


2 


| 

| (4.18) 
+a(175 + a? B? — 2 at) u, | 
2 ®).| 


— b (bt ++ 4a). — 5 


6) A pure imaginary constant 7K in [Q/(z)$ contributes a term 7K z to Q,(z) or Q,(z) and can 
therefore be dropped since it makes no contribution to w. 
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which, on integration, gives 

il 2 
(DE = zy À [4 ab (6 at + a2 b? + BA) loge | 


pt (at +17 a2 B® — 2b) uy + Baba? vr, 


4 


— 4 ft @ ug + 3.40%) — ay Fu —3 Kaz + Kal, 


where K, is a constant of integration. Since a pure imaginary constant in w(2) 
leads to w = 0 everywhere it follows that K, may be taken as real. Inserting 
(4.16) and (4.19) in the remaining transition condition (4.7) we deduce that 


K,= | @ (70 + 107 ab? — 2 at). (4.20) 


From (2.4) it follows that the terms 


il 1 = 


entering in (4.16) and (4.19) contribute nothing to w and can accordingly be 


ignored. Introducing the value of K, from (4.20) in (4.19) we finally see that 
the transition conditions along J" are satisfied by taking 


Aal = 2 k 16abd logé — >a a (17b4+8a2b2— at) u 
16 £ 


5 D (15 at + 8 a? D? + D) 0, 
j (4.21) 
a je (Ba? +13 b2) u, + b (13 a? + 3 b2) va) 


+ 35 f (au, +b %)], | 
(ola) = gy bh [400 (6 at + a2 52 4994) loge 

+, @ (7 08 + 107 a2 B® — 2 at) 

he (at + 17 a2 02 — 209) un, + 8abdv val 


1 1 
TEL ZEN — 5 fu]. 
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Substituting for € and £! from (4.5) in (4.21), (4.22) and remembering the 
definitions of #, and v, given in (4.13) we obtain, after considerable reduction 


5 Z+Z 
[Q(z)], = kab | Fe) + d? 2 log pas Z GG] , (4.23) 
Lo = kab [H() + za l(164 — 19490) log= 4 eZ K(2)| 
(4.24) 
where 
ZE je - =e (4.25) 


1 4 22 4 
F(2) =abz{1+ tea He Bag |. (4. 26) 


2 | 
H(2) = abd? 1-4 + de De eg |, 4.28) 


a Ÿ 37 45 fi b2 
2 
K(2) = (57) [48.0 — 63 + 490: + 4 (88a — 88 + 9) 37 | 


x (4.29) 
— 16 (16 « — 16 + 34-1) el | 


Letting b tend to a and & tend to zero in equations (4.21), (4.22) or equations 
(4.23), (4.24) we find that they simplify considerably to 


DE = > beat [4 log — 3] (4.30) 


[o(2)]} = À has [6 108% + 7]. (4.31) 


It is now immediately checked that (4.30) and (4.31) are in agreement with 
equations (2.13) and (2.16) of [7], p. 732 in the special case „=0,n=4. 
We now introduce the notations’) 


foe, Ze. (4.32) 


7) Accents in equation (4.32) do not indicate differentiation with respect to 2. 
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Assuming that n and s are any two integers including zero it can be easily 
proved that along C we have 


Re (RENT | 
Re [2 Z (5 | ae be iz jag | (4.33) 
sn) ft) 


Since the expressions involving Z in equations (4.23), (4.24) are not uniform®) 
inside J” (region 1) we deduce that these expressions should enter into 9, (2), 
(2), respectively and not in Q,(z), w,(z). Moreover, since we require w, to 
vanish on C it follows that these expressions containing Z have to be associated 
with other terms involving Z’ such that Re [z Q,(z) + @.(z)] vanishes along C. 
Equations (4.33) are applied in the derivation of the appropriate expressions to 
be added and the continuity conditions imply that they should appear in 
02,(2), @,(z) as well as in Q,(z), w,(z). It is found that these additional expressions 
containing Z’ have poles at z = 0. Terms involving negative powers of z have 
therefore to be added in 2,(z), w,(z) in order to remove these singularities at 
z= 0. To satisfy the transition conditions, these negative power terms must 
also occur in (,(z) and «w,(2). Equations (4.33) are then used to combine them 
with the appropriate positive powers of z so as to get zero deflection on C. 
Carrying out the foregoing procedure we find that the appropriate forms for 
the complex potentials 2,(z), @(z) may now be written as 


2x) = hab [2 qe) + a fz log “4 a + ZG = 2 Life) | 
ee eee 
5 (&-5)-3(G--AI], 
0.) = hab [—c2 ple) +, ar}? {(16 a — 19 + 90-2) log” a en 
+ ZK(z) - Z' T(z) + 3(3 0-1 — 1) Es = =) 
(4.35) 


— | 


16 fs 26 
RR x = —1 
8) The two branches of Z = (22 — f2)L!? interchane: i i 1 
et eae er ( ?) erchange when z describes a closed path round either 
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where o(z) is a function regular within region 2 and 


GS 


ne AU 112 LB 
ae == el (4.36) 
Te) = À. [48 à — 63 + 49901 + 4 (88 x — 88 + 9a) ca | 
_ (4.37) 
— 16 (160 — 16 + 30) À] | 
Adding (4.34) to (4.23) and (4.35) to (4.24) we get 
Q,(2) = kad [20 + Fe) + d2 le a _ Z Le) 
4) ip = 2? > Ve 3 \ (4.38) 
L 4 Z 
nn ul le a 
w,(2) = kab [= c2 @(z) + H(z) + = a? f2 {(16 x — 19 + 9 x71) er 
—Z2T)+3G0%-)(G-4)+4(8a-8+0) 14.39) 
Sree 74 16 Bee sis Be 
x (Le Fr) - 75060-104309 (al). 


Since the function y(z) appears in 2,(z), w,(z) as well as in 2,(z), m2(z) it follows 
that this function must be regular all over the entire plate. We have now to 
determine ¢(z) from the boundary condition (3.5) in which we put We = 0; 
The following terminology has been introduced in a previous paper [12] and 
will be used here. If (f) is a meromorphic function of the complex variable 
t (|t| <u < 1) which has a single pole of order s at ¢= 0 with principal part 


gt) = 3 a, 
then 
Reg fl) = 1) — El) - (4.40) 


Adopting this notation and applying (4.33) it can be shown from equations 
(4.34)-(4.37) that along C we obtain after some algebraic manipulation 


Re Q(z) = kab Re |{:g/(a)} + # {1 + 2 Reg = (2+ Sa , (441 


Re [2.2% (2)] = hab Re [{#p(2)} + a(t + 42 Reg oa (24 “Tt, (4.42) 
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arty : x; 
es Nr 


wy (2)| — —kab Re [2 p" (2) = 


Kar (Gta 79 +47 a 


i 
+ 16 (12% — 12 Pal) 


22 


1 
10 (oa 16 S364) =) 


Be 1]: 


J 


Inserting these expressions in (3.5) with W, = 0 leads to 


’ en zs 3j? 
Re[p + (12) zy'@) + (1-57) à {1 + is Reg (2 po 
nn {16 « S19 20 ee er (644-79 +4744 | (4.44) 


+16 (12a —12 + ot) I, — 16 (16% — 16 + 307) =) a | 


gt 


on C. This can be satisfied by equating the expression between the square 
brackets to 7 K, where K, is a real constant that can be ignored since it makes 
no contribution to w. Introducing for convenience 


z 


LE MON UE Na Se 2 +»)=0, (4.45) 


we get the linear differential equation 


3 
tpt) + myp)=y + À y; Reg (1 — A}, (4.46) 
j=0 
where 
D = (rn 41) a ie doom on 2 
un 24 At il 
16 
Po Ts (m + 1) @, 


en [8 (m + 1) d? — = (m — 1) (64 — 79 a4 + 47 x?) =: (4.47)) 


c? 


=; [On +1) + (m1) (440 + a2) ], 


8 4 
Va = sm — 1) (16-1601 +30). 
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For a clamped boundary A = 1, m = oo and the function ¢(z) is immediately 
obtained by putting À = 1 in the expression between the square brackets in 
(4.44) and equating the result to zero. 

In the general case where m + oo the solution of (4.46) is 


3 


yt) = + Dy, Si) + Kt, 
j=0 


where 


sh ii ml Reg [t-2/ (1— 2)12] dé (j = 0,1, 2, 3), (4.48) 


and K, is a constant of integration which, since m > 0 , must be zero, so that 
w(t) becomes regular at ¢ = 0. From (4.40) we have 


EL 
Reg ee (1 nn ey jen] Q = Pye zer 2 er = 5 Dre ge 7 > 0) ; (4.49) 


n=0 n=0 


where 


Cer elie QUE ee ; un Zi), 4350) 


Introducing (4.49) in (4.48) we obtain 
t 


Si(t) = feel Bun _ Le À dt = 2 Er, (4.51) 
0 


where 
| Bas (=0,12,3). (4.52) 
We therefore have 

plz) = p(t) = À. + dn Si(t) = — +2 6, 2", (4.53) 
where 

ô, = Ss yj À, = Yoon alma  Yalasa TVs Cota (4.54) 


The integral in (4.51) can be written in the equivalent form 


1 jail 


7 
Sit) = im fo (1 — v2) m2—j-1 = DE c, (1 — v?)"} dv, (4.55) 
n=0 
ap 
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and for even positive integral values of m it can be easily evaluated in terms of 
elementary functions. This corresponds to values of the restraining parameter A 
of the form 1 — n-! where n is an even positive integer. Having obtained the 
function g(2), the particular integrals (4.2) and the complex potentials (4.34)— 
(4.39) corresponding to the boundary conditions (3.2) and to the load (4.1) 
over the concentric ellipse are now completely determined. With these values 
inserted in (2.4) the deflection at any point of the plate may be computed. 


5. Central Values of Deflection, Moments and Shears 


Letting z tend to zero in (4.39) and (4.37) we find that the deflection at the 
centre of the plate is furnished by 


w,(0) = 2 04(0) = 2 kab [H(0) — c? (0) + a | u ans 
(5.1) 


+ (16 — 19 2 + 9%) log sl: 


Substituting for H(0) from (4.28) and for p(0) from (4.53), (4.54), (4.50), (4.47) 
and using the value of m given in (4.45) we obtain 


Br 
wy(0) = Re a - 2 f+ 5 + (16 — 19 6% + 94) | 
| (5.2) 
2 1 
x (log = a + (a? + 0?) {a b + (A — 2) a]. | 


Setting z = 0 in equations (2.5) leads to 


— 


a) Yo h=yh=0, 


3% — Vtg = —8 (1 Er) 290, (5.3) 
Yo + Yo = —4 (1 — y) Pw (0). 


From (4.38) and (4.39) it can be shown after some straightforward calculations 
that 


0) = bad [a (08°, - 42-4) +ab(1+ 5 8) 


Aa: 


+ Zac 


10 10 ta 


wf (0) = 7 arb [1 bd d? 2 [z | 2 (A — 2) d® + (2 — 19 62/8 + et) a/c 
2 2a il B—21c { 


With these values introduced in (5.3) the bending moments xy, and yx» are 
determined. 
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6. Boundary Values of Slope, Moments and Shears 


Substituting from (4.41) in (3.3) and remembering that W,=0 and 
k = p,/(128h P) we find the following formulae for the boundary maine of the 
bending moments and slope: 


Pa a op a __ poab 
n—v Nez a ( Oa Be SSIs | (6.1) 
; ae Zn I ö 
< Re Le pe} ++ 5° og Rega (2 + —)]. | 


where z = c e‘®. Inserting the value of (2) given by (4.53) we see that the right 
side of (6.1) may be written as 


Po a b Y S # 1 n 
a, G Fete Do cose n | : (6.2) 


where u = f/c, 
- a (3 En+2 — Cn#1 — 2 Ch) ’ (6.3) 
and y, c,, 0, are given by (4.47), (4.50), (4.54), respectively. Differentiating 


(6.2) with respect to 9 gives 
Ie ( Ow 
= € cle 


and hence from (3.4) we get for the boundary values of the twisting moment 66 
and the shearing force HZ 


00  c0Z Poab = he Ae 
mae Se SR ene sin 2 n 0. (6.4) 


There remains the determination of the boundary value of the shearing force 
vZ by substituting from (4.42) in (2.5c) which yields 


= b zs 3 f2 
(r2),., = — PT Re TE + @ Reg (2+-2-}], 6.5) 
and substituting from (4.53) we obtain 
De (a are 6.6 
A ess c 122, ou co2n 0] (6.6) 


where 


on Anti), + Al 20). (6.7) 


190 W. A. BAssALI ZAMP 


7. Limiting Cases 


As a check on the validity of the foregoing results we deduce as a limiting 
case the complex potentials corresponding to the same boundary conditions 
(3.2) and the same loading (4.1) distributed over the area of a concentric 
circle. Letting b tend to a and « (= &”?) tend to infinity in equations (4. 34)- 
(4.39) leads after reduction to 


aa. 0m 
LEN. 
2, = P27 [144 -5) lo], (7.3) 
wale) = — Fe [2 a4 (1-4) oe ee (7.4) 


which agree with the expressions obtained by putting s=4 and s’=6 in 
equations (3.39) and (3.40) of [3], page 15. Expressions for the central values 
of the deflection and moments and the boundary values of the slope, moments 
and shears immediately follow by letting b tend to a (e > 0) in the results of 
sections 5 and 6 and it is easily verified that the formulae obtained coincide 
with those given?) on page 597 of [4] in the special case n = 2. 

In the limiting case when the minor axis of the loaded elliptic patch tends 
to zero we have a line loading with variable load intensity p extending along 
the real axis from <= — a to x = a. Assuming that b tends to zero and fo 
tends to oo such that 2 5 p, tends to p, it is seen that the intensity # of this 
line loading at any point distant x from the centre is given by 


p=p(1-4)". (7.5) 


The complex potentials appropriate to this line loading are immediately 
obtained by putting ,/2 instead of b fo, f = a, f' = c?[a, d? = a? anda =1in 
equations (4.34), (4.35), (4.27), (4.29), (4.53), (4.54), and (4.47). 
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Zusammenfassung 


Auf der Basis der Poisson-Kirchhoffschen Theorie und unter Verwendung der 
komplexen Methode werden die Durchbiegungen und Spannungen in einer diinnen 
isotropen Platte unter einer parabolischen Belastung ermittelt, die sich über die 
Flache einer konzentrischen Ellipse erstreckt. Der Rand der Platte ist einer elasti- 
schen Bindung unterworfen, welche Auflage und Einspannung als Sonderfälle 
enthält. Es werden auch Grenzfälle der erhaltenen Lösung diskutiert. 


(Received: October 8, 1959.) 


Bemerkung zur Abelschen Integralgleichung 


Von JOACHIM FRIEDRICH, Berlin, Deutschland!) 


1. Die nachstehende Bemerkung bezieht sich auf eine Verallgemeinerung 
der Integralgleichung Mr 
Die Ale (1) 


5 Vr = 2 
x 


vom Abelschen Typ. Gleichung (1) stellt den Zusammenhang zwischen der 

seitlich beobachteten Strahldichteverteilung I(x) und der radialen Abhängig- 

keit der Strahlungsleistung je Volumeneinheit i(7) der zylindrischen Säule 

eines elektrischen Lichtbogens dar. Sie wurde zuerst von HORMANN [1]?) her- 

geleitet; ihre Lösung 7 

Dee (2) 
Tt . V2 = 


1) Osram-Studiengesellschaft für elektrische Beleuchtung. Nr | 
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 197. 
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ist von ihm ohne Angabe des Lösungsweges mitgeteilt und später mehrfach 
zitiert worden [2-6]. 

In gleicher Weise ist auch der Zusammenhang zwischen der Leuchtdichte 
B(x) [ed/cm?] und der radialen Abstrahlung je Volumeneinheit /*(r) [cd/cm?] 
eines zylindrischen Bogens durch die Gleichungen (1), (2) gegeben [7, 8]. Dieser 
Zusammenhang wird zumeist dazu benutzt, mittels eines numerischen Verfah- 
rens [1, 2, 9], vermöge seitlich beobachteter Messwerte für (x) bzw. B(x), aus 
(2) — oder rekursiv aus (1) — die radialen Abhängigkeiten zu berechnen. 

Im folgenden wird zunächst der Lösungsweg für eine verallgemeinerte 
Gleichung (1) beschrieben, anschliessend auf die Korrektur eines Ergebnisses 
für eine verwandte (von Surrın behandelte) Gleichung eingegangen und 
schliesslich eine Erweiterung des Wertebereichs für die Potenz des Kerns der 
verallgemeinerten Integralgleichung besprochen. 


2. Eine Verallgemeinerung von (1) stellt offenbar die Gleichung 


ne (3) 


0<a<1,p6+0,a=s,a + 0, f(s) stetig differenzierbar, dar. Multiplikation 
mit sP-1/(s® — zP)1-* und nachfolgende Integration ergeben 
(eee fs)ds _[ Ads f y(dt 

er = (= ae | I: 


2 3 Ss 


woraus nach Vertauschung der Integrationsgrenzen gemäss einem Satz von 
DIRICHLET [10] sowie mittels 
t 
es 1 TT 
(EP — s?)% (sP — zP)1-0 = Pp à ice (4) 


die Gleichung 


psinon 0 "sp f(s) ds 
a "Oz jf (s? — zP)i-= (5) 


z 


folgt. Die Ausführung der Differentiation nach partieller Integration liefert 
nun die Lösung 


_ psinar (a) RO 
y(t) = u Be lw | . (6). 
i 


Wird hierin f(s)= I(x), y(t) =2rifr), a= Ry sowie p = 2, «=1/2 und 
I (Ro) = 0 gesetzt entsprechend Gleichung (1), dann wird Gleichung (6) in der 
Tat identisch mit (2) 


. 
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3. Der verwandte Fall der Abelschen Integralgleichung 


” y(t) dé a 
are Wege 1 0 Sa) (7) 
ist von SUPLIN [11] behandelt worden. Sein Ergebnis enthält jedoch offenbar 
einen Druckfehler; es muss richtig lauten 


psinan ,,_ ) du 
i= ae Seat |g m et (8) 


Auch in dem bekannten Werk von SCHMEIDLER [12] muss anstelle des dort 
auf Seite 214 zitierten Ergebnisses (in Beispiel 42) unsere Gleichung (8) stehen. 


= 


Zum Beweise werde Gleichung (8) in (7) eingesetzt. Dann wird 


$ Ss t 
_ psinax #1 dt pad [ Plu) du 
f(s) = an re] (s? — DE (4 = apyı-a = (sP | (1? — | 2 


a a 


Nach Vertauschen der Integrationsgrenzen im zweiten und nach Anwendung 
von Gleichung (4) in beiden Summanden ergibt sich schliesslich die Identitat 


a) + fw) du 


Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann in diesem Fall a= 0 gesetzt 


werden. 
Mit = 1 folgt dann aus (7) die bekannte Gleichung 


is) = [2 (9) 


y( = = E ue +f en | (10) 


gemäss Gleichung (8) [13, 10, 14]. 
Mit «=1/2, p = 2 ergibt sich aus (7) die von v. MISES [15] betrachtete 


Gleichung 


mit der Lösung 


ain (11) 


= fa Der f2 


vb = a fée | (12) 


mit der Lösung 


ZAMP XI/13 
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Ein weiteres Beispiel von der Form (11), das bei der Untersuchung des 
Landestosses bei Segelflugzeugen auftritt, ist von SCHMEIDLER (12 \szitsert 
worden. 


4. Es lässt sich zeigen, dass die Integralgleichung (3) mittels der Trans- 
formation 
eat 3) t= a —i (13) 


auf Gleichung (9) zurückgeführt werden kann. Geht vermittels (13) die Funk- 
tion f(s) über in p(o) und y(f) etwa in n(r), so wird aus (3) 


o 


(ee i PR ME" 
# p ; (or) (eu 2) 0/P 
und mit 
ne) 
p (a? — z)e-Hib P(t) 
daher 


Dies ist eine Gleichung von der Form (9) mit der Lösung (10), welche nun durch 
Rücksubstitution wiederum Gleichung (6) als Lösung von (3) liefert. Ein 
solcher Ansatz (13) für den Spezialfall p = 2, x = 1/2 ist bereits von SCHMITZ [2] 
verwendet worden. 


5. Im folgenden werde nun die Integralgleichung 


S 


* 


f(s) = | (s? — 4) y(@) at (14) 
0 
behandelt, in der ausser dem bisher Gesagten ein Bereich (— 1 < 6 < n), p + 0 
und ferner eine hinreichend oft stetig differenzierbare Funktion /(s) zugelassen 
sein soll. | 
Gleichung (14) verallgemeinert die bisher betrachteten Fälle im Sinne einer 
Erweiterung des Wertebereichs für B; sie erfasst damit zugleich zwei weitere 
Spezialfälle. Der.eine (n = 1) ist in der bereits genannten Arbeit von SUPLIN 
(11] enthalten, während der andere Sonderfall (p = 1) mit einem Ergebnis von 
ROTHE [16] identisch ist, das im Hinblick auf ein Anwendungsbeispiel in der 
Wasserbautechnik entwickelt wurde. 
Es ist bemerkenswert, dass diese Verallgemeinerung, die einen gemeinsamen 
Ausdruck für alle bisher bekannten Anwendungen der Abelschen Gleichung 
liefert, ebenfalls mit verhältnismässig einfachen Mitteln zu behandeln ist. 
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Multiplikation der Gleichung (14) mit (2? — sP)*s?71 und nachfolgende 
Integration über s ergibt 


[ (2? — sey st f(s) ds = [er sense (em y(t) tds: (15) 
0 ù ù 
hierbei si —1 < y < n und B + u + 1 = n = 0 eine ganze Zahl. 
Wird nun das Integral auf der linken Seite von (15) etwa mit wo(z) bezeichnet 


/ (zo — sb)" sh f(s) ds = woz) , (16) 
J 
dann ergibt sich aus (15) durch Vertauschung der Integrationsgrenzen auf der 
rechten Seite 


he Ut ae zea) / (2b — 10)" y(t) dt (17) 


0 
wegen 


. p\B+u+l 
/ (zP — sp)" (s? == tp)P SPL ds = (2? =, “4 


t 


(wie durch die Substitution (2? — s?) = u (2? — tP) leicht zu sehen ist). 
B (8 + 1, 4 + 1) ist die Eulersche Betafunktion. 


Wird ferner 
1 


Vii 


Bono 


0 
re pale) = peut) (b= 0,1,..,0-1) (19) 
gesetzt, dann ergibt sich als Lösung von (14) 


1 0 
y(z) = pAIPBHIT (u Lye Oz ,(z) (20) 


7" 


oder 
nr 1 
= au et D TUE 


Bee I x P- ae (de dr. "(er — why f(a) a) a | 


Setzen wir hierin speziell = 1, dann folgt 


t 


i ont j 2 
0 = per “an ) C7 0 el de, (22) 


ein Ergebnis von ROTHE [16]. 
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6. Es sollen auch die Differentiationen in (21) noch ausgeführt werden. 
Wird hierbei jetzt f(0) = 0 gesetzt, dann ist zunächst gemäss (19) und (17) 


t 


alt) = [ (ur — sh" (8) ds (23) 


und weiterhin 
t 


[am fe-errwar fes rosal (24) 


Aus (24) lässt sich sofort ein weiteres Ergebnis von SuPLIN [11] ablesen, das 
hier dem speziellen Fall » = 1 entspricht. Gemäss (19) für À = 1 ist 


0 
> yall) = pal). 


Wird hierin y,(t) aus (24) eingesetzt, dann ergibt sich aus (20) mit w= — ß 
(wegen n = 1) die Lösung der Gleichung (14) zu 
t 
sin pr. ) du ~f"(u) u du 
W(t) = — u ı — |; 25 
AU Bx 1 vi) ae j | = 


für diese gilt also — 1 <  < 1 mit zweimal stetig differenzierbarer Funktion 
f(s) und keinesfalls allein 0 < 6 < 1, wie von SUPLIN angegeben. Es ist zum 
Beispiel y(t) = f(t) sehr leicht zu sehen für 6 = 0. 

Die weitere Differentiation gemäss (21) ergibt nun die Lösung 


(t) il 1 
Lo Tbe iris) een 


a ay | (tb — nb) Hd (y) u du | 


(26) 


der Gleichung (14) mit den Voraussetzungen der Nr. 5. Die Koeffizienten a,, 
genügen dabei den folgenden Bedingungen: 
Es ist 


O fir Ri no, 
ipo} LIU k=, | 


| Ya + Gi pa Vi, 
(k>1,4> 0). 
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Ferner ist k 
foe] | Plat 4 hs (28) 
bi = + pu —#)]; (29) 


die Laufzahl A läuft in diesen Formeln von 1 bis n. 

Für n = 1 wird gemäss (28) a), = (1 + pu), gemäss (27) wird a,, = 499 = 1. 
Damit ergibt (26) das bereits vorher abgeleitete Suplinsche Ergebnis (25). 

Ist jedoch (0) + 0, [dann tritt auf der rechten Seite von Gleichung (26) 
noch ein zusätzlicher Summand 


p 
FE Tr 1 


1) eee (u —ın a 1) fe(u-nt+1)-1 


auf. 

Die Untersuchungen haben gezeigt, dass auch die Lösung der hier bespro- 
chenen weiteren Verallgemeinerung der Abelschen Integralgleichung, deren 
Spezialfall eine Anwendung in der Gasentladungsphysik besitzt, mit einfachen 
Mitteln erreicht werden kann. 
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Summary 


In this paper the solution of a generalized integral equation of Abelian type is 
communicated with references to an application in gas discharge physics and, on 
the other hand, to the correction of a result in the corresponding literature. An 
extension of the validity range of this equation has been considered furthermore. 


(Eingegangen: 5. September 1959.) 
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A Linear Heat Problem with a Moving Interface 


By Rosert E. Gipson, London, England!) 


1. Introduction 


In this paper we consider a one-dimensional heat conduction problem which 
possesses some unusual features, and which may be formulated as follows: we 
seek functions u, (x, t) and (x, t) governed by the equations 


2 O'U, _ Om : 1 
1 0x2 = DE ? 0 <x € s(t) ’ ( ) 
> OF Ou. 

Rs ER 2 - 2 
TE a s(t) <*<00, (2) 


and satisfying the initial and boundary conditions 


u4(0,t)= g(t), #>0 (3) 
Us|S(t), 2] == als, = hd, 0 (4) 
(x, 0) = f(x) , (5) 


where the functions g(¢), A(t) and f(x) are given. The motion of the boundary 
x = s(t) separating the two regions is also specified, and we suppose further- 
more that s(0) = 0. The problem as stated above for the semi-infinite domain 
x > 0 consists in reality of two distinct problems, one relating to the interval 
0 < x < s(t) (region 1) and the other to the interval x > s(¢) (region 2). Prob- 
lems of this type involving one or other region arise in a variety of physical 
situations some of which have been discussed by authors [1 — 4]?). In these 
papers solutions in closed form are given to examples in which g(é) and h(t) are 
constants, f(x) is a linear function, and s(f) is given by 


SE IE (6) 
or 


She, (7) 


but, save in one instance [3], the techniques adopted cannot readily be extended 
to resolve problems involving boundary conditions more general than these. 


1) Imperial College, University of London. 
*) Numbers in brackets refer to References, page 206. 
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We shall shew that for both regions the determination of a solution can be 
made to depend upon the possibility of solving a singular Fredholm equation 
of the first kind. In particular, when the motion of the boundary is restricted 
to the form (6) or (7) the kernel of the integral equation reduces to atype which 
enables a formal solution to be obtained in terms of a contour integral. We find 
that when the boundary moves with uniform speed the conditions for existence 
of the integral are not unduly restrictive, but when it moves according to (7) 
conditions must be imposed which are unlikely to be satisfied in many practical 
problems. For this latter case an alternative form of solution is discussed. 


2. The Temperature Distribution in Region 1 


2.1 Derivation of the Integral Equation 


In region 1 the problem reduces to the determination of the temperature 
field u(x, £) satisfying 


O2u Ou : 
oa Des), (8) 
u(0, t) = el), t>0, (9) 
and 
u[s(t), = h(t), t>0, (10) 


where, for convenience, the suffix has been dropped. 

It is evident from condition (9) that some simplification results by intro- 
ducing a doublet of strength g at the origin, and taking a new dependent 
variable 


t 
atu = fetn G (x, t— Dede, (11) 
Za Vz 
0 
where F 
G(x, t) = (2 exp (7) 
Since 


u(0, t) = v(0, t) + gt) 


it follows that v must satisfy 


dv ov 12 
er bein Div ste (12) 
DO A Br) (13) 


and 


v{s(é), 1] = A() — “a Gye Sa) een. 01 (14) 
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We now seek a solution of the form 
v(x, t) = [vo CHE EC No (15) 
0 


where g is an arbitrary function, and this choice ensures that (12) and (13) are 
met with. It should be noted that as ¢ > 0 


v — 2 a Vx ek) : 


but this violates no imposed condition since region 1 also vanishes at this limit. 
Finally, condition (14) at the moving boundary leads to the following 
integral equation for the unknown function (8): 


[r@{GbO-E0-CEO+E Da | 
ö (16) 
= hae ee G [s(t), ¢ — N @— Tide, 
which may be written in the form 
[ro sinh [520] exp(— #5) df = 10, (17) 
0 


where the right side of (16) is denoted by 


2.2 Solution for Region 1 whens = at 
This integral equation may be solved when the boundary moves with 
uniform speed, for then 
SC, (ca A), 


and the hyperbolic function in the integrand of (17) may be absorbed in the 
unknown function. By obvious changes of variable (17) can be cast into the 
form of LAPLACE’S integral equation (see [5]) with the solution 


PIE) = 28 cosech( EE) „I i (carp) exPOR) ap, (18) 


c-100 


where the choice of the real constant c will be dictated by the form of y. This 
constitutes a purely formal solution to (17) under the conditions stated, and it _ 
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has been tacitly assumed that A(t) and g(t) behave in such a way that the 
contour integral (18) exists; the restrictions on g and / which ensure this are not 
severe, but we shall not pursue this point further here. 
As an example of the application of the method consider the simple case 
where 
g= fp, (const) and h= h, (const) . 


From the definition of x it follows that 


DR ler 


where the complementary error function is defined by 


The integral (18) may be evaluated by standard methods, and we quote here 
only the final result, namely 


p(é) = Me [#0 coth( #5) — L cosech( #5. exp(,%)] : (20) 
whence it follows from (20), (15) and (11) that 
We: : 
w= 25 erfo( an a Wa exp ar) J [#0 coth (Zr) | on 


— g, cosech (7 a :) ex (=: “| sinh (“3 ) exp(4 4:7) dé. 


2.3 Solution for Region 1 when s = Bt? 
In the next case we suppose the boundary to move according to the law 
se pr? 


and in these circumstances equation (17) reduces to a form which can be solved, 
at least formally, using Mellin transforms [6]. Writing 


C= and t= 2ayi 


3 
2ayt 


we have from (17) 


ote a sinh (fe &) exp(— 2) dé = win), (22) 
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where 


The Mellin transform of y is denoted by 
y*(o) = | ptr) dt 


u 


0 


with a similar notation for the other variables. Thus multiplying (22) by 7°”! 
and integrating over (0, co) we obtain 


*(0) = p*(o) 2°-9? 7 (1-0) exp( 4”, ee 
(2 Wp 8 a? Gay ay2 = ay2 

where D is WEBER’S parabolic cylinder function (see for example [7]). Solving 
for p* and inverting we find 


b+100 à 
— 2312 ex AP 28 pate à ee? poe ay aa pis eee 
p(£) exp( 8 =) 2 zu Tao, (Dec, (—Blay2) —D,_, (Bla V2)] 
(25) 


If, however, we consider the example of the preceding section where g and h 
are supposed constant we find, from the definition of y and (23), that 


VIT) = = exp (4) Lo — % erte( 4.) = A say, (26) 


the Mellin transform of which does not exist. This difficulty may be overcome : 


for example by introducing an exponential factor to ensure convergence of the: 
Mellin integral. We take 


p(t) = y(t) exp(—6t), O6>0, 
of which the Mellin transform is 
"(C= (oho, Reig) = OF 


The contour integral may now be evaluated using the calculus of residues, and 
we find that 


& A X Ba li = (—1)” gin +3)/2 5" er 
p(s) exp( 8 =) u (m2 [D_,-1 (-Blay2) D, ; (Bla y2)] 


of which only the first term contributes in the limit. The expression may be 
simplified by using the known result 


D_,-4(*) = oe EE exp (— +) u [exp (>) erfc tall x 


(27) 
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where n is zero or a positive integer, and the solution is now expressible in the 
form 


hy — go erfc (B/2 a) 


E = 2 
Pe 2 aynerf(ß/2 a) = 
It follows from (15) and (11) that 
U = & + (ho — 80) zen (29) 


erf(ß/2a) ’ 


a result obtained previously by GRINBERG [1]. It may be noted that for this 
particular example the rather involved procedure outlined above can be 
avoided for the integral equation (22) may be solved by inspection. Further- 
more, if the function y is expressible as a polynomial: 


wit) = > a, u u = 
it is seen from (22) that 


pe) = >of 


where the coefficients b, are determined from 


‚ 28 +4n)/2 exp (— B2/8 a?) 


n u 


a, FP (i+ 4,)(D_y_,, (Clay?) D. ,(6lep2)] 


3. The Temperature Distribution in Region 2 
3.1 Derivation of the Integral Equation 


In the second region x > s(t) we seek a function u(x, t) governed by 


O?u ou 
DR 30 
2 Ox? (he © (30) 


which satisfies the initial condition 


x, OV = fle) % > 0 (31) 


and the boundary conditions 


HIS) th = At) kee OG (32) 
Ou 
ay (co, 7) =0, (33) 


where f(x) is assumed to be of bounded variation. 
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If a solution of (30) satisfying (33) is chosen of the form 
waa [HE GED + CO +&N]dE, (34) 
2ayn . 


then this corresponds physically to the temperature at (x, ¢) due to an initial 
temperature distribution f(x) in x > 0 and A(x) in x < 0. Since of these initial 
conditions we are concerned only to ensure that (31) is met with, we are at 
liberty to regard À as an arbitrary distribution which must be so adjusted that 
the remaining requirement (32) is satisfied. In this way we are led to the follow- 
ing integral equation for A(é): 


2 ar h(t) - [un Gish — HA GRO ee Mae (35) 


3.2 Solution for Region 2 whens = at 


When the boundary maintained at temperature /(f) moves into the medium 
at a uniform speed a, the above equation reduces to 


2ayxi ni en( 24) = | [ie eo( $8) «2 ex0(384)] exe alt) à 


0 


and following again the methods of [5] it can easily be shewn that a formal 
solution is 


c+ico* 


ref) aya | ap * aarp) PPE + aoa]? | 


As illustrative of the method we consider the case where the temperature 
at the moving boundary is invariable, namely when 


h = h, (const) . 


The evaluation of the contour integral presents no unusual features and it is 
found that 


HE) = ho [1 + exp )] — 4 exp( À), 
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which enables the temperature distribution to be expressed in the form 


_ Mm % ly Du. x — 2aœt 
un erfc © = 7) en: exp| — my (x — a ] Se) | 


[ee] 


2 


2 Fr exp(—qaq) fie) sinh [E69] exp — Zar) de. | 


An alternative method of approach to these problems of region 2, which 
has been exploited by BENFIELD [4] and GRINBERG [1] and which is discussed 
in [3], depends upon the introduction of a system of moving axes with origin 
embedded in the moving boundary. This is tantamount to taking a new space 
variable 

= — Sib), 


in terms of which the governing equation (30) becomes 


PR a ag gta ee 
02? GEO? Ot © 
The success of the method depends upon two circumstances: the boundaries 
are now ‘fixed’ at z= 0, oo, and furthermore, since ds/dt is constant, the 
independent variable ¢ may be eliminated temporarily by means of a Laplace 
transform. It is clear, however, that no special advantage would have been 
gained by using this approach to the problems of region 1. 


3.3 Solution for Region 2 when s = B t!!? 


An argument corresponding closely to that of Section 2.3 can be appealed 
to for deriving the solution in region 2 appropriate to the case when the 
boundary moves according to (7). By the same changes of variable as used in 
that section, the following equation for determining À may be derived 


[uc ¢) exp(—£ 2-2) db = (2), (39) 


where 


u) = Vrexp( Er) 4 (4) - fre cyexp(E 2-2) ac, 


and using the Mellin transform as before it can be shewn that 


1 PF za-oy *(6) exp (—f?/8 a?) E~° do 
i HPLC (40) 


T'(1— 0) D,_, (Bla V2) 


b—ico 
and the remarks concluding section 2.3 apply mutatis mutandis to the above 
solution. 
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4. Concluding Remarks 


The problems discussed in this paper may be generalized in two obvious ways. 

Firstly, the condition s(0) = 0 may not be satisfied, and in this event 
some initial temperature distribution will be prescribed in region 7 as well as 
in region 2. In region 2 a change of variable 


y = x —s(0) 


reduces the problem to that already considered above. For region 1 it would 
be natural to attempt to extend the methods used in the paper and choose as 
unknowns the initial temperature distributions outside this region, that is in 
x < 0 and x > s(0). A similar problem where this procedure proved successful 
is discussed elsewhere [8]. 

Secondly, when the boundary moves in a manner other than according to 
(6) or (7) it seems unlikely that explicit solutions can be obtained by the 
methods used here since the kernel of the integral equations will no longer be 
expressible in product or difference form. An exception to this may be noted: if 


s=att+ pyle 


a solution for region 2 may be found. 
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Zusammenfassung 


Die Temperaturverteilung in einem Körper, der den Halbraum einnimmt, 
x = 0, wird unter folgenden Bedingungen bestimmt: 

1. Die Temperatur der Oberfläche x = 0 ist eine gegebene Funktion der Zeitz, g(t). 

2. Die Temperatur einer gemäss x = s(¢) fortschreitenden Fläche stellt eine ge- 
gebene Funktion der Zeit, h(t) dar, wobei s(0) = 0 und h(0) = g(0). 

3. Bei 7 = 0 ist die Temperaturverteilung des Körpers eine gegebene Funktion 
von x, f(x). 

Die Lösung des Problems wird auf jene einer linearen Fredholm-Integralgleichung 
zurückgeführt. Es wird gezeigt, dass diese Integralgleichung eine explizite Lösung 
besitzt, wenn die Funktion s(¢) proportional zu ¢ oder f1/2 verläuft. 

(Received: October 2, 1959.) 
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Die Harmonischen der Rotationsenergie bei der Schubkurbel 
und verwandte Fourier-Reihen 


Von WALTHER MEYER ZUR CAPELLEN, Aachen, Deutschland!) 


1. Grundlagen 


Während die Koeffizienten der Fourier-Reihe für die Bewegung des 
Schubgliedes 3 und für die Winkelbewegung der Koppel 2 (Figur 1) nicht in 
Form geschlossener Ausdrücke anzugeben sind [1, 2, 3, 6, 7, 8]?), können, wie 
hier gezeigt werden soll, für die Rotationsenergie des Koppelgliedes, welche ja 
proportional dem Quadrat ihrer Winkelgeschwindigkeit ist, einfache Entwick- 
lungen angegeben werden. 


Figur 1 
Geschränkte Schubkurbel. 


Aus Figur 1 liest man mit, « als Kurbelwinkel, A,F=e, AJA =a, AB=c 
und A=alc, e=elc, wobiA+te=s1l sein muss, für den Koppelwinkel @ die 
Beziehung c sing = e + asin« oder 


sing = e + Âsina (1) 


ab. Durch Differentiation folgt hieraus für das Verhältnis 


Wy dyjdt dp 


© daldt da. 


= 


1) Lehrstuhl für Getriebelehre, Rhein.-Westf. Technische Hochschule. 
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 217. 
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die Gleichung 


PERL BEN ee (2) 
da cos @ 
worin 
cos? =| = sin? = | — (€ a À sin a)? (3) 
ist. 


Da die Rotationsenergie des Gliedes 2 von 1/cos?p abhängt, soll zunächst 
dieser Ausdruck analysiert werden. 


2. Vergleichsreihe 


Hierbei lässt sich die Aufgabe leicht durch Vergleich mit einer von der 
zentrischen Kurbelschleife her bekannten Entwicklung [4, 5, 7, 8, 10] lösen. 
Es gilt fir 0 nee) 


n (n + cosa) 
20 1 + 7° + 2 cose 


= n cosa — 7? cos2-a + m?cos3a— +. +, (4) 


und danach auch offensichtlich 


il 1 


Yo Te 
oder 
1 1 2 
Yo =e Zee ee u vor mi) Ce 


n=1,2,... 


3. Die Reihe für y = 1/cos’p 
3.1 Partialbruchzerlegung 


Nach der von der Integralrechnung her bekannten Methode der Partial- 
bruchzerlegung lässt sich hier schreiben 


1 il 


IT os Tele Asmaje a: (6) 
worin 
1 1 dl il 
I: er PRE ee 
Y1 2 VW. eine | Ji 2 iL = & = 7) Smee (7) 


bedeuten. Jeder der beiden Ausdrücke lässt sich jedoch auf y, nach Gleichung 
(5) zurückführen. 


>) Es) kann auch je 


< 0 sein, aber bei de kti i 
Die N r praktischen Anwendung gelten die oben 
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3.2 Entwicklung für y, 


7 Erweitert man y, mit dem zunächst unbekannten Faktor u, und führt 
a = 2/2 — « ein, so wird 


Hl? Se 2 : (8) 


Vi == u —— 5 — 
= M (1 + €) + u, A sina 1 + 7% + 2 4, cosa 


sofern 
wy (Le) =14t7R und mA=2n (9) 


gesetzt wird. Addiert und subtrahiert man beide Gleichungen (9), so folgt 
durch Division 


fp14+,\2  1+e+1 
| i) = eas) 9) 
oder 
Zu = 7 ie = ere | SE 2 
Pe) pee ah Si (11) 
Vi+ A446 +Vl— 9478 
Ferner muss 
2 
Li = = (12) 


sein. 
Da innerhalb der gegebenen Grenzen (vgl. auch Grenzfalle Absatze 3:50 
und 4.2c) der Parameter n, kleiner als 1 bleibt, gilt somit 


Æ 1 2 = 
ne a Yo (71 a) oom 7 = — 2 cz ne DA (= n)" cosn a) Q (13) 
3.3 Entwicklung für Vo 


In gleicher Weise liefert die Erweiterung von Y» mit w,/2 und die Einführung 
von «* = 7/2 + «a jetzt 


_ le ICE ED Mal? : 
2 RAN (na, «*) = T+ 72 + 27, cosa* ’ (14) 


und in ähnlicher Weise folgt aus der Bedingung 
fy (1—e) = 1+ 95, Ua À = 2m (15) 


der Parameter 7: zu 


_ yit@—)-yi-t9 _ U-9 UFER (16) 
urn aa y As A 
mit 
a= (17) 


ZAMP XI1/14 
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Es gilt somit n, = nı (—é). 
Damit hat y, die Form 


r 5 1 2 
| 


3.4 Entwicklungen für y selbst 


Beachtet man nun die Umformungen 


cos2n& | 
= con + 2 0) = (—1)" cos2 7a, (19a) 
cos2 n a* | 
cos(2n— 1) ah te 
| = cos | z Len x ma (2 —1) «| Soe (21)\"snn ui 
cos (2 » — 1) a* | "i 
(19b) 
so führt die Addition der Gleichungen (13) und (18) auf 
1 
u à (20) 
Bene | 
a Rios 
Hierbei wird 
il n , N il 
Ay= | er 7 pial = ae ele (21a) 
As, = NY (% mi" + V2 13”) , (21b) 
Benoa Clim rm" *) , (210) 
wobei die Abkürzungen 
= An 1 2 Ne 1 


in = Size 5 ey = == SS —|_ — 
ee A Pee ee 


benutzt wurden. 
3.5 Sonderfälle 


a) Für 2 =0 wird getrieblich die schiefe Kreuzschleife erhalten, es wird 
y = 1/(1 — &?), das heisst, es wird 
il 
Ay = aes 


und alle anderen Koeffizienten verschwinden, wie auch fiir M = 2 = 0 aus 
den Gleichungen (21) folgt. 
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b) Für e = 0 liegt die zentrische Schubkurbel vor, und die Gleichungen (11) 
und (16) liefern 
Eile, ee a 
M = MR=7—=- —= 1—y1— À 
b= Ye 2) VALVE 3 ( | À ) (223) 
sowie 


hey —— : (22b) 
Somit verschwinden — da ja auch y jetzt eine gerade Funktion ist — sämtliche 
B, und es folgt vereinfacht aus den Gleichungen (21a) und (21b) 


il 


A = Po) = == 
0 Vi — 2 


, (23a) 


Ao, = (—1} 29 n°. 23b 
i 


c) Für e + À = 1 erhält man den Grenzfall des Getriebes mit Verzweigungs- 
lage. Dann geht aber y für « = 2/2 nach Unendlich, die Reihe konvergiert 
nicht, wie auch aus Gleichung (21d) zu erkennen ist: Für e += 1 oder 
4 =1-—e geht v, nach Unendlich. Es muss also hier € + À Len 

3.6 Geometrische Deutung der Parameter n, 
Die grössten Werte des Koppelwinkels, welche für « = n/2 und « = — 7/2 


erreicht werden, seien @,,,, und @,,;,- Für diese gilt 


i . e—a N 
SUC = ae À qe es SIN Qin in = € — = E — A, 


und setzt man dann 
Par = 5 —2P> Pmin= 2 20) 
so wird 
V1+6+2=V1+cos2yp=pZcosp, V1 (E+2)- V2siny, 
V1+G—e=p1-cos28-p2sn, V1 — (Ge) =/2 cose. 


Also folgt 
cosy — cos® _ sind — siny 24 
1h cosy + cos® ’ BR sind + siny ’ ey 


worin 


T il It ih 
UV een Pmax : = TE Pin 
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bedeuten‘). Beim zentrischen Getriebe (e = 0) wird 


TT 
Omin = = Pmax > also 9 — — Y 


und | 
cosy — siny Dre ; 
MM NT cosy + siny te a . (25) 
Setzt man formal 
Eee cosh 3 ST. : (26a) 
A À 
so wird auch ganz einfach 
Heat mee, (26b) 
Le. Asınhö, ie Asinho . (26c) 
Vy Ve 


Auch lassen sich mit der Substitution sind — All1+e), sino=Alll-e) die 
Parameter auf die Formen 


03 à il = 
. i= tes, ae (1 + €) cosô, + (1 — €) cosa (26d) 


Vy 2 


M = tg 


bringen. 
Hinsichtlich der Darstellung der Parameter vgl. Figuren 2 und 35). 


4. Die Fourier-Reihe für w = i” 


4.1 Allgemeine Entwicklung 
Die Reihe für 


w = à — : (27) 


lässt sich auf die Reihe für y bzw. y, zurückführen. Es wird 


2 a + cos2 « 2? 2 


W= TVs (y + y cos2 a) = 5 (wy + we). (28) 


Für den Anteil w, = y cos2 « hat man die Reihe für y gemäss Gleichung (20) 
mit cos2 « unter Beachtung der goniometrischen Formeln 


2 cos2 n à cos2 à = cos2 (n + 1) a+ cos2 (n—1) a, | 


’ 29) 
2sin(2n — 1) « sin2 « = sin(2 n + 1) x + sin (2 # — 3) x | 


=) Diese Umformungen spielen auch bei der Bestimmung des Extremums der Winkelgeschwin- 
digkeit eine Rolle [6]. 


5) Ähnliche Tafeln kommen bei der geschränkten Kurbelschleife vor [9]. 
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À — 


0 of 02 03 04 05 of 7 08 09 


1 09 08 07 06 AS 04 = 22 of 0 Ay 22 63 04 05 06 a7 08 09 
£ E —- 


ss —— 


Figur 2 
Funktionen 7, = f(e) und 7, = f(e) für verschiedene Parameter À. 


Figur 3 
Funktionen 1/v, = f(A) und 1/v, = f(A) für verschiedene Parameter &. 


214 WALTHER MEYER ZUR CAPELLEN ZAMP 
zu multiplizieren und erhält 


W = =: A, + 5 (2 Ay + Ay) cos2 a + 5 (A, + Ag) costa 


Foal 


EZ (A, + Ag) cos6a + ++ 


+ 5 (-B, + B,) sina + 5 (By + B,) sin3 a 


2 
+ 5 (By + B,) sinS a+. 


| 
| | (30a) 
| 


Addiert man nun die Reihe fiir w, zu der von y selbst, so erhält man die Ent- 
wicklung 


rer er = ta. LA | 
+ >" Bt, .sin(2—1)a, | a 
n=1,2,... 
worin zum Beispiel 
At = 2 14,404, 4, 
wird, das heisst 
At = tn +2 tee, 
Ag = À milden 
= — (=f) 8 + 1 — 98) nl = —( nt + En). 
Zusammengefasst erhält man dann 
At = Men), (31a) 
A$, = (+), (31) 
Bi, = Aalen). (810 
Aus m -A2= 12/2 folgt auch 
AR, (A (nt nn), (814) 


= A n— n— 
Bel en on, (31e) 
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insbesondere 


5 A 2 
By = (™ — 7) = = (ng — 18) 2) (15) 


FA De 


4.2 Sonderfälle 


a) A = 0 liefert trivial w = 0. 
b)e=0, das heisst, die zentrische Schubkurbel liefert = n, = n [vegl. 
Gleichung (22a)] und führt auf 
A$— An, Af, =— (-1)P-1 9p, 
elle B= 0: 
c) Der Grenzfall e + À = 1 für das durchschlagende Getriebe führt jetzt 


aber zur Konvergenz. Zunächst lässt sich w mit 
sing = (1—4) + Asina =1—4(1 — sina) = 1—A(1—cos%) =1~—2Asin® S 
auf die Form 


À cos? («/2) À (1 + cosa) 


T- EC ONCE IE NET A 


w= (32) 
bringen. Während 7 oder w = 7” gemäss Gleichung (27) einen unbestimmten 
Ausdruck für « = x/2 liefert, zeigt jetzt w in der Form der Gleichung (32) 
keine Unbestimmtheit mehr; denn « = 2/2 oder « = 0 ergibt 


w(5) =A. 


Man könnte unter Rückgriff auf die Gleichung für y, hieraus die Reihe ent- 
wickeln, man kann aber auch unmittelbar € + À — 1 in die vorstehenden 
Gleichungen einsetzen. 

Man erhält zunächst nach den Gleichungen (11) und (16) 


jo re =n und m=1, 

ferner 

= ER 

em, 07 ; 

also gemäss Gleichung (31): 

Mein eye (33 a) 

Af, = (1221147, (33b) 

B&,_ = (-1"-2 21 Am. (33) 


6) Die zweite Form ist für die rechnerische Auswertung günstiger. 
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Die Koeffizienten A¥, und B#,_, sind geometrisch abgestuft. Würde man wie 


an 


in anderen Fällen [6] Kurventafeln für die Koeffizienten aufstellen, so lieferten 


die Gleichungen (33) die Grenzkurven. 
Im übrigen reduzieren sich für A = 1 die Werte auf A$ = 1 - alle anderen 


verschwinden; denn es ist dann nach Gleichung (32) w = 1. 


5. Weitere Reihen 


Der Vollständigkeit halber seien noch zwei weitere Reihen angegeben. 


a ees en = Asin ay 


cos? p 


Multipliziert man die Reihe für y gemäss Gleichung (20) gliedweise mit 
sing unter Beachtung von 


2sinacos2na=sin2n+1l)a-sin2n—1)«, 
2sinasin(2n —1)a=cos(2#n— 2)a -cos2n«, 


so erhält man in ähnlicher Weise wie vorstehend 


À sin & 5 
Her sos ei PE Re RO b,„sin2na, (34) 
worin 
m n2 
en el Sa 
ay, = Hr lem" Er), (35b) 
rn Dre aes a ea (350) 
mit 
1+ 7 1+ e ic 
&, = ——} oder §, = —— = — 
zur ; V(i +)? — 2" £a (leo ua (35d) 


Für den Grenzfall ¢ + 2 = 1 konvergiert die Reihe nicht, während für e= 0 


doch m1 = ne und y, = 9, = €/V1 — 42 wird. Die a,, (n = 0, 1, 2, ...) verschwin- 
den, und es bleibt 


ee ea Re ren n— 
ee ear ue. (36) 
Be oe aa 
Schr pa 
Dafiir folgt entsprechend 
v= » Agn1 COS (2 n — 1) & + 5x by, sin2 na, (37) 


HER mL 
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da ja 
2 cosa cos2 na = cos(2 n + 1)a+cos(2n—1)a, | 
2 cosa sin (2 n —1)a=sin2na+4 sin(2” — 24%) | a 
gilt. Hierbei haben die Koeffizienten die einfachen Formen 
Gan y= (1) (mini + ne), (39a) 
Bon = (—1)" (mr — 18") . (39b) 


Für den anderen Grenzfall e + À = 1 hat man keine Konvergenz, während für 
e = 0 nur die Koeffizienten 


don-1 = LE À) nie: (40) 
nicht verschwinden. 


6. Bestimmte Integrale 


Da für die Fourier-Koeffizienten der Funktion f(x) doch die Formeln 


2m Ay = | f(a) da, 2A,=| f(a) cosna du, x B, = | fle) emgads (a 
0 0 


gelten, können die bestimmten Integrale auf den rechten Seiten für die oben 
behandelten Funktionen f(x) leicht angegeben werden. So ist zum Beispiel 


N da 
| 1e (e+ 2 sina)? zen 
0 


mit A, aus Gleichung (21a). 
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Summary 


The rotational energy of a link in a mechanism is proportional to the square 
of its angular velocity. This ‘square’, in contrast to the angular velocity itself, can 
be expanded into a Fourier series, having finite values for its coefficients. The 
problem is solved by splitting it into partial fractions, leading to the harmonic 
analysis of the slotted lever mechanism. Further related series are given at the end. 


(Eingegangen: 21. August 1959.) 


Cylindrically Orthotropic Circular Plates 
with Large Deflections') 


By Jerzy Nowinskı, Madison, Wisc., U.S.A.?) 


While the problem of large deflections of elastic isotropic plates has been 
considered in great detail, so far only three papers on large deflections of aniso- 
tropic plates have been published [1, 2, 3,]?). It seems, therefore, reasonable 
to reconsider this interesting problem using simultaneously, for the sake of 
comparison, two efficient and straightforward methods such as the pertur- 
bation method of POINCARÉ and a modification of the Galerkin method based 
on the energy concept. 

The first of these procedures was applied with success in the last decade 
to circular and annular isotropic plates by Chinese elasticians) and recently 
by Nasu and Coorry [5] to elliptic isotropic plates with large deflections. 
nn work has been sponsored by the United States Army under contract No. DA-11-002- 


À Army Mathematics Research Center, University of Wisconsin. 
x Numbers in brackets refer to References, page 227. 
) Cf. Wer-ZanG CHıEn [4]. For an extensive biography see the same author’s [5]. 
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The modified method of GALERKIN has been extensively utilized by 
VOLMIR [7]. 


1. Consider a thin initially flat cylindrically orthotropic circular plate 
having the thickness h and the radius a. Let the middle plane of the plate 
coincide with the 7 g-plane of a cylindrical coordinate system 7, y, z and the 
axis of elastic symmetry with the z-axis of the system. Assume that the plate 
is acted upon by a central concentrated force P and a uniformly distributed 
load g. 

With reference to this system we have throughout the plate, in the absence 
of body force, the equations of equilibrium 


N) =N,;=0; (1) 
Je 
M,— (My =7N,w' + FP 4 =, (2) 
and the equation of compatibility of deformations 
à Ey Biv 
Pe NT EN, = 6 (0). () 


Here w denotes the deflection of the plate, N, and N, the radial and tangential 
membrane forces and M, and M, the radial and tangential bending moments. 
k2— E,JE,=v,;[v,, while E,, Ey and »,, vg designate YOuNG’s moduli and 
Porsson’s ratios associated with the radial and the circumferential directions, 
respectively. As usual a prime indicates a differentiation with respect to 
a single independent variable (in the case considered, with respect to 7). 

For future references, we first note the known relations 


2 Ui 1 ’ 
M, = —D, (wo! ar € er), M, — =D, (», ox ow ) j | a 
if 
zen: | 


En, 9,0) 
ö 


where D, and D, denote the flexural rigidities of the plate and « the radial 


component of the displacement vector. vr" 
To the governing field equations (1), (2), (3) we must adjoin the boundary 
conditions which in a general case of elastically built-in edge and elastic 


resistance of the support appear as 


f ms N=0, w+ LE 2) w = 0 an Zei 
w= 0, +) AU 7 2 , : 
(5) 
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Here xf = h E,/x, and x* = x,/D,, while x, and x, designate the elastic con- 
stants for the support with respect to a radial displacement and a flexural 
rotation. 

To economize on space, in what follows we shall confine ourselves, with no 
loss in generality, to a particular case of uniform load (i.e., P = 0) and rigid 
clamping (x, = ©) with edge fastened against radial slipping (x, = co). 

Assume that on account of the deformation of the plate its middle plane is 
deformed into a smooth surface (i.e., with continuously turning tangent plane). 
We assume, in addition, that the deflection as well as its first derivative are 
bounded functions throughout the region of the plate®). However, we do not 
postulate the boundedness of the second derivative and we shall discover in 
the following discussion that for k < 1, i.e., for E, < E, the bending moments 
increase indefinitely with decreasing distance from the center of the plate. 
It follows that, in the case considered, the center of the plate becomes a sin- 
gular point. Such singularities brought about by the physical nature (aniso- 
tropy) of the medium are often encountered in the theory of anisotropic bodies‘). 

At this point we find it expedient to transform the governing field equations 
to a dimensionless form by adopting the notation 


ER = aS w(0) he a? a? gat 
He in = ae nN, = N,, tori 06e O = 5 


(6) 


2. Let us first tackle the problem under discussion by using the method of 
successive approximations based upon the smallness of a parameter. We 
choose for the parameter the ratio of the center deflection to the thickness, &,. 
Clearly, &, = Émax In the case considered. By virtue of (4) and (6) the equations 
(1), (2), (3) reduce to 


Ny= 0, + xm, , (7) 
Ken) — hen, + AE = 0, (8) 
RC | he Se tn, (9) 


From now on the prime denotes, unless the contrary is stated, a differentiation 
with respect to the variable x. Moreover, 22 = 6 (k® — »2). Let us expand the 
quantities w, C, n,, Ng in ascending powers of the parameter Co. We begin with 
the second powers in £, in the expansions for n, and n, in order to obtain the 
classical problem of linear bending of the plate for decreasing value of the 


) Clearly, w’ = 0 at 7 = 0 because of the axial symmetry of the system. 
) To illustrate this observation, we refer, e.g., to the book by LEKHNITSKY [8]. 
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parameter. Hence we write 
= 01 Cy + Hy Ch + --*, =) 6 + 8a(x) CO + ++, | 


= 


G = %(x) Co + 232) CF +++, 1g = ha(x) CB + Ag(w) +... | 


(DS == ha) Bye PS, (11) 


yields a sequence of linear boundary value problems associated with terms of 
successive order in &,. We shall designate these problems as Ist, 2nd, ... bound- 
ary value problems depending whether they relate to terms of Ist, 2nd, ... 
order in 60. 

For the 1st boundary value problem we thus find 


T 2 y Fe 7 21 
a — (a " A) AS (12.1) 
(el. 2-0, Dee: (12.2) 


The solution of this system becomes 


4-3 Ul 


3— EF) —4xk+1+ (R+ 1) xf] (13) 


and corresponds to the well-known solution of a respective linear problem for 
a clamped cylindrically orthotropic plate, cf. [8]. 
Furthermore, we reach 


Oy == 4 (Re 1) (RE 3). (13.1) 

By a similar argument we can state the 2nd boundary value problem 
[x(x Bo)’]’ — kg, + Az)? = 0, (14.1) 
(1 — 4) ga(1) + g2(1) = 0. (14.2) 


Here the boundary condition (14.2) follows from the last condition (11) by 
virtue of the last equation (4) and the relation 
ha(x) = ga(x) + x gx), (15) 


which is derived from (7). 
A simple calculation yields the solution of the foregoing system 


48 yk+3 42k . 
g2(x) = Ay Beers: Lar eI RER „|; (8) 
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in which the notation A, = —[4 (1 + k) A/(3 — k)]? and 


E —— oe — ee! — —— 
hi De 49 — R2 AR EC) “ Kar) 


BY = (17) 


has been adopted. 
We now proceed to the next approximation associated with the third 


boundary value problem 


x) = RP 22 = AG Og + Bo 23) » (18.1) 
A0 0. 2er (ee (18.2) 


The solution of this problem becomes 


ni ne =) jr A — (k — 3) x4 [Eee ef rs) B 
ces nerfs ich) De Gots 8s) 2 a 
+ (ee HS fete CEM) al 

where 


A=(k+1)B+2(k-1)C+8D+(k+5)E+2(k+1)F4 (3k-1G, 


— B* B* 
SR + 2), 5)? a 2(k +1) (3224 42 +1)’ 
De 1 Ba. _ Rt—4k-57 
12 (k2 — 49) (2 — 121) ? 64 (k + 2) (Rk + 4) (k + 9) (A2 — 49) ? 
E Zee 0. 3R®+8R+9 
8 (& + 1) (k + 2) (R + 3) (3% + 1) (3 À? + 20 À + 25) ? 


à 1 
Gr : 2 2 
124 12 @R + DCE 01) ° 


Furthermore, we reach 
ern: (20) 
with 
384 (k + 1)? (v3 — #?) 


A* — Mar 
(& — 3)4 


x [4 B+ (k+1)C—(k-11) D+8E+ (6+5) F+2(k+1)G]. 


(20.1) | 


N We confine ourselves to the approximation reached up to the present 
stage, which by virtue of (10) reduces to the cubic relation between the load | 
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and the relative center deflection 
— = 2 (CA Co + Xs (rs) : (21) 


Here «;, 7 = 1, 2, are determined by equations (13.1) and (20). Relative to the 
convergence of the procedure utilized in the foregoing discussion this problem 
has not yet been fully clarified from a systematic point of view, cf. [9]. On the 
other hand, it seems too much to require the convergence in the classical 
sense of the formal expansions supplied by the method of small parameter. 
In fact, in practical applications only the first few terms of these expansions 
are utilized and they may ultimately be even divergent without being ineffi- 
cient, cf. [10]. Thus we are led to regard the expansions concerned not as the 
power series but as series asymptotic in nature and this dispenses with an 
investigation of the convergence of the procedure. 

We remark that in the perturbation method the equations for the stresses 
may be inferred directly from the basic equations [cf. the last two equations (10)] 
without any recourse to the operation of differentiation. This fact greatly increases 
the accuracy of the results obtained by this method as compared with some 
other methods in which a differentiation of approximate expressions of the 
components of the displacement may occasionally lead to inadequate results. 

It may be now of interest to deduce a conclusion which will support our 
observation anticipated at the end of the first section relative to the singular 
properties of the center of the plate. To this purpose assume that k < 1. Then, 
in view of the appearance of terms of the (k + 1) order in x in (13), (19) and 
(24) the second derivative of the deflection with respect to x increases infinitely 
with x tending to zero. It follows that for k < 1 the bending moments at the 
center of the plate increase infinitely, cf. the first two equations (4). Moreover, 
the presence of terms of the (k — 1) order in x in equations (15) and (16) and 
of the (k + 1) order in x in equation (26) makes it evident that at the point 
x = 0 also the membrane stresses increase infinitely. 

On the other hand, for k > 1, it may be concluded by a similar argument 
that at the center of the plate both the components of the bending moment and 
the membrane stress vanish. This completes our observation concerning the 
existence of a point singularity at x = 0. 


3. We turn now to attack the problem under consideration by means of a 


modification of GALERKIN’S method. 
To this purpose, it is convenient to recall the equation of virtual work for 


a plate with large deflections, 
2  (N, de, + Ny Beg + M. de, + My dk — q du) rdr= 0, (22) 


0 
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in which 

Dee 1 
SS u'(r) ae 2 [w (r) ’ Ep ee re w'(n) D Ko = sa. (22.1) 


designate, respectively, the unit elongations and the curvatures associated 
with the radial and circumferential direction. Clearly, in equations (22.1) as 
well as in the succeeding equations (23) the primes denote the differentiation 
with respect to the variable r. 
Let us now represent the membrane forces in terms of a stress function 
F = F(), 
N= 2; Fir), Ng=hby). (23) 
This representation permits us to satisfy identically the equation of internal 
equilibrium (1). We change now back to dimensionless variables and represent 
the large deflections of the plate in the form established in the linear theory 
of cylindrically orthotropic uniformly loaded and rigidly fixed circular plates 


C= [(3 == Art (Re 1) x4) Coe (24) 


By virtue of the foregoing three equations the compatibility equation (3) 
leads to the differential equation for the stress function 


2 BU aa he a Ble 1 Eee) a), (25) 
from which, by neglecting an unimportant constant, one readily obtains 
Bere CEE NEA a By eee Cee. (26) 
with 
an Zk CE de 4 (k + 1) 
me, = 
0 Frag’ Po (R T2). Res) Co AE So 
and 
il 
C* = — — 


(26.2) 


x [(894— 56) Ay + (2 +5) (ng —k —5) By + 2(k +1) (y —28—1)C0), | 


the last equation being deduced from the last boundary condition (11). 


We now return to the basic equation (22). In view of (4) and (22.1) this 
equation admits the representation 


ai 


i [D, (x cy + oh — i é') ar 2] (à €)" d | 


0 


‘ 1: 
+35 [EN AN; du dx = 0. 
0 
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We identify the second integrand in brackets in the equation above as 
the equation of equilibrium (1) satisfied identically throughout the region of 
the plate in view of equations (23). We shall annihilate the remaining function 
and, simultaneously, derive an approximate value of the center deflection by 
substitution of (24) into (27). This process yields finally the important relation 


at 2 = 
ehr, (28) 
with 
a= 4(k + 1) (9 — A), | 
sn. 
os + 1) (+3) 3 Gr n045 0 © 
2 aa ELS (28.1) 
* T+ 4) @+1l) 0 & +4) @ = 11) Be + 5) Bo | 
| Ba 
TR+A)(2k+1)(3k + 5) Co] = i 


Apparently, the foregoing equation (28) corresponds to the equation (21) 
derived by the perturbation method and it may be established by inspection 
that «, = «* in view of (13.1) and the first equation (2354). 


4. The developments of the preceeding sections permit us to solve an illustra- 
tive example assuming, for definiteness, that k = 2 and v, = 1/4. By utilizing 
the relations (21) and (28) in combination with (13.1). (20) and (28.1), respec- 
tively, one reaches the following numerical relations between the dimension- 
less pressure and center deflection: 


4 

perturbation method, „= 120 & + 48.61 @, (29.1) 
4 

variational method, a = POLL ALLEN (29.2) 


The results are shown graphically in Figure 1 and exhibit good agreement. 
The difference, e.g., for g* = 9, 44/D, h = 350 is less than 29%: 

The stresses in the plate are readily obtained by both methods once the 
deflection is known as well as the functions g,, h, and F. The peak stresses 
occur on the circumference of the plate and the corresponding bending moments 
and membrane stresses in dimensionless form are shown in Figure 2 versus q*. 
With reference to this figure, we note that the membrane stresses indicated 
by the Galerkin method are in perfect agreement with the first approximation 
given by the perturbation method. A similar conclusion may be drawn with 
regard to the bending stresses. However, the second approximation of these 
stresses given by the perturbation method considerably changes the preliminary 
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Deflection versus relative load q*. 
k= 2; iz 1/4. 
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Figure 2 


Moments and membrane stresses versus qe 
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Figure 3 


Radial moment and membrane stress versus relative deflection Cy. 


results. For the sake of completeness, we also show the variation of the radial 
membrane stress and the radial bending moment with regard to the center 
deflection in Figure 3. 
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Zusammenfassung 


Es werden die Verschiebungs- und Spannungszustände in einer Kreisplatte mit 
grossen Durchbiegungen und zylindrischer Orthotropie mit Hilfe zweier Methoden 
untersucht, nämlich der Methode des kleinen Parameters von POINCARE und einer 
modifizierten Methode von GALERKIN. 

Ein numerisches Beispiel für gleichmässige Belastung der Platte, die Poissonsche 
Zahl vy = 1/, und die Beziehung v, : v, = 4 wird gegeben. 
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Optimal Coordinates for a Simple Shear Flow 
over a Flat Plate) 
By Kuo-Tar VEN, Troy, New York, U.S.A.?) 


Symbols 
X,Y = Cartesian coordinates 
x = (UyXp), y= (Uy Yh) 
U, V = velocity components in X and Y directions, respectively 
u = (U/U,), v= (V/U,) 
Uo = a constant velocity 
Y = stream function (Ÿ = v y) 
£,n = parabolic coordinates 
20 = vorticity 
2@, = free stream vorticity 
v = kinematic viscosity (u — o»). 


Introduction 


In Reference |1]*), KAPLUN introduced the concept of optimal coordinates 
for the boundary layer problems. The purpose was to obtain the boundary 
layer solutions in these coordinates ‘ valid in the whole flow field’. Consequently, 


a smooth transition from the boundary layer flow to the external flow can be 
achieved. 


In this paper, it is proposed to show that for a simple viscous shear of an 
incompressible fluid over a semi-infinite plate, parabolic coordinates can be 
used as the optimal coordinates. 


Deis research was supported in whole by the United States Air Force through the Air Force 
Office of Scientific Research of the Air Research and Development Command, under Contract 


No. AF 49(638)-23. Reproduction in whole or in part is permitted for any purpose of the United 
States Government. 


2?) Rensselaer Polytechnic Institute. 
3) Numbers in brackets refer to References, page 236. 
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The approach used in this paper is somewhat different from that of [1]. 
First, it will be decided as to what are the necessary ‘conditions’ constituting 
a smooth transition from the viscous flow to the external free stream. A coor- 
dinate system will be called ‘optimal’ if a solution of the problem can be found 
to satisfy the necessary conditions for the smooth transition as boundary con- 
ditions. It is implied that this solution of the Navier-Stokes equations, which 
are not invariant with respect to a (conformal) transformation of coordinates, 
will not necessarily be exact, and different solutions may be obtained when the 
method of the approximation used in obtaining the solution is applied to the 
Navier-Stokes equations in different coordinate systems. 

For example, for the boundary layer flow of a uniform stream over a flat 
plate the solution in parabolic coordinates obtained by CARRIER and LIN [2] 
can be shown to satisfy the condition that the transverse velocity component 
vanishes at infinity and may be called ‘optimal’. For a more detailed discussion 
of this problem reference may be made to [3]. 

This consideration can be extended to a shear viscous flow over a flat plate. 
When the shear flow is of the boundary layer type, the displacement effect of 
the boundary layer may be important because it appears to influence the 
boundary conditions at the edge of the boundary layer. The question arises as 
to what are the proper boundary conditions to use. Thus, a study of the 
optimal coordinates appears to be desirable. 


Coordinate Transformation and Basic Equations 


Let X and Y be the Cartesian coordinates with the leading edge of the flat 
plate as the origin and the plane of the flat plate as the X-axis. The plate is 
supposed to be situated in a simple shear flow with constant vorticity. For the 
present problem, it is convenient to reduce the physical quantities to non- 
dimensional form in the following manner. Let 


LASER a) 
iad v. > TT v » 
and 
il 
v(x, 9) == x»), 2) 


where Y is a stream function defined such that 


ee Sa (3) 


The non-dimensional velocity components are 


U ee 
Bar ID Ran Wy - (4) 
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The Navier-Stokes equations can be expressed by 
Wy y? YW, — Yx Ve Wy = Vp : (5) 


Away from the plate, the free stream conditions are 


=e ZO (6) 
EEA Oe (7) 
oO => Wo ) (8) 


where w, is a non-dimensional vorticity number. The conditions for smooth 
transition of the flow may be taken as (6), (7) and (8). However, it will be seen 
later that the condition (7) has to be relaxed. The boundary conditions at the 
plate are 


u=u=0, y=0. (9) 
Let the coordinate transformation be given by 
AAEM) GY AVE) 2 (10) 


The velocity components # and v in the Cartesian coordinates can be expressed 
as [4]: 


it 
UR JE (— %) We + Xe), (11) 
1 
where J = x,y, — x, yz. The differential equation for the stream function yp: 


in the new variables & and 7 can be obtained from equation (5). 
Parabolic coordinates are defined by 


Nie a eee (13) 
Equation (5) becomes 
Py De — Ve Vy = Dee + Ou, (14) 
where « is 
Saas By 7?) (pee 4 Yan) « (15) ) 


In the parabolic coordinates, the flat plate is at n = 0. The free stream condi- 


tions and boundary conditions can be expressed in terms of the parabolic à 
coordinates by the above relations. 
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Construction of Solutions in Parabolic Coordinates 


Consider first the behavior of the solution at large 7. In view of (6), the 
solution at large 7 may be written in the following form 


p = 200 € fan) + € Aly) + fol) +; (16) 
and, as 7 > ov, the functions f, and f, become 
fa(r) > 24? — Bsn — Be, h(n) >2n— By, 


where f,, P, and BP, represent the displacement effects. Since the above form of 
the solution does not predicate to be the general one valid over the whole 
field, it is not expected that /,, 6, and f, are constant over the whole field. 
In fact, their values may change from region to region for which different 
methods are used to find the solutions f, and fy. 

From equations (11) and (12), it is found that, for large 7 


USL 4 oF wae (2 Pint 2h En + netz), (7 
4 1 ft ? : di x 
7 Br \ 2 Bet + Bs Oo Ë ae Bs DE nf ( ) 


Thus, for &<< n, the velocity component # approaches 1 + 4 wy & 7 — 2 B3 wy & 
as n approaches infinity. If the parabolic coordinates are the optimal ones, the 
solution obtained in these coordinates should yield 6,=0, because the displace- 
ment effects should vanish far upstream of the plate. This can be shown as 
follows. For £ << y, the stream function y can be expressed in the following 
form 

p = E f(y) + 2 wo & n En) + & fan) +++, (19) 


where, as 7 approaches infinity, 


fn) >2n-Pı: (20) 
F(n) = 21 — ba: (21) 


Substitution of y into equation (14) yields, when all higher order terms in & 


are omitted, 
h(B-nBE)-2nR=0. (22) 


When 7 approaches infinity, }3 > 0. It follows that 5, = 0. Hence, far up- 
stream, the smooth transition of the flow is achieved. 

For large &, the smooth transition is possible only when, = 8, = 0. As 
will be seen later, this is found to be true. Since v approaches zero and w 
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approaches w, as 7 approaches infinity, it might be concluded that all the 
conditions (6), (7) and (8) are satisfied. However, for & ~ 7, the expression for — 
v contains the term B4 @p €? n/(€2 + n?) which is singular as 7 > oo and hence 
is incompatible with smooth transition. This point will be analyzed later in this 
paper. 

From the above consideration, similar solutions can be constructed in the 
following manner. Let the similarity variable ¢ be defined by 


CAL xt N 
> 


and the solution be of the form 
Prose A A (23) 


where f, and f, are required to behave as fy + 4, fi > 2, when © approaches 
infinity. Then, for large 7, the above solution for y agrees with that given in 
equation (16). The index k is to be determined from the condition that the 
viscous terms and inertia terms in the Navier-Stokes equations have the same 
order of magnitude. 

Now two forms of asymptotic solutions for large € can be obtained according 
to the stipulation whether the first or the second term in equation (23) is 
considered as the dominating term. For small values of w, & the second term 
in equation (23) may be taken as the first approximation of the series expansion 
solution. Thus 


yp = € fly) + 2 wo & fol) + EF fan) + ++, (24) 


since it is found that k = 0. Substitution of (24) into equation (14) and equating 
equal powers of & yield the following equations 


% 4 hi . au i : = 0 ; (25) 


en, (26) 


etc. The boundary conditions are 


f= 25 29 os, (27) | 
h=h=9 n=0. (28) | 
et) le (29) ) 
Den, (30)) 


etc. Equation (25) under the boundary conditions (27) and (28) yields the 


known boundary layer solution in parabolic coordinates for a uniform flow- 
over a flat plate [2]. 
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On the other hand, for large values of £, an asymptotic series solution may 


be attempted. It is found that, for this case, k = — 1/3, and the solution is of 
the form 
p = 2 wo E48 Rd) + +... (31) 


The function g, satisfies 


Pop ag = 0), (32) 
and the boundary conditions 

gi 4 fe (33) 
g =g=0, C=0. (34) 


The solution for g, is 2 €?, which represents a simple shear flow. Thus, since 
Ba = Ba = 0, smooth transition of the flow is also achieved at large &. The 
function g, satisfies 


3 zum m r it = In y Mm 
4a, Pi | 258, + Bobi à & bp by rd; (35) 
and 
ap a 
| i oe la i oe (36) 
/ = 
rt €=0. (37) 


Detailed analysis of the above solutions will not be given here, because the 
solutions of equations (26) and (35) under respective boundary conditions can 
be expressed in terms of the known ones in the Cartesian coordinates [5] [6]. 
By the transformation 7 = n*/2, equation (26) becomes 


2h +hh—-hht+2hh=9: (38) 


with the boundary conditions >1, m* >; fp=fp=0, n*=0. The 
solution for f, satisfying the above conditions has been obtained by GLAUERT |]. 
The value of ß, is 1-73, while that of ß, as estimated from GLAUERT’S results 
is about 3.4 (GLAUERT argued that B, = 2 f, = 3-46 in our notation). 

In an analogous manner, let 


3 \1/8 
a= (7) GC, (39) 
ee 1% sen las, 
en) = “a 


Equation (35) becomes, in view of the fact Late 0} 
GR ns ce GA ae ce Gy — 0 ; 
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GY AGS eS G,+G6,=0. (41) 


The boundary conditions for G, are  >1, (* = ©, and G,;=G,=0-at 
&* — 0. The solution for G, has been analyzed in [6]. It may be added, however, 
that the asymptotic series solution does not appear to be valid near the leading 
edge of the plate, while the series expansion solution becomes inadequate far 
downstream. Thus, to obtain a complete solution of the problem, a matching 
or correlating process is used in [6]. 


A Modified Coordinate System 


As shown above, the parabolic coordinates can be used to obtain solutions of 
the shear flow such that a smooth transition of the shear flow to the free stream 
flow is achieved. However, for the region near the leading edge of the plate, 
the displacement effects introduce the contribution [3 «©, &’n/(& + 7?) in the 
velocity component v. This term becomes singular as 7 > ©, when En, 
since ß, is expected to be close to the value of 3.4 as obtained from GLAUERT’S 
work. Therefore, it appears that a modification of the coordinate system should 
be made for £ ~ », but not at large & or 7, to remove this singular behavior of 
v. For simplicity, consideration will be limited to & > 7. A coordinate system 
which meets these conditions and, in addition, yields y = 0 when 7 = 0 1s 


me > (42) 
y=2Ent > Ben. (43) 


For large x, & is essentially x"? and n is essentially y/(x1/? + ß,/2). It is noted 
that this coordinate system is no longer orthogonal as a simple orthogonal 
coordinate system satisfying the necessary conditions has not been found. The 
functions /, and f, in the expression (24) for the stream function y are found 
to satisfy the same respective differential equations and boundary conditions 


(25)-(30). Hence in equation (43), B, is 3.4. As 7 approaches infinity, the 
velocity components # and v are 


1 


UE TETE, En Terme 


(44) 
X {2 Bint 8Brmoént BE + 4 Bo E (+ En +27%) +--+}, 
Ù — 
4 (& + 9%) + BE 
(45) | 


il 
Ka Br + 2 E+ 8 Bron Bent 25008 (Be + nt. 
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The skin frietion distribution on the plate can be obtained from equations 
(11) and (24), and is given by 


U? la jo git 
ot = 5 {ff (0) +20, x4? ff (0) + +}. (46) 
4 (a AF D. Bs 


_ As seen from equation (43), the new y coordinate is stretched compared to that 
| given by the parabolic coordinates. Thus, the skin friction on the plate is 
reduced accordingly. 

It is evident that the ‘free stream conditions’ for the region near the 
leading edge of the plate has direct bearing on the skin friction distribution on 
the plate. It is also noted that near the leading edge of the plate, v approaches 
approximately the value of B, «4 + (B5 w/4). Therefore, the condition (7) for 
smooth transition is actually not satisfied. It may be possible to modify 
further the coordinate system in order to satisfy this condition, but the skin 
friction distribution on the plate will certainly be changed. Thus, it appears 
reasonable that different conditions for smooth transition for the region near 
the leading edge of the plate may be associated with physically different 
problems. Therefore, for the region near the leading edge of the plate the 
condition for smooth transition for v may be modified so that v approaches 
a constant value as 7 approaches infinity. 


Some General Remarks 


The problem of the boundary layer on a flat plate in a stream of constant 
vorticity has been analyzed by GLAUERT [5] and Li [7] by employing the 
Cartesian coordinates. In particular, GLAUERT proposed to use the boundary 
condition 

Hd 20), == 0, (47) 


instead of 


u—1+2@)%, yoo. (48) 


Of course, when the solution of the problem is expressed in the variable 
n = Y (U/r X)"2, there is no difference between the two conditions (47) and 
(48). The solution would be defined only for positive x. 

By using the parabolic coordinates, it has been shown that the solution 
can be extended upstream of the leading edge of the plate such that the free 
stream condition # — 1 + 2w,y is satisfied far upstream. By the analysis 
given earlier for the differential equations (26) and (35), it is seen that the 
solution in Cartesian coordinates obtained by GLAUERT and that in parabolic 
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coordinates yield the same skin friction distribution on the plate: 


ROU bee a BR 
el) 1.332 + 1.59 ox | > a 


According to equations (17) and (18), the condition (47), although mathemati- 
cally convenient, may not be quite realistic physically. In fact, (48) appears to 
be more satisfactory, provided displacement effects are to be admitted and . 
one does not interpret equation (48) to mean that w shall be constant at: 
fixed y. The fact that the skin friction distribution on the plate depends | 
intimately on the free stream conditions for the region near the leading edge: 
of the plate demonstrates the difficulty of imposing proper boundary or initial 
conditions at x = 0. 
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Zusammenfassung 


In eine ebene inkompressible Strömung mit konstantem Geschwindigkeitsgra- : 
dienten quer zur Strömung sei eine ebene Platte parallel gelegt. Als günstiges 
Koordinatensystem werden parabolische Koordinaten betrachtet und damit ähn- 
liche Lösungen gefunden. Der Übergang von der Grenzschicht zur äusseren Strö- 
mung vollzieht sich glatt, und es können Wandschubspannungen und Verdrän- 
gungseffekte bestimmt werden. Vergleiche mit anderen Lösungen, die mit kartesi- 
schen Koordinaten gefunden wurden, werden angestellt. 


(Received: October 26, 1959.) 
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Zur Eiskeimbildungsfähiskeit von Kupferoxyden und Kupfersulfiden 


Von ULRICH KATz, Zürich!) 


1. Einleitung 


Im Zuge der systematischen Ermittlung der Aktivität der verschiedensten 
Substanzen als Eiskeimbildungskerne gilt den Kupferoxyden und Kupfersulfiden 
spezielles Interesse, da sich schon bei früheren Messungen der Einsatztemperatur 
der Wirksamkeit von Cu,O und CuS (PRUPPACHER und SANGER [8]?), FUKUTA [4]) 
die verhältnismässig hohen Werte von —4 bis —5°C ergaben. Ferner bestanden 
Zweifel an der oberflächlichen Reinheit einiger dabei verwendeter, auf nassem Wege 
erzeugter Substanzen; bei Cu,O wäre vor allem damit zu rechnen, dass die Ober- 
fläche schon zu CuO oxydiert ist und eine Aktivität von Cu,O als Eiskeimbildungs- 
kern nicht oder nur teilweise erfasst wird*); ebenso könnte an Stelle von CuS bei 
Herstellung auf chemischem Wege ein Gemisch von beispielsweise CuS, Cu,S und 
S entstehen. Deshalb schien es angezeigt, die erwähnten Stoffe direkt in Form 
reinster makroskopischer Kristallite herzustellen. 

Während bis anhin im allgemeinen als Mass der Eiskeimbildungsaktivität einer 
Substanz nur deren Einsatztemperatur gemessen wurde, ist es vor allem auch im 
Hinblick auf eine Anwendung zum Zwecke der Wetterbeeinflussung wesentlich, den 
Anteil eines künstlichen Aerosols, welcher zur Eiskristallbildung Anlass: gibt, als 
Funktion der Temperatur zu kennen; auch über den Mechanismus der Eiskeim- 
bildung können auf diese Weise eher Aufschlüsse gewonnen werden als mit blossen 
Schwellentemperatur-Angaben. Allerdings wird für Agl schon seit längerer Zeit 
meist die Anzahl aktiver Teilchen pro Gramm Substanz in Funktion der Temperatur 
angegeben [9, 11, 12]; neuestens findet man auch bei SERPOLAY [10] für einige 
Oxyde das Verhältnis wirksamer Teilchen zu deren Gesamtzahl. 


2. Eigenschaften und Herstellung der Substanzen) 
2.1 Cu,O und CuO 


Das roteKupferoxydul, das dem Mineral Cuprit entspricht, bildet einen eigenen 
kubischen Gittertyp, während CuO, das schwarze Kupferoxyd (Tenorit) in einem 
triklin deformierten Steinsalzgitter kristallisiert. Die Cu,O-Oberfläche adsorbiert 
zuerst O, aus der Luft, später tritt eine sehr langsame oberflächliche Umwandlung 
in das CuO-Gitter ein [5]. Aber auch sehr lange an Luft gelagertes Cu,O liess nach 
den Beobachtungen von BrÜEscH [2] mittels Elektronenbeugung (noch feststell- 
bare Schichtdicke: etwa 70 Ä) keine Oxydation erkennen. 


1) Laboratorium für Atmosphärenphysik an der ETH. 

2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 244. 

3) Dieser Gedanke wurde auch in einer privaten Mitteilung von J. H. ScHhuLmAn (Columbia 
University) gegenüber dem Leiter des Laboratoriums für Atmosphärenphysik vertreten. 

4) Unter Mitwirkung von M. BauD (im Rahmen seiner Diplomarbeit). 
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Da CuO oberhalb 1110°C an der Luft zu Cu,O dissoziiert, wäre es möglich, 
massives Cu,O durch Schmelzen (1230°C) des im Handel erhältlichen Pulvers zu 
bilden, wenn nicht alle Tiegelmaterialien dabei zerstört würden. Das Cu-O-Zu- 
standsdiagramm [5] zeigt, dass aus metallischem Kupfer direkt durch Erhitzen an 
der Luft im Temperaturintervall von 1026 bis 1065°C das Oxydul entsteht; als 
günstiger Wert erwies sich 1030°C, wobei 0,8 mm Kupferblech in 5 Stunden gänz- 
lich durchoxydiert war. Beim Erkalten bildete sich an der Oberfläche CuO, weshalb 
die Abkühlung im Vakuum zu erfolgen hat. Die Prüfung dieser Cu,O-Proben | 
mittels Schliff, Röntgen- und Elektronendiffraktographie zeigte absolut homogene, , 
bis 1 mm grosse Kristallite ohne Spuren von CuO. 

Die Eigenschaften des im Handel erhältlichen Kupferoxyds (pro anal., Merck: 
& Co.) gaben keine Veranlassung, dieses selbst herzustellen, da eine weitere Ver-- 
änderung an der Luft nicht eintritt. 


2,2 CS, Our, I, wed OS 


Diese unter Normalbedingungen stabilen Verbindungen entsprechen den fol-- 
genden natürlichen Mineralien: 


ß-Cu,S Chalkosin, orthorhombisch 
Cu,S;  Digenit, kubisch 
CuS Covellin, hexagonal 


Weitere, nur auf nassem Wege erhältliche Polysulfide sollen hier nicht zur Diskus- 
sion stehen. 

Bei allen drei Substanzen weist die Löslichkeit den sehr geringen Wert von 
ungefähr 10714 Mol/l auf. Während CuS an der Luft äusserst langsam zu Sulfa 
oxydiert, sind Cu,S und Cu,S, in der Atmosphäre sehr stabil [5]. 

Zur Herstellung wurden als Ausgangsmaterialien Elektrolytkupfer-Pulver und! 
Schwefelblüten verwendet; das Kupfer reduzierte man im H,-Strom bei 400°C un 
der Schwefel wurde bei 100°C im Vakuum getrocknet und von SO, und H,* 
befreit. Für Cu,S und Cu,S, erwies es sich als notwendig, die beiden Edukte ini 
stöchiometrischem Verhältnis innig zu mischen und bei einem Druck von 1000 a 
zu Pillen zu pressen, um diese sodann in einem Quarzrohr unter Vorvakuum ein- 
zuschmelzen. Anschliessend erfolgte die Behandlung im Ofen: in 60 Minuten aui- 
heizen auf 1200°C, welche Temperatur während 20 Minuten beibehalten wird; 
hierauf abkühlen in einer Stunde. Die Röntgenanalysen ergaben gute Überein- 
stimmung mit den zuverlässigsten Literaturwerten [13]. 

Zur Darstellung von CuS genügte es, Kupfer und Schwefel im Überschuss je im 
ein Quarzschiffchen zu bringen und diese hintereinander in ein Quarzrohr zu legen ı 
welches nach Evakuieren auf 10? Torr zugeschmolzen und während 12 Stunden be: 
450°C belassen wurde. Wie auf Grund des Zustandsdiagramms erwartet, war das 
Cu-Pulver vollständig durchschwefelt worden und das tiefblaue Pulver ergab die 
röntgenographischen CuS-Werte [1]. 


3. Messmethode und Apparatur 


Die Güte eines gewissen Aerosols als Eiskeimbildungskern bei einer Temperatu1 
T sei q(T) und bedeute den Quotienten aus der Anzahl Kernteilchen, die zur Bil 
dung eines Eiskriställchens Anlass geben, und der Gesamtzahl der Partikeln, welch« 
in einem unterkühlten Wassernebel der Temperatur T eingeimpft werden. 
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In der vorliegenden Arbeit ermittelt man q(T) fiir die oben beschriebenen Sub- 
stanzen direkt in der Definition entsprechenden Weise, indem in einer Kühlkammer 
eine Wolke erzeugt, eine bekannte Anzahl Teilchen in diese hineingespritzt und 
hierauf die Zahl der sich bildenden Eisteilchen bestimmt wird. 

Der zentrale Teil der hiezu benützten Apparatur (Figur 1) ist die Wolken- 
kühlkammer, die ursprünglich lediglich zur Messung von Schwellentemperaturen 


Figur 1 


Schema der Wolkenkammer. J Isolation; 2 Verdampferrohr; 3 zirkulierende Kühlluft; 4 Ventilator 

für 3; 5 isolierende Verglasung; 6 Beobachtungsrichtung; 7 Thermoelemente; 8 Sedimentations- 

zelle; 9 Impfrohr; 10 Luftauslass; 77 Beleuchtung; 12 Plexiglasdeckel; 13 Nebeleinlass; 14 Aerosol- 

Einspritzung; 15 zum Kompensationsschreiber; 16 Pressluft; 17 Eiswasser; 18 Verneblerdüse; 
19 destilliertes Wasser. 


gebaut worden war; der eigentliche Versuchsraum (Volumen 1001) wird auf drei 
Seiten und am Boden von gekühlter Luft umspült, was einen kleinen, aber nicht 
verschwindenden vertikalen Temperaturgradienten ergibt (0,02 bis 0,1°C/cm je 
nach Temperatur). Zur visuellen Beobachtung der Vorgänge im Innern ist die 
vierte Seite isolierend verglast. Ein dreifacher abnehmbarer Plexiglasdeckel ermög- 
licht die Beleuchtung senkrecht zur Beobachtungsrichtung durch ein 8 cm breites 
Strahlenbiindel einer horizontal verschiebbaren Hg-Hochdrucklampe. 

Die Erzeugung der unterkühlten Wolke erfolgt durch mechanisches Zerstäuben 
destillierten Wassers an einer mit gekühlter und elektrostatisch sehr wirksam gefil- 
terter (vgl. List [7]) Pressluft beschickten Düse; in einem vertikalen Zylinder wird 
der Nebel auf 0°C gekühlt und von zu grossen Tropfen befreit, worauf er in die 
Kammer gelangt, aus der er die vom vorhergehenden Versuch verunreinigte Luft 
verdrängt. Nach der Einführung des Nebels verstreichen etwa 90 Sekunden, bis sich 
die Turbulenz gelegt hat und die normale Temperaturverteilung wiederhergestellt 
ist; da die Tröpfchen teils absinken, teils verdampfen, bleibt die Wassersättigung 
nur noch während rund vier Minuten erhalten, in welcher Zeit die Messung durch- 


geführt werden muss. 
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Ein Kompensationsschreiber registriert die von zehn in der Kammer verteilten 
Thermoelementen gemessenen Temperaturen. | 

Die dosierte Eingabe von Kernpartikeln in die Wolke geschieht am besten ın 
Luft suspendiert. Bei vielen Substanzen in Pulverform neigen die Partikelchen zu 
Konglomeratbildung, was die Dispersion in Luft erschwert. Mit der hier verwen- 
deten Vorrichtung (Figur 2) konnten dennoch gute Resultate erzielt werden. Zwei 


Sn 
| pa 


La] 
15 


Figur 2 
Schema der Impfvorrichtung. 1 Zufuhr reiner Luft; 2 Kühlfalle zur Trocknung; 3 Durchfluss 
messer; £ Hahnen; 5 Dosiereinrichtung; 6 Zerstäubergehäuse; 7 rotierende Bürsten; 8 Weg der 
Staubteilchen; 9 Luftstrom; 10 Glaszylinder; 17 Filter; 12 Zuführungsrohr in die Kammer; 13 Plexi- 
glasdeckel; 14 Sedimentationszelle; 15 Öffnung zum Impfen; 16 Luftabfuhr; 17 Zapfen, der in die 
Kammer hineinragt. 


zylindrische Nylonbürsten rotieren um ihre horizontale Achse in einem entspre- 
chenden Gehäuse, das nur gegen oben geöffnet ist und auch das zu dispergierende 
Pulver enthält; wenn die Borsten in horizontaler Lage sind, treffen sie auf ein 
Hindernis, worauf ihre Enden stark beschleunigt und die daran haftenden Partikeln 
in den vertikalen Luftstrom geschleudert werden, der seiner Geschwindigkeit 
gemäss nur Teilchen unterhalb eines bestimmten Grenzdurchmessers mitnimmt. 
Die hier zur Verwendung gelangende Luft wurde bereits elektrostatisch gefiltert 
und in Kühlfallen getrocknet. Aus dem Aerosolvorrat im Zylinder über dem Pulver- 
zerstäuber wird ein vertikales Rohr (Durchmesser 16 mm) gefüllt, das von oben ins 
Innere der Kammer führt. Mit einer Dosiereinrichtung kann nun wahlweise aus 
diesem Rohr ein bestimmtes Volumen in die Wolke gespritzt oder in eine Sedimen- 
tationszelle abgefüllt werden. Letztere besteht aus einem Metallzylinder (@ 14 mm) 
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mit verschiebbarem Kolben; ein Objektträger (Glasplättchen oder Formvar-Haut) 
am Boden der Zelle fängt die darin ausfallenden Partikeln auf. Um die Konzen- 
tration des in die Wolke geblasenen Aerosols zu kennen, muss ein repräsentatives 
Luftvolumen aus dem Rohr in die Sedimentationszelle gefüllt werden; in praxi 
wird vor und nach dem Impfen der Wolke je eine Probe entnommen und dann 
geeignet interpoliert. Die Einführung des Aerosols in den Nebel erfolgt im oberen 
Drittel der Kammer durch horizontales Einblasen von 10* bis 10° Partikeln in 0,5 
bis 20 cm? Luft; da diese schon im vertikalen Rohr ungefähr Kammertemperatur 
angenommen hat, wandert das eingespritzte Volumen in Form eines Wirbelringes 
horizontal gegen die Mitte der Kammer, wobei dieser und die daraus herausfallenden 
Eiskriställchen im parallelen Licht gut beobachtet und gezählt (bzw. geschätzt) 
werden können. 


4. Messungen und Diskussion der Resultate 


Die Substanzen wurden in der Achatschale von Hand zu Pulver zerrieben; da 
die Messung an einem Stoff etwa 3 Tage beanspruchte, erfolgte das Zerkleinern 
10 Tage vor Messbeginn, damit sich eventuell an der Oberfläche abspielende Ver- 
änderungen nicht im Laufe der Messung störend auswirkten. 

Bei der mikroskopischen Auszählung der Sedimentationsproben wurden die 
Grössenverteilungen ermittelt, die in Figur 3 dargestellt sind; kleinere Schwankun- 
gen waren dabei nicht zu vermeiden, doch ergab die stichprobenweise elektronen- 
mikroskopische Untersuchung keine Teilchen mit Durchmessern unterhalb etwa 
0,5 u. Diese Begrenzung erschien uns sehr wünschenswert, da einerseits die Sedi- 
mentationsproben rasch hergestellt sind, und andererseits, weil auf Grund theore- 
tischer Überlegungen (z. B. FLETCHER [3]) unterhalb des erwähnten Grenzdurch- 
messers eine immer stärker werdende Abhängigkeit der Aktivität von der Partikel- 
grösse zu erwarten ist. 

Beim Einblasen der Impfstoffe in die Tröpfchenwolke zeigte es sich, dass nach 
2 bis 5 Sekunden die Eiskristallbildung am intensivsten und nach etwa 10 Sekunden 
bereits auf ein vernachlässigbares Mass abgesunken war. Ferner konnte keine 
wesentliche Abhängigkeit der Aktivität von Radius und Konzentration der Nebel- 
tröpfchen beobachtet werden, solange deren Vorhandensein 100% relative Feuchtig- 
keit gewährleistete; nach der Auflösung der Wolke jedoch traten Eiskristalle nur 
noch in sehr reduziertem und verzögertem Masse auf. Die vorliegenden Resultate 
beziehen sich aber ausschliesslich auf den Fall der Wasserdampfsättigung. 

Figur 4 und 5 zeigen g(T) logarithmisch aufgetragen; die starke Streuung der 
einzelnen Messpunkte rührt vor allem von der visuellen Abschätzung der Anzahl 
sich bildender Eiskristalle her. Infolge nicht zu vermeidender Turbulenz in der 
Kammer muss mit einer Unsicherheit der Temperaturmessung von max. = EINE, 
gerechnet werden. Aus apparativen Gründen konnten g-Werte unterhalb 1076 nicht 
mehr gemessen werden, doch lassen die Kurven das Erreichen einer oberen Grenz- 
temperatur (Schwellentemperatur) erkennen und abschätzen. Für Cu,O und CuO 
(Figur 4) ergaben sich praktisch die gleichen Schwellentemperaturen, wie sie schon 
PRUPPACHER und SANGER [8] fanden, während FUKUTA [4] fiir beide Stoffe etwa 
—4°C angibt. Ausser bei —35°C, wo beide Substanzen die gleiche Aktivitat zeigen, 
lässt der deutliche Unterschied den Schluss zu, dass bei Cu,O die Partikeloberflache 
noch nicht wesentlich oxydiert war. Bei den Kupfersulfiden (Figur 5) fällt die 
nahezu gleiche Schwellentemperatur auf, während sich die g-Werte zum Beispiel 
bei —10°C um Grössenordnungen unterscheiden. Die Grenztemperatur von CuS 
differiert mit —5°C nur leicht von den Werten anderer Autoren (—4°C [8], — 7,3 [4]). 
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Figur 3 


Relative Häufigkeit der Teilchen in Funktion ihres Durchmessers D. (Die Ordinate ist in willkürliche 
Einheiten geteilt.) 


Infolge des einsetzenden spontanen Gefrierens von Nebeltropfchen unterhalb 
von etwa —33°C konnten die Kurven nicht bis —40°C ermittelt werden, womit 
auch über den Anstieg der Wirksamkeit unterhalb —30°C keine Aussagen zu 
machen sind, insbesondere nicht über die interessante Frage, ob bei CuS und Cu,O 
ein Grenzwert der Aktivität bei etwa —30°C erreicht wird. 

Für Agl-Rauch haben verschiedene Autoren, wie SANO [9], SMITH und HEFFER- 
NAN [11] und SOULAGE [12], eine zur unseren analoge Kurve angegeben, und FLE- | 
TCHER [3] interpretiert den Anstieg der Aktivität mit sinkender Temperatur als 
Folge der Grössenverteilung der Teilchen; wenn auch eine starke Temperaturabhän- 
gigkeit der Aktivität bei Teilchengrössen unterhalb 0,1 u durchaus verständlich ist 
und experimentell von Hoster [6] und Sano [9] bestätigt wurde, so können doch 
FLETCHERS Berechnungen in unserem Falle keine hinreichende Erklärung für den 
Anstieg über ein Intervall von mehr als 15°C liefern, sondern es wäre danach nur 
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Eiskeimbildungsaktivität q von Cu,O und 


CuO in Funktion der Temperatur T. 


Eiskeimbildungsaktivität g von Cu,S, CugS; 


und CuS in Funktion der Temperatur T. 


ein solches von etwa 4°C zu erwarten; dies um so mehr, als hier kristalline, eckige 
Partikeln mit ebenen Flächen zur Verwendung gelangten, während FLETCHER kugel- 
förmige Teilchen voraussetzte. 

Bei seiner jüngsten Untersuchung der Eiskeimbildung an verschiedenen Metall- 
oxyden hat SERPOLAY [10] für ein Kupferoxyd einen ähnlichen Verlauf von q(T) 
erhalten, doch erreicht die Kurve schon bei —20°C Werte von q = 0,5. Für diese 
Diskrepanz könnte einerseits die unterschiedliche Messmethode verantwortlich 
sein, liegen doch die Partikeln bei SERPOLAY auf einer gekühlten Unterlage, die den 
Eiskeimbildungsmechanismus eventuell auch beeinflusst; der zweite Grund aber 
ist in der verschiedenen Herstellungsmethode zu suchen, womit SERPOLAY auf 
eigentliche Katalysatoren abzielt, die durchwegs sehr porös sind und damit eine 
ausserordentlich grosse spezifische Oberfläche aufweisen. 

Bemerkenswert an unseren Messungen ist, dass Stoffe, die auf Grund ihrer 
Schwellentemperatur als gute Eiskeimbildungskerne anzusprechen sind, auch bei 
relativ tiefen Temperaturen eine sehr kleine Aktivität von nur einigen Promille 
oder Prozent aufweisen. Dies liesse sich damit erklären, dass die Dichte der für 
die Eiskeimbildung günstigen Stellen auf der Oberfläche der Impfsubstanzen recht 
gering ist. Um eine befriedigende theoretische Interpretation des Verlaufs von q(T) 
finden zu können, bedarf es jedoch vorgängig noch weiterer experimenteller Unter- 


suchungen. 
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Summary 


The icing nucleability of Cu,O, CuO, Cu,S, Cu,S;, and CuS has been measured 
as a function of the temperature. After a short description of the way in which the 
substances were prepared, the measuring apparatus is explained. Figure 7 shows the 
cloud chamber with a particulary small temperature gradient and the apparatus 
with which a supercooled cloud is first produced in the chamber, before the seeding 
substance from the disperser (Figure 2) is injected into the cloud by means of the 
dosing instrument. The fall-out of ice crystals is observed visually and their number 
estimated. The concentration of the seeding particles is obtained through a sedi- 
mentation tube (Figure 2). The size distribution of the particles is represented 
in Figure 3, and it should be noted that no diameter of less than 0-5 u occurs. 
Figures 4 and 5 show the activity in terms of icing nucleability g, which is defined 
as the ratio of observed ice crystals to the number of nuclei injected into the cloud. 
A brief comparison is made of these measurements with the theory of FLETCHER [3] 
concerning the dependence of particle size on the threshold temperature, and 
with the experiments of other authors. The only explanation attempted of the 


differences which have been established here has been for the time being in quali- 


tative terms. The threshold temperatures of the substances in question are 


ee! 007 4:2.C, CuO: TS POUCES TC Cig oye, 2700, Cages 


(Eingegangen: 21. Dezember 1959.) 
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Uber die Trennung von Gasgemischen in laminarer Strömung 


Von JANEZ STRNAD, Ljubljana, Jugoslawien!) 


Es wird eine nur vom theoretischen Standpunkte aus interessante Möglichkeit 
für die Trennung von Komponenten eines Gasgemisches betrachtet. 

Für ein laminar (Reynoldsche Zahl Re < 2000) durch ein langes Rohr mit 
dem Durchmesser 2 7) strömendes Gas ist die Geschwindigkeit mit 

v(r) = v(0) (2 = | 
YO 

gegeben. 

Als Folge der inneren Reibung wird in der Strömung pro Zeiteinheit und Volu- 
meneinheit [1]?) 


kinetische Energie in Wärme umgewandelt („ Zähigkeit). Wenn die Wärmeleitung 
in der Strömungsrichtung vernachlässigt wird, folgt aus der Wärmeleitungsglei- 
chung für den stationären Fall 


eae og ER ur 
y a (r dr ) aa aa) 


1 
À Ari 
(2 Wärmeleitfähigkeit). Daraus ergibt sich für den Verlauf der absoluten Temperatur 


BROS), 


en A 


Te) = Tin) + 


wobei die Rohrwandtemperatur T(r,) als durchwegs konstant angenommen 
wurde. 

Wenn die Strömung hydrodynamisch (Knudsensche Zahl Kn < 0,1) ist, bringt 
die mit T(r) bedingte Thermodiffusion ein Konzentrationsgefälle zustande. In 
einem binären Gasgemisch, in dem »(r) der Molenbruch der schwereren Kompo- 
nente ist, ergibt sich [2] im stationären Zustand die Gleichung 


n(r) n(ro) ach v?(0) (1 le 

T= n(r) Al ' AA 7T(%) \ ri 
wobei o der Thermodiffusionsfaktor ist. Da im allgemeinen das zweite Glied in der 
grossen Klammer sehr klein ist, kann der Ausdruck in eine Potenzreihe entwickelt 
werden. Wenn man nur die ersten zwei Glieder beibehält und noch die Konstante 
c = (xu R)/(44 M) und die Machsche Zahl Ma = v(0) [M/x RT(v,)]*" einführt, hat 


man 


n(r) = nero) — no) [1 — n(v,)] co Ma? (1 = —) 


\ 0 
(x Adiabatenexponent, M mittleres Molekulargewicht). In den meisten Gemischen 


1) Physikalisches Institut der Universitat. 
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 246. 
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(o > 0) wird die schwere Komponente am Rande der Strömung angereichert. Der 
Elementareffekt der Trennung ¢4 = n(r,) [1 — n(0)] {n(0) [1 — n(r,)]}* beträgt 


ey = Co MG. 


Beim Gemisch zweier Isotope mit den Molekulargewichten M, und M, [3] ist o 
von der Grössenordnung 0,89 (M, — M,)/(M, + M,) und hat e4 somit die Grossen- 
ordnung 0,1 (M, — M,) Ma?/(M, + M,). Es wäre nicht zweckmässig, diesen Effekt 
praktisch auszunützen, da andere Trennverfahren?) weit grössere Trenneffekte auf- 
weisen. 

Einen Trenneffekt in laminarer Strömung hat ToLLERT [4] experimentell nach- 
gewiesen. Seine Experimentalbedingungen ‚unterscheiden sich aber von unseren 
Annahmen. 


Tafel von c |5] 


0,059 


0,068 | 
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Summary 


The separation effect in a gas mixture laminary and hydrodynamically flowing 
through a cylindrical pipe with constant wall temperature is calculated. 


(Eingegangen: 30. November 1959). 


3 + Also ne = 
) Bei der Diffusion durch porôse Membranen hat zum Beispiel der Elementareffekt der 
Trennung maximal den Wert (M, — M,)/(M, + M,) 
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Buchbesprechungen — Book Reviews — Notices bibliographiques 


Handbuch der Physik - Encyclopedia of Physics. Herausgegeben von 
S. FLUGGE, Band 52: Astrophysik, III: Das Sonnensystem (Springer-Verlag, 
Berlin 1959). 601 S., 225 Abb.; DM 148.-. 

Von den 600 Seiten des vorliegenden, die Körper des Sonnensystems behan- 
delnden Bandes sind 362 der Sonne gewidmet. Der einleitende, 79 Seiten umfas- 
sende Abschnitt von GOLDBERG und PIERCE über die Photosphäre gibt eine 
erschöpfende Darstellung des kontinuierlichen und des Linienspektrums der 
Sonne, wobei das Schwergewicht auf den Beobachtungen liegt; theoretische 
Untersuchungen, die schon in einem früheren Band ihre Darstellung gefunden 
haben, werden nur so weit beigezogen, als es für die Interpretation und insbesonde- 
re für die Erschliessung des Aufbaues der Photosphäre notwendig ist. Das 
Kernstück des Bandes bildet der von DE JAGER verfasste 283 Seiten starke 
Beitrag über die Struktur und Dynamik der Sonnenatmosphäre. Das Gebiet ist 
so weit gespannt, dass ein einzelner Forscher nur einen kleinen Teil desselben aus 
eigener Tätigkeit kennen kann, im übrigen auf das Literaturstudium angewiesen 
ist. Trotzdem zeichnet sich der Artikel durch bemerkenswerte Vollständigkeit 
und Homogenität aus. Der Autor hat, auch auf ihm ferner liegenden Gebieten, 
mit sicherem Instinkt stets die wesentlichen Punkte hervorgehoben und auch rus- 
sische Arbeiten nicht übersehen. Wenn man auch dafür Verständnis haben kann, 
dass der Autor im wesentlichen nur die Literatur ab 1953 zitiert, so hätte man 
doch die diesbezügliche Bemerkung lieber am Anfang gesehen, denn es gibt auch 
heute noch Leute, welche einen Artikel vorne zu lesen beginnen; auch hätte da- 
durch manchem Missverständnis, wo der Leser statt des Namens eines Pioniers 
denjenigen seiner Epigonen findet, vorgebeugt werden können. Abbildung 47 ist 
voll innerer Widersprüche, und in der unglücklichen Abbildung 92 ist durch Um- 
kopieren nach Belieben Schwarz zu Weiss und Weiss zu Schwarz gemacht. 
Trotzdem: alles in allem ein ausgezeichneter Beitrag, der durch seine einfache 
Sprache auch den Lesern nichtenglischer Zunge leicht zugänglich ist. Die nach- 
folgenden kurzen Kapitel behandeln die Atmosphären der Planeten (H.C. 
Urey), den inneren Bau der Planeten (W. C. pe Marcus), die Radioechos vom 
Mond (F. J. Kerr), die Kometen (K. Wurm) und die Meteore (F. L. WHIPPLE). 

Bedauerlich ist, dass der Mond aus dem schön ausgestatteten Band verbannt 
ist, erfreulich, dass derselbe mit nur wenigen Monaten Verspätung auf die neuesten 
darin zitierten Arbeiten erscheinen konnte. M. WALDMEIER 


Atlas of Gamma-Ray Spectra from Radiative Capture of Thermal 
Neutrons. Von L. D. GROSHEV, N. LUTSENKO, À. M. DEMODOV und V. I. PELEKHOV. 
Aus dem Russischen übersetzt von J. B. SyKEs (Pergamon Press, London 1959). 
198 S., 142 Abb.; $20.-. 

Die russischen Autoren haben keine Mühe gescheut, sämtliche bekannten 
Gammaspektren, die durch Einfang thermischer Neutronen entstanden sind, nach 
Elementen zu ordnen. Für dieses Vorhaben sind sie besonders ausgezeichnet, da 
gerade aus dieser Forschungsgruppe viele wertvolle Beiträge herrühren, die aus 
Messungen mit einem Compton-Spektrometer stammen. Das Einfangs-Gammastrah- 
lenspektrum ist in der Regel sehr komplex. Die magischen Kerne mit abgeschlos- 
senen Schalen und einige leichte Kerne bilden eine Ausnahme. Die Kenntnis der 
Spektren und besonders der Intensitätsverhältnisse sind für viele Arbeiten an 
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einem Reaktor ausschlaggebend. Dieser Atlas ist daher an jedem Reaktor ein un- 
entbehrlicher Ratgeber. Der Kernphysiker findet darin viele Zerfallsschemas, die 
er sonst mühselig in den verschiedensten Handbüchern heraussuchen müsste. Im 
Anhang sind einige Spektren von Konversionselektronen aufgeführt, die ebenfalls 
nach Einfang thermischer Neutronen entstehen. Eine sorgfältige Zusammenstellung 
der Literatur auf diesem Arbeitsgebiet bietet auch dem Spezialisten viel Anregung. 
Als wertvolles Nachschlagewerk dürfte dieser Atlas seine Aufgabe voll und ganz 
erfüllen. P. STOLE 


Handbook of Probability and Statistics with Tables. Von R.S. Bu- 
RINGTON und D.C. May, Jr. (McGraw-Hill Book Company, New York 
1959). 332 S., 53 Fig.; $6.-. 

Dieses schon 1953 durch die Handbook Publishers (Sandusky, Ohio) herausge- 
gebene kleine Handbuch wurde kürzlich von der McGraw-Hill Book Company : 
übernommen. Da es sich auf die Beschreibung der gebräuchlichsten Methoden der : 
mathematischen Statistik beschränkt, hat es seit seinem ersten Erscheinen kaum 
an Bedeutung verloren. Die Verfasser wenden sich sowohl an den Studierenden 
der mathematischen Statistik als auch an den praktisch tätigen Statistiker. Indem | 
sie uns einen Überblick über die wichtigsten Zusammenhänge geben, berichten ı 
sie zugleich alles, was man zur korrekten Anwendung der besprochenen Methoden | 
wissen muss. Theorie und Anwendung sind dabei geschickt verknüpft, und die: 
mathematischen Begriffe und Beziehungen sind elegant erklärt. Sehr wertvoll | 
wäre ein ausführlicher Literaturnachweis gewesen. 

Einige Kapitelüberschriften mögen den Inhalt andeuten: Elementare Wahr- - 
scheinlichkeitsrechnung, Verteilungsfunktionen, Prüfverfahren und Vertrauens- - 
grenzen, Korrelationsrechnung, Zeitserien, Streuungszerlegung, Fortschreitende Pro-: 
benahme, Qualitätskontrolle. Neben den üblichen Tafeln für 7, F- und y?-Test: 
finden wir eine Anzahl nützlicher Tabellen. Spezielle Erwähnung verdienen die 
ausführlichen Tafeln für Binomial-, Poisson- und Normalverteilung. 


P.ScHMiD 


Basic Physics of Atoms and Molecules. Von U. Fano und Mrs. L. Fano) 
(John Wiley & Sons, New York 1959). 414 S., 86 Fig.; $10.-. 

Das vorliegende Buch postuliert in der Einleitung eine Lücke im vorhandenen ı 
Schrifttum, die es nun ausfüllen will. Die Lücke besteht im Mangel an Werken, , 
welche eine Einführung und ein Verständnis für die Mikrophysik und ihren Zusam- 
menhang mit den gewohnten Eigenschaften materoskopischer Objekte geben. 

Das Haupthindernis für das Eindringen in das Gebiet der Quantentheorie sehen 
die Autoren wohl mit Recht in dem dazu erforderlichen mathematischen Apparat. 

Unter diesen Voraussetzungen gehen die Autoren zum Teil eigenwillige Wege. 
So werden wichtige quantenmechanische Tatsachen zunächst für diskrete Situa-- 
tionen (Quantisierung des Drehmomentes) illustriert. Nun ist das Diskrete allerdings: 
begrifflich einfacher als das Kontinuierliche, doch folgt daraus nicht notwendig, , 
dass es zur Einführung besser geeignet ist. 

Die Autoren machen sich ihre Aufgabe nicht leicht, indem sie ihre eigenen Wege: 
gehen. Das Buch ist durchaus sorgfältig geschrieben und behandelt neben demh 
üblichen Stoff der Atomphysik zur Hauptsache noch die chemische Bindung. Eine: 
Reihe von Anhängen sind der Ergänzung der mathematischen Hilfsmittel gewidmet.. 

Das Werk richtet sich in erster Linie an Fachleute aus den Nachbarwissenschaf-: 


ten zur Physik, ausgenommen an Mathematiker, also etwa an Chemiker undl 
Biologen. R. Josm 
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On the Scattering of Waves by a Disk 


By ALBERT E. Heins, Ann Arbor, Mich., U.S.A,1) 
and RICHARD C. MacCamy, Pittsburgh, Pa., U.S.A.?) 


1. Introduction 


This paper is concerned with the scattering of sound waves by a circular 
disk of so-called ‘soft’ material. The appropriate boundary value problem is 
the determination of a function U(r, 6, z) satisfying the equation 


1 1 7, 2 TT 
U; <2 1 U, = y2 Us + DS; ae k? L — 0 (1.1) 


with the condition 


29.0.0) torr = I. 122) 


In addition U(r, 6, z) is to be made up of an incident field U,(r, 0, z), which 
is prescribed, and a term U’(r, 6, z) satisfying a radiation condition at infinity. 

An explicit solution of this problem is possible by means of spheroidal 
harmonics [1]?) but the resulting formulae are exceedingly complicated. An 
alternative method is to formulate the problem as an integral equation. Using 
GREEN’s formula one can derive the so-called ‘Helmholtz representation’ for 


the solution namely, 


Ut, 0, 2) = U(r, 0,9 + + | | Hod) Qe dd de (1.3) 


00 


with R? = 7? + 0? — 2rcos(6 — d) + 2? and where f(g, ¢) denotes the discon- 
tinuity of U, on the disk, z = 0, y < 1. From (1.2) and (1.3) one obtains the 
integral equation, 


ar ikR 
0=4,0,0) +45 | [fe 9 Se ei 
0 0 


Unfortunately a solution of (1.4) is not known and one is led to the question 


of approximations. 
1) The University of Michigan, Department of Mathematics 

2) The Carnegie Institute of Technology, Department of Mathematics. 
3) Numbers in brackets refer to References, page 264. 
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When % is set equal to zero the above problem becomes that of an elec- 
trified disk in electrostatics, simple solutions of which have long been known. 
It was observed by Copson [2] that in the case k = 0 the equation (1.4) itself 
can be solved explicitly. Copson’s procedure calls for the expansion of all 
quantities in a Fourier series of the angle 6 and then carrying out the angular 
integrations in (1.4) to obtain simpler integral equations which can be solved. 
For the case of axially symmetric problems, that is, when U does not depend 
on 9 the method of Copson was extend by Jones [3]*) to equation (1.4) for 
arbitrary k. In this case an explicit solution is no longer possible but rather 
Jones was able to derive from (1.4) a regular Fredholm integral equation of 
second kind which is well adapted to an iteration scheme for small *. 

It is rather an involved procedure to carry out the angular integration in 
(1.4) for k + 0, It proved necessary to use some rather complicated relations 
involving Bessel functions. Curiously enough, these complications vanished at 
the end and the resulting equation involved only elementary functions. The 
authors were led to believe that there should be also a simpler method for 
deriving this equation and this, in fact, proves to be true. The central feature 
of the problem appears to be the fact that an axially-symmetric solution of 
(1.1) is determined uniquely by its values on the axis of symmetry, 7 = 0. Such 
a determination was observed by HENRICI [4] and further investigated by the 
authors in [5]. In this paper we show that an integral equation analogous to 
that of Jones may be derived without the intermediate step of rewriting the 
& integration in (1.4). Further, the analysis is simple enough to be easily 
carried over to the case of non-symmetry about 7 = 0. 

In section 2 we indicate how the general situation without symmetry can 
be reduced to a series of problems similar to the axially symmetric case. In 
section 3 the necessary material from [4] is presented. In the next two sections | 
we outline our method of solution and in the last section we carry out some: 
simple calculations for the case in which U,(r, 0, z) represents a plane wave of | 
arbitrary angle of incidence. We include an approximate formula for the: 
discontinuity of the z derivative of U on the disk, as a function of angle of: 
incidence, when the wave number À is small. 


2. Preliminary Remarks 


Solutions of (1.1) which are of class C() in a region are known to be analytic : 
functions of z and x = 7 cos 0, y = sin 9. The particular function U satisfying ! 
(1.2) will accordingly be analytic except on the ring y= 1, z= 0, so that thie 
apparent singularity at 7 = 0 does not in reality appear. In this connection we! 
shall have frequent use of the following lemma: 


*) Jones studied the problem with the condition 0 U/0z = 


0,z = 0 but the ch tot S 
problem are not difficult, | 
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Lemma 1. Let G(x, y, z) be an analytic function for x? + y? < R®. Then with 
FT zrcosd,y=rsmd, 


G= >: [A,(7, 2) cosn 6 + B,(r, 2) sinn 6] , 


n=0 
where 
Arena)  Balr 2) 9" bre), 


a, and b, being continuous atr = 0. 


That G can be expanded in a Fourier series is immediate. Further since G 
is analytic, 


Eu NS: > Deg OE VRP me 5 > 5 2.7 COs! 0 Sin De 


fom oma 0 n=0 7=0 m=0 n= 


Now the Fourier series for G can be obtained by expanding cos/@ and sin” 9 
in multiple angles. However cos/@ sin”@ will contribute to cosn 0 or sinn 6 
only if 7 + m = n. It follows that the coefficients of cosn 6 and sinn 9 involve 
only terms in 7” or higher powers of 7. 

On the basis of lemma 1 we can write for the function U, 


co 


U(r, 0, z) = 2! [Ur(r, z) cosn 6 + V*(r, z) sinn 0]; 2 TER Rd 


(2.1) 
D (7, 0, 2) =) [Us (7, 2) cosn 0 + Vi'(r, 2) sinn 0], = rw, =rv | 
n=0 
e write also, 
flo, à) = >’ 2,(0) ) cosnd+ s,(o)sinnd. (2,2) 
n=0 


Since the function U is to be a solution of (1.1) the functions U” and V” are 
olutions of the equations, 


2 
W,. + W,+W.,+ (#7) We) (2.3), 


rom which it follows that the functions u” and v" are solutions of 


2n+1 
Y 


Wye + w, + w,, + kRw= 0. (2.4), 


f the series (2.1) and (2.2) are substituted in the Helmholtz formula (1.4) one 
inds easily that the terms corresponding to the various Fourier coefficients 
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separate. In fact if we introduce the operators 


1 ce gikR 
An Ne | fs) ocosnd > dpdo, 
0 0 


1 2x 


: eikR 
N,V, 8) = aq | | gle) esinnd T- dp de, 


0 0 


with R? = 72 + 9? — 27 0 cos¢ + 22, formula (1.3) becomes, 


Un(y, z) = Uf(r,2) + Mr, sc), V(r, 2) = Vo(r, à + Mir, 2; 5,). (2 


We now proceed to derive one of the two key formulae in our work. Wi 
prove 
1 
ma on ot+1eiku 
mn ur(0, 2) = n! 60, 2) + (—)" Gem | E(0) a, 52 05) ame 
0 


where u? = 0? + 22. The same relation exists between v”, vj and s,. In ordes 

to verify (7) we start with the observation that U” = r" u” implies, 
n Un yn 

za n! us(0, 2) = OU 


or” r=0 ovr Ir où 


n! u®(0,2) = 


Thus we are required to compute first the successive derivatives with respe 
to r of M,(r, z; c,). In order to carry out these differentiations we write, 


nd Ez), B- RN, 0° — 270 cosd. 


We have then 


om 
pp=2r— 2 0C0s¢ , 6,2" and no for m= 3. 
Then we assert, 
on eikR [n/2] 
oa + ee Bug G= 1. (2 


We prove (2.6) by the method of induction. It is clearly true for n = 1. Let 
assume now that it is true for any n > 1. Then 


oni eikR [n/2] [n/2] 


ae a co” Fri Dress Bl, ae 25 ce" Fr- bre 2 j—1 BE ne j) 


Since 0° 8/073 = 0. Each term in the second sum has the same form as a ter 


bo 
On 
Oo 
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in the first sum except the last one. This one is 
Criss Fr- [r/2] Ba rel -1 piel (n aap) [n/2]) : 


Now if n is even, [n/2] = aoe + 1)/2] and n — 2 [n/2] = 0 so that (2.6) holds for 
nm + 1. If nis odd, n — 2 [n/2] =1 and [(n + 1)/2] = [n/2] + 1 so that the last 
term becomes 
| die E"+ 1—[(n+1)/2] par 1-2[(n+1)/2] pl n+1)/2 AN 
which is the last term of (2.6) for # + 1. We note that the coefficient of ch 
remains unchanged and hence always has the value unity. 

Inserting (2.6) into (2.5), we have 


on iz 2j 07 Ur, 2) 


orn Ov” 


c*(o) o cosn D FR) (2 r — 2 9 cosd)"-?i 2/ dd do] 


ig 


1u"(0, z) = n! ug(0, 2) 


1 2% 
[n/2] Hae | 
En c? (—1)" on) c'(o) op"? cos"-?i 6 cos nb F2 dé do. 
Jt 4 
125 0 0 
ut 
1 
cos” = —.. cosagd+ a, cos (x — 2) d+: 


o that the only term which will survive integration with respect to ¢ is the 
erm 7; = 0. We have then 


1 


Lu À a 
ni un(0, 2 nal, 2) + fer(e) ort Fn do, n #0 


0 


1 
U(0, 2) = U30,2) + 5 [eo) e Fo de. 


0 


ut F is a function of ß + z? and so the result (7) follows. 

We remark that the apparent difficulty in (7) for z = 0 is only illusory. 
or by lemma 1 
on eiku 


Cr(o) = o"c"(e) sothat c*(g) 07 O(z)" pt 


emains bounded for z = 0. This remark is important for our later results. 
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3. Axially Symmetric Solutions 


For n=0 and k=0 equation (2.4) becomes the equation for axially 
symmetric potential functions. It is well known that such functions are uniquely 
determined by their values on the axis of symmetry, provided those function: 
are analytic. In fact in terms of those functions the solution can be writter 
down explicitly in the form, 


w ( (0, a Ak 1 Di 
—_ do. 34 
à = yr — 02 5 


These facts can be extended to the general equation (2.4),, as discussed b» 
Henrict [4]. Again a solution is determined by its values on 7 = 0, providee 
these functions are analytic. Further, the solution can again be written dowr 
in the form, 


r 


w(r, 2) = Ta) EFF + Je — GA Jia (af — ef) | (3. 


=F 


xw(0,2+70) do. 


Equation (3.2) shows that actually a complete knowledge of w(0, 0) is n 
necessary, but rather that only w(0, z+ ie) + w(0,2— io) need be kno 

We obtain our second fundamental relation by setting z = 0 in (3.2), th 
obtaining 


Pin +1) (k\-n+R P zen 
O0 Te are) | (m 


0 


x [w(0,2 0) + w(0, —10)] do. 


Formula (II) is aVolterra integral equation for the quantity w(0,70) + w(0, — ie) 
Its exact solution is not of concern to us as we shall encounter only the ca 
in which the left hand side is zero, and then w(0, 10) + w(0, — io) will 
identically zero. 


4. Solution for Small Wave Number 


In this section we shall derive integral equations of second kind analogou 
to those of Jones [3]. These are particularly well suited to approximations fcı 
small k. We first derive the equations formally and then show that they di 
indeed yield solutions of the problems. We content ourselves with the deter 


mination of the cosine terms, that is, the functions U(r, z), the extension tt 
sine terms being clear. 
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We begin with the formula (I) and write 2?= — «. Upon integrating (I) 
n times with respect to «, we obtain 
n! |... | [U*(0, i'r) — U%(0, iyr)] dr --- dr, 


Leo? : (4.1) 


where the A’s are constants and X,(ß) = 0" c*(o), 92? = ß. This expression was 
derived under the assumption that « was real and negative. We observe, 
however, that all of the quantities which occur in (4.1) are analytic functions 
of the complex variable «, as long as x is not real and positive. If we choose 
the branch of ) 6 — x which is positive for arg « = 0, « < ß, the integral on the 
right side of (4.1) is analytic in the complex «-plane cut along the real axis 
from 0 to 1. Thus w"(0, 2 Va) will suffer a discontinuity on approach to the real 
axis, 0 <a < 1 from above or below. Indeed from (4.1) we have for arg « = 0, 


1! f . [bee n Vr) + (0, 1 Vr-) = (0, iyr) _ ur(0, iyz-)] due dr | 


" ae am = T(x; K,) | 


m= 


Here u”(0, 7 Vr-) denotes the value which #”(0, 7 Vr) assumes, when arg t = 0, 
after a clockwise circuit of the origin and 7"(«; g) denotes the operator, 


n A sin R Va — CL g 
Ta: 6) = us en Paps fap a 
; (4.3) 


4 Va — ß 


v ei: sf FL dB + js en a} 


Our next observation is based on formula (II). Since U = 0uoz=0,7 <1 
we have also u”(r, 0) = 0 on r < 1. Applying (II) to the functions w” we have 


accordingly, 
w(O,ir) + w(0, —irn=0, O<r<l, 


since these quantities will be solutions of a homogeneous Volterra equation, 
but this means that for arg tT = 0 


u(0, it) zu ur(0, iyr-) =(0, 


so that the first iterated integral on the left side of (4.2) is zero. The iterated 
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integrals of u” are known functions, so that except for the values of the con- 
stants A, othe left side of (4.2) may be considered as known. For simplicity we 


write, 
a 


n! ik +. / uo, 1 Vr) + ur(0, ji Vr-) dr --- dt, 1 = H(a). 


0 ) 


Now let us denote the two integrals on the right side of (4.3) by T}’(a; g) and 
Ti'(«; g) respectively so that (4.2) becomes 


n—1 
He CO A an Tyce eee cn (4.4) 


m=0 


Essentially the equation (4.4) for 7 = 0 was obtained by Jones [3]. He made 
the observation that if one finds the inverse of the operator Tj'(«; M,) and 
applies it to (4.4) the product (T?)-! T/" is an operator which is simple. It is 
not essential that one works out the exact details of this process but for com- 
pleteness we outline the details. If we write 6 = 1 — o and x = 1 — y, equation 
(4.4) becomes 


n—1 


x y) ae AIR (1 
m=0 


nn hh Vo = TES 
= — 1: Kull-o) SE? arf à UT da 


Now we recognize that the last integral may be inverted with the aid of the 
Laplace transform to give us 


(Emp | oi PRG» [sinhk(/7+ Vo). sinhal/y — Vo) | , | 
US. men Go a 


dy [HC — y) + IA, (1 — y) “| 


1 d / coshk Vo — y 
x do FR 
d Vo—y 


Upon writing o = y?, y = x?, we obtain 


. as = 
K,(1 — y ee Ki a Sinhk(x+y) , 
y Kult — 9%) x J* one 


+. 


ale, 2d i coshk y? — x? 


n-1 
OT Vy? — 7 [eH (= 38) + DA, (1 — à dx, 
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The essential fact to observe about (4.5) is that it is a Fredholm integral 
equation of second kind with a regular kernel which is small when % is small. 
The method of successive approximations will certainly apply and yield the 
solution as a power series in + for k sufficiently small. We remark that in the 
actual mechanical process of computing the successive terms one need not 
make the transformation to (4.5). Since the operator T, involves 

sinhk Ya — 8 

jak 

it will produce terms of one higher degree in k than T,. Clearly an iteration 
process may be based directly on (4.4). That is, if we assume 


lee) 
ee r m 
I = 2 Be k 


m =0 


then it is easily seen that the K 


1 


will be determined by recursion in the form, 


nm 


/ Knm(B) d ß > Ki: m1 °°° He) 
a 
or inverting this simple integral equation?) 
K 1 d (rk K,.) dB 
ls) = ==. za ( nm1 °°° n, 0) qe 
0 


In the developments so far there has been no apparent difference between 
the various values of n. The complication which arises is, of course, contained 
in the determination of the constants A,,. For this we use the remark made 
in connection with formula (I) that the quantities c”(o) must vanish like 9” when 


o > 0. Recalling that MB = pre ( 5) 
this means we must have X,(B) vanishing as 6" when $ > 0, that is, 
BER a Ur mM Oe. a. (4.6) 
Thus we attack (4.4) as follows. Define functions P(x), Q””(x) as solutions of 
Ha(«) = Tr(a; P) or = Tre; 0), m=0,L...,—1. (4.7) 


Then choose constants Ay, A,,..., A,-ı so that, 


dam 


n—1 
Ea") | Palo) 54,0) =0 at a 0, m—01 #1. (48) 
m=0 


5) This is easily done with Laplace transforms. 


ZAMP X1/17 
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It would follow then that 
n—1 


DIENEN 
m=0 


would be a solution of (4.4) satisfying the condition (4.6). 

The equations (4.8) constitute a system of linear equations for the An Ss 
which will have a solution unless the determinant should happen to be zero. 
If this were so then the homogeneous system corresponding to (4.8) would: 
have a nontrivial solution A9,..., A9,. Following the general verification 
procedure which we present shortly, one would find that if 


n—1 


c°(0) an. I a Or (0?) ; 


m=0 
then 
U(r, 0, 2) = Mr, z; c®) cosn 6 


ın 


is a solution of equation (1.1), satisfying a radiation condition and vanishing 
onz=0,r < 1. The uniqueness theorem for the problem of section (1) the 
states that U(r, 0,2) = 0 hence c(o) is identically zero and finally all th 
constants AP, must be zero. The contradiction shows that the determinant of 
system (4.8) cannot vanish. 

We turn now to the verification of the formal solution which we have 
derived. First we observe that the equations (4.7) do indeed have solutions ati 
least for sufficiently small k. Now consider the function, 


K,(a) = Pr(a) + I A, Qrm(a) 


with the constants A, chosen so as to satisfy equations (4.8). We put 
c,(0) = 0” K,(0?) and consider the function, 


U(r, 6, 2) = [Uf(r, 2) + M,(r, 2; c,)] cosn 6. 


U(r, 0, z) will then be a solution of (1.1). Hence it will be an analytic function 
and lemma 1 applies to yield, 


Dr Mae run), 


TR 


w"(r, 2) being a solution of equation (2.4). But now uy, u", and c, will be con1 
nected by the formula (I). Thus we find corresponding to (4.2) 


n! u(0, 1 Ye) + (0, 1 Va) m) ur(0, 1 Vx) + ur(0, iVa-) 


“ | (4.9) 
Gr dan Ce K,) . 
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Note that the n derivatives of 7*(«; K,) may be formed even at x = 0 because 
we have constructed K,(x) to vanish like «” as « + 0. Now P*(«) and Or”(«) 
are solutions of the integral equations (4.7) with H”(«) representing the n-fold 
iterated integral of — [w5(0, i Vx) + u5(0, i Va-)]. Thus differentiating (4.7) 
n-times and comparing with (4.9) we deduce, 


u"(0, 1 Va) Je u(0, 1 Va-) = (0). (4.10) 


We have only to enter the result (4.10) in formula (II) to conclude that 
u"{r, 0) =0 for r< 1. Thus U(r, 0,2) is the (unique) #th Fourier cosine 
coefficient of the solution to the problem of section 1. 

We have thus exhibited a method for calculating approximately any finite 
number of terms in the expansion of the function U(r, 0, z) of section 1. The 
degree to which an actual solution is approximated will depend of course on 
the ease with which the incident field, U,(r, 6, z), may be approximated by a 
finite number of terms of its Fourier series. 

It would perhaps be well to insert here a few remarks concerning the small % 
approximation. Let us suppose that the function H”(«) has the form 


oo 
Ha) = ), Hykm. 
m=0 
Then we write 


N 
Hy(a) = 3, Hy #7. 
m=0 


What the iteration procedure for small k yields then are functions Py(«), Q%"(x) 


such that é 
H — Tr(a; Pr) = 0(k); am — Tr(a; QR") = O(R*1). (411) 


We choose constants AN so that equations (4.8) are satisfied for the approxi- 
mating functions PX and Q4”. Then set 


Jo = 0 Pe) DA, On (x) 
m=0 


and consider | 
UN (r, 0,2) = [US (r, 2) + M, (r, 2; ci] cosn 6. 


Again UN will be a solution of (1.1) so we can write, 
Un(r, 2) + Mr, 2; cy) = run 2) - 


Then following our previous procedure we deduce that 


uh (0, i Pa) + ur(0, i Var) = ON“) 
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which again by formula (II) yields 

UN (y, 6,0) = 0(kN*') for r<1. 
Thus solution of equation (4.7) to terms in k* yields the Fourier coefficients 
of the function U(r, 0, 2) of section (1) to the same degree of approximation. 


5. Diffraction by a Hard Disk 


The problem considered by JONES [3] was the diffraction of a sound wave 
by a hard disk, that is, the condition (1.2) is now replaced by the vanishing 
of the z-derivative on the disk. In this section we indicate briefly how our 
methods need to be modified to handle that case. We shall maintain the same 
notation as in the previous sections, with U(r, 6, z) to satisfy 


Ur 0; 0) = 0 ior, Pal, (25 
instead of (1.2). Replacing (1.3) we have 
1 Qs 
1 de Wir ua 2 
U(r, 0, 2) = Uylr, 8, 2) + q— + = | fe 6) — o d do, (5.2) 
0 0 


where f(o, 6) this time represents the discontinuity of U itself on the disk. 
If we require that the solution be continuous it follows that 


f(o, #) —0 as o>1. (5.31 


The functions U, U, and f can be decomposed into Fourier coefficients as 
we have done in section 3. In place of (5.2) we get by an integration over z 


> 


1027 
4 1 7 A IRR 
[Wr 0,9 — Ur 6M d+e= | te <p o dd do, 
0 0 


0 


where c is an arbitrary constant. The results of section 3 now carry over with 
minor modification. For example, when 7 = 0 


172% à 
thu 


06.4 00,0 Mae el eee 
J va J J H 


where u? = 0? + 22. If we write 


20 


[U(0, 0, 9 40 = wg), fu. 0,1) dO = u(t) and ie $) db =e. 
0 0 


0 
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This last equation becomes 
we — ag] dtt+e= fe 
| (w(t) — wh] dt + e= | colo) —— de. (5.4) 
0 0 


We now continue equation (5.4) into the domain of complex variables and 
we find that if z>iy (0 < y < 1) we get 


na © aloe ta UPS 

— uo(t)| dé + c — 0) 0 —— 0 + | lo) == 0 dp |, 
J 0 2 J 0 yao : 0 Ver = pi 0 40 
while if z > —ty (0 < y < 1) we get 

1 a 0 - il 2 0 ees : er Very? 

f (u(t) — we) df] + c= >| | — 00(0) ——— do 4 fc oT oa. 


Upon adding these two equations and making some trivial changes of variables, 
we get 
| Wit) — ur(—it) — w(t) + uÿ(—rt)]1 dd +20 
0 ee. : T= (9:3) 
a Due = 2 _ 2 
au, 0 Eee leder Ver = y ode|. 
] y y? = 0? A Vo? — y2 
0 y 
Now the boundary condition (5.1) implies, according to the representation (3.2), 
that uP(i t) — u°(— it) is a constant c,. Hence equation (5.4) assumes the form 
Cu y+Zc 4 [u0(—i à) — w9(i t)] à dé 


0 


= af 5 
: rer cos k Vo? — y? 
/ 1 sin 2 Ue aa 0 Co(0) do +f : - ee © co(o ) do|. 
er IE 


The constants c and c, are evaluated from the requirements that c,(o) > 0, 
o > 1 and c,(o) is finite at o = 0. The equations involving the higher angular 
harmonics may be derived in much the same manner and indeed involve only 
further integration with respect to the variable 2? = (— y?) but we shall not 
pursue this matter further. 


6. Incident Plane Wave 


We include here some numerical results for the case of an incident plane 
wave for Dirichlet boundary conditions on the disk. There is clearly no loss 
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of generality in assuming that the plane wave is incident upon the disk from 
the side z < 0 and that its propagation normal lies in the x — z plane. Let y 
denote the angle which this normal makes with the positive z axis. The incident 
field in rectangular coordinates is then 


er (xsiny+zcosy) 


and in cylindrical coordinates it has the form e'*/sinyeos?+sco8)). Hence 


1 ar ikR 


UM, 6, z) = ei (rsiny cos 6 +2cosy) u / / f(o 6’) 


Or, upon integrating over # and 6’, we get 


1 


uÿ (0, A = AE 2cosy L es few CA 0 do | 


0 
If we continue z into the domain of complex variables and use the fact that: 


U0(0, 4 y) + w%(—ty)=0, O0 y I 
we get 


1 —— 
1 2 CRT 
cosh (k y cosy) + = ‘| Se Rae t c°(t) dt | 
née 
y 


(6.1) 
hk jy? —# 
+f = Fe Frof)d=0. 


Upon rewriting equation (6.1) in the form which we described in section 4, we: 
obtain 


1 
0 staal sinhk (6B +6) | sinhk (B — o) 
a) += fon PRÉ + sd] | 
o 6.2)| 
ee i A (e = cosh (4 Yo? — 9?) N 
n'a | 2 de cosy(h V1 — e® cosy) STEEL. 
6 Ve 


Here Go) = V1 — y2 ey) and o = V1 — y? Upon applying the Neumann: 
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iteration procedure we find for small k 


4 { 27k sin? y 2 
Bo) = — —___— (p= ae + i | pee Ne re Oe + 
Ve | - 2 + 0° COS y Ne 
ir | RR ® 
3x 9x 30. | | 
cos cos? y 
= Aa 2 } ‘ 
| ee er, ae 2 0) 
1 1 
Er [1 — 2 9? + 0% — Sey (6 — 2 0° + 2 cos?y) 
16 
+ 26] +00 


In the limit À, = À (normal incidence) this result coincides with the one which 
BouwkamP [1] obtained. 
For the first harmonic, we obtain the equation 


he sinhk, y coshk, 
—4iksiny p es ae Re 27. + A1 | 
1 (6.3) 
FL = ia 1 zer 
-/- cos À a = en / sinhk Vy? - 2 Bald, 
5 Vy? — 12 
| 0 
while for the second harmonic, we get 
1 
| Le a 2 (D dt+ 7 if sinh k eee = = P(t) di | 
= 7 a (6.4) 
| > [ v2 coshk, y 3y sinhk, oF 3 coshk, y Ts | 
| = 44 |: = re = u: ap he | + A? AZ y? . 


Here the A’s are constants of integration. We observe that for all three cases 
which we consider here, that is, the zeroth, the first and the second harmonics, 
we are always solving the same type of integral equation, the only change 
being in the form of the non-homogeneous term. Equations (6.2) and (6.3) are 
solved in the same manner which we solved (6.2) save for the fact that we have 
to evaluate the constants of integration. These are evaluated by the require- 
ment that c(t) and c2(¢) are finite at = 0. We omit the details and merely give 


the results. We have 


apie é 
ja een {1 ee o?)]} + O(k), 
a V1— 0? 6 
2 2 
Br nan 
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The terms are calculated to different orders of k so that it may be possible tt 
calculate the scattering cross section to terms correct to the order kt if need be 

The work on this paper was sponsored by the Office of Ordnance Research 
US Army and the US Air Force Office of Scientific Research. 
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‘un 


Zusammenfassung 


Es wird gezeigt, dass das Problem, die Beugung einer ebenen Welle an eine 
kreisförmigen Öffnung oder Scheibe zu bestimmen, auf die Lösung von regulär 
Fredholmschen Integralgleichungen zweiter Art zurückgeführt werden kann. D) 
Lösungen dieser Integralgleichungen liefern uns für die Scheibe im Falle der Neı 
mannschen Bedingung die radiale Variation der Unstetigkeiten der Wellenfunktic 
und im Dirichletschen Falle die Unstetigkeiten ihrer normalen Ableitung. Ist de 
Produkt von Öffnungsradius und Wellenzahl klein, so können die Integralgle 
chungen gelöst werden. Für die Ableitung der Integralgleichungen verwenden w; 
einerseits die Poissonsche Darstellung für die Wellenfunktion und andererseits ¢ | 
Fortsetzung der Helmholtzschen Darstellung in die komplexe Ebene. 


(Received: July 25, 1959.) 
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Solution of the Poisson Equation Related toa Boundary-Value 
Problem for the Sphere 


By Evan E. Jones, Nottingham, England!) 


Introduction 


There are three boundary-value problems associated with singly-connected 
regions fundamental to the theory of potential ({1], p. 213)?). The interior- 
type problems associated with the region V bounded externally by a closed 
surface S having continuous curvature are (i) the Dirichlet problem, in which 
a function, harmonic in V, is required, having prescribed continuous boundary 
values on S, (ii) the Neumann problem, in which a function, harmonic in V, is 
required, having prescribed continuous boundary values for its normal deriva- 
tive on S, (iii) the problem usually referred to as ‘the heat conduction problem’, 
where a function, harmonic in V, is required, having continuous boundary 
values for itself and its normal derivative on S, which satisfy a given linear 
relation. In conjunction with these interior-type problems are the exterior- 
type problems where functions, harmonic in the infinite region external to S, 
are required, satisfying similar boundary conditions, with prescribed forms at 
infinity. A more general type of boundary-value problem is the exterior-inte- 
rior type, usually referred to as ‘the electrostatic dielectric problem’ ([2], p. 194), 
in which harmonic functions are required in regions external and internal to a 
surface S, satisfying two boundary conditions involving the continuity of the 
functions and a prescribed discontinuity in the normal derivatives on ee 

A solution to the last mentioned problem has been determined by YEH et 
al. [3], when S is the surface of a sphere, in terms of harmonic functions having 
prescribed singularities in the regions external and internal to S. The solution 
is stated in the form of a sphere theorem, which is the culmination of less 
general theorems by various authors. The solutions of the first three boundary- 
value problems for the sphere appear as particular cases of the general result. 

It is proposed in this paper to present a solution to a similar type of problem 
with controlling differential equations of the Poisson type. The range of phys- 
ical problems which can be solved is thus considerably extended. 


1) University of Nottingham, Dept. of Mathematics. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 272. 
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The Solution of the Problem 


It is required to determine the functions @,(r, 9, w), p;(r, 0, ©), having} 
prescribed singularities, and satisfying the Poisson differential equations 


V2 pear CHURCONE 
V2 p; = j; (7, 0, w), 4) 


in the regions V,, V,, respectively external and internal to S, the spherical 
surface of radius a, with centre at the pole of spherical polar coordinates 
(r, 6, w). The functions 9,(7, 6, ©), ;(7, 9, w) and their derivatives 0@,/Or, 09;/Or, 


normal to S, are required to satisfy the boundary conditions 
Pe — Pi» (3) 
dPe 99; 
a, We + Beg, = as mtv. (4) 


In (1) and (2) the functions /,(r, 0, w), f;(r, 6, w) are together with their first 
partial derivatives assumed to be continuous in the regions V,, V; respectively. 
Also, in (4), the coefficients «,, 6,, «;, 8; are given real constants, and (6, w) iss 
a prescribed continuous function on S. 

The solutions are developed in the forms 9, = p,, + ®,, 9; = Y,; + ®;. Here: 
Poel’, 0, ©) {or @,;(r, 0, w)} is a particular integral of (1) {or (2)}, which togethe 
with its first partial derivatives are continuous in V,+ S {or V; + S} except 
at a finite number of singularities prescribed in V, {or V;}, and @,(r, 6, w) 
{or ®;(r, 0, w)} is a harmonic function, being single-valued and continuous in 
V,+S {or V;+ S}. The particular integrals y,, and @,,; are either prescribed: 
functions, or in general can be determined as the sum of two types of functions. 
Thus 


Poe = Poet Paz» Por = Pai t+ Ga", where G(r, 0,0). pä(r, 0, a) 


are Newtonian potentials due to volume distributions of density —/,/4 a, 
—/,/4 in V,, V; respectively ([1], p. 150) of the form 


t= Jar en | Hav, 
Ve Vi 

and g#*(r, 0, ©) is a harmonic function having the prescribed singularities in) 
V, (including infinity), and @**(r, 0,@) is a harmonic function having th 
prescribed singularities in V;. It is noticed that the functions Poe Po; and the 
normal derivatives 0p,./0r, Op, ;/Or are continuous on to S. 

The functions p*,(r, 0, w), p*,(7,0,@) are readily determined in certainé 
special cases. Thus if f,(r, 6, w) and f,(7, 0, w) are functions of one space coor-: 
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dinate only the differential equations (1) and (2) can be integrated directly to 
yield particular integrals, e.g. when f, and /; are functions of the radial coor- 
dinate 7 only, then 


+ 
pe ne / f(r) 7 dr = fr) r ar, 
and , j 
= [hen Par —[trar. 


0 4 


On substituting for @,,(r, 0, w) and @,;(r, 9, w), and their normal derivatives 
on S into the boundary conditions of (3) and (4), it is possible to write 


(D, — D;)s = g(8, w), (5) 
OD, dB, \ 
(u. Ze + BB, a 5: - BB) = HO. «) (6) 
where by definition 
(Poi — Poe)s = 80, ©) , (7) 
0 oi ù oe 
(x: et ats B; Poi te yp a, Ze = B. Pre) = h(6, ©) , (8) 


The functions g(9, w), h(0, @) are continuous on S, hence by use of a known 
solution of the Dirichlet problem it is possible to form two unique functions 
g,(r, 0, ©), h;(r, 0, ©), which are continuous in V; + S and harmonic V,, having 
g(8, w), h(9, w) respectively as boundary values on S. The functions are deter- 
mined in the form of Poisson integrals ([1], p. 240), such that 


FT LU) Re, @) 
gtr, Bo) = Gar | a as, (9) 
and 
2_y2 7 H(6', 0 
h,(r, 6,0) = LT 1 ques (10) 
5 


where R is the distance from the point (r, 9, w) in V; to the point (a, 6’, o') on S. 
The harmonic functions ®,(r, 0, w) and ®;(r, 0, w) occurring in the complete 
solutions for y, and y, respectively are determined by the equations 


(a; + a) ®,(0) = 4% 8 (2) - 2 1(F), (11) 


% 


(a; + &,) D;(r) = —«, 8;(7) — Zr), (12) 
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where 
1 
Ly) = / {a h(rt) +vg(rt}}#" "dt, (13; 
iy 
in which 
_ & u en) 14. 
Ce us 
D = a; Ke Ar (B; Xe ar Pe %) € (15) 


ale 
RT Le 


and for simplicity of expression g;(r) = g;(r, 6, w), etc. If g,(7,0,m) an 
h,(r, 6, ) are harmonic functions defined in V, with boundary values g(0, ©) | 
h(0,@) on S, then by the Kelvin inversion transformation ({1], p. 231), it is 
seen that 

a? 


=.) o) : (16) 


Y 


a 
g.(r, 0, ©) = Sl 


Y 


h.(r, 0, 0) = = ae 0,0). (177 


In general if g,(r) ~ O(1) forr > 0, then g,(r) = O(1/r) for r > oo. Similarly for 


the function pair h;(r) and h,(r). Alternative forms for the solutions of (11) anc 
(12) exist as 


(eo. Dir) a, Ber) le) (183 
(a + a) = el) — 4 1(S), (19) 

where 
L(n = fa h,(r t) +9 g,(r )} t-* dt, (20) 


and thus Z,(r) = a/r I,(a?[r) by comparison of (13) and (20). 
These results hold in the given forms in general when u > 0, and in partic- 
ular for «u = 0, providing 


fe h(0, w) + v g(0, w)} dS =0. (21 
S 


On integration by parts it is possible to extend the range of existence of the 
solutions to negative values of u, with the exception of the negative integers 
f= —1, —2,.... Thus, for example, considering the integral 


il 
[rr t) #1 di 
0 
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of (13) defined for u > 0, it is possible to integrate by parts leading to the 
expression 
1 
AR Rel : 
7 h;(r) — ze | h;(r t) t" dt, 
0 

and consider this as the continuation of the original integral to the range 
—1 < u < 0. Repeated integration by parts will further extend the range of 
application. 


The Verification of the Solution 


In the first instance it is necessary to prove that ®,(r) is a harmonic function 
without singularities in V,, and that @,(v) is a harmonic function without 
singularities in V,, being regular at infinity. 

The Poisson integral g;(r) of (9) is continuous in V; + S and harmonic in 
V,;, having the development g;(r) = g; (0) + O(r) for y <b < a. Thus (1/r) g;(a?/r) 
is continuous in V, + S and harmonic in V,, decreasing to zero at infinity to the 
order O(7-1). Similarly for h;(r) and (1/r) h, (a?/r). 

The integrand of /,(r) of (13) is harmonic in V, and continuous in V; + S 
for 0 <¢<1. The integral exists and is uniformly convergent for 7 <a if 

u =0, with the restriction that ah,(0) + g;(0) =0 when y — 0, which is 
consistent with (21). By application of a modified form of Harnack’s first theo- 
rem ([1], p. 248) it follows that Z(r) is harmonic in V;, continuous in V; + S. 

Similarly J,(a2/r) is harmonic in V,, continuous in V, + S, and decreases to 

zero at infinity to the order O(r~?). 

From (11) and (12) it is thus seen that ®,(r) and ®;(r) have the required 

harmonicity properties in V, and V; respectively. 

| Secondly it is required to prove that ®,(r) and ®;(r), and their normal deri- 

vatives on S, satisfy the boundary conditions of (5) and (6). In this connection 
it is required firstly to establish that these functions and derivatives are 
continuous on to the boundary S attaining finite limiting values there. 

| Since g,(r) can be written as the sum of the potentials of a simple layer and 

double layer distribution with continuous density proportional to £g(0, w), then 

g,(r) is continuous on to S with a limiting values g(9, «) ([4], P. 245). Also the 

normal derivative g/fr) attains a limit on S as 7 + a in the region V,, if the 
limits of the normal derivatives of the above-mentioned potentials exist. A suf- 
ficient condition for this is that the function g(, ») is not merely continuous, 
but has continuous first and second derivatives with respect to the space 
coordinates ([4], p. 151). Similarly for the function A;(r) and normal derivative 
hi(r). 
’ ve L(r) is uniformly convergent in V; + S for u 20 it follows that J,(7) 
is continuous in this closed region, and in fact attains the limiting value J;(a) 
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on S. Again as a consequence of Harnack’s first theorem it is possible to form 
I!{r) by differentiating /,(r) with respect to 7 under the integral sign. On} 


ı 


integration by parts it can readily be shown that 


I(r) == (ahi) +g} — 2 1) 
for ry <a, u = 0. Since all functions on the right hand side of this equation are 
continuous on to S, then so is J;(7). 

A similar argument shows that g;(a?/r), h,(a?/r), I;(a?/r), and their radia: 
derivatives, are continuous on to S as y > a in the region V,. 
On substitution for ®,(r), D;(r), and their radial derivatives, from (11) anc 
(12) into (5) and (6), and allowing 7 > a, it can be verified that the boundary 
conditions of (5) and (6) are satisfied. 
It has thus been shown that the expressions (11) and (12), or (18) and (19) 
lead to solutions of the boundary-value problem. 


Arbitrariness in the Choice of Particular Integrals 


The particular integrals @,,(r) and o, ;(v) of the differential equations (1) ana 
(2) consist partly of harmonic functions @**(r), @**(r) having prescribed singwt 
larities in V, and V, respectively. It is required to consider the case wit- 
pet (r), g%*() replaced by p**(r) + 2,07), @&*(”) + Q,(r), where Q,(r), Q,(r) art 
harmonic functions without singularities in V,, V; respectively. On forming th 
altered values of g(0, w) and (0, w) from (7) and (8), it is possible to form th 


functions 


Gin = gi + Qi) — 2 O(@), 


Hie) = hin) + 0, 5, OT) — QE) + 2 + po, 


Y 7 a or 


where G;(r), H;(r) are the altered values of g;(r), h;(r) respectively. These func 
tions are harmonic without singularities in V; having the required prescribe 
boundary values on S. They are thus uniquely determined. 

If the altered values of ®,(r), ®(r) are D*(r) and GF (r) respectively, th 
from (11) and (12) it can be shown that 


Par) = O.(r) — Q.7), Din) =D) — An. 


Since the altered values of @,(r) and @;(r) are @,,(r) + Q,(r) + D* (r) ang 
Po il?) + Q;(r) + @¥(r) respectively, then the addition of a function harmon 
without singularities in V, {or V,} to the particular integral @,.(r) {or 9, ;(7 
will not affect the value of the solution ,(r) {or @;(r)}. The choice of particule 
integral is arbitrary to this extent - a suitable choice may however simplify th 
analysis leading to the solution of the problem. | 
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Solution in Terms of Prescribed Singularities 


The prescribed singularities are included entirely in the parts p%*(r) and 
o**(r) of the particular integrals ,,(r) and 9, ,(v). Using the symbol (*) for all 
functions corresponding to the parts p*,(r) and p%;(r) of the particular integrals 
it is possible to form 


4 aK 2 2 
hil) = RG) — 22%. 278 _ goer rer): 
The functions g,(7), h,(r) are harmonic without singularities in V;, and on S 
are consistent with the boundary conditions of (7) and (8) respectively. They 
are thus uniquely determined, and on substitution into (11) and (12) yield the 
results 

BAD = BE) + pl), Dil) = Dr) + yilr) 


where y,(r) and y,(r) are functions identical (but for a change in notation) with 
the perturbation potentials of YEH et al. [3]. 


Some Particular Cases 


The examples listed in this section refer to problems controlled by diffe- 
rential equations of the Poisson type. For the internal-type problems it is 
assumed that (3) and ,(r) are redundant, and for external-type problems (3) 
and p,(r) are redundant. 

Lx, =p, =4%;,=0, B; = 1] Internal Dirichlet problem with &,(r) = —h;(r), 
and (p;)s = —y(9, @). 

(x, = B; = à, = 0, B, = 1] External Dirichlet problem, with ®,(r) = h,(r), 
and (p.)s = p(9, ©). 

The solutions of the Dirichlet problem are uniquely determined ([4], 
pp. 183, 186). They have application to the electrostatic field theory for con- 
ductors in the presence of volume charge distributions, and heat conduction 
with distributed heat generation and prescribed surface temperature on S. 

(x, = B, = ß; = 0, «; = 1] Internal Neumann problem, with u = v = 0. The 
tunction @,(r) is given by (12) with the restriction 


ro, ae and (Se) = —y(8, 0) : 
S 4 


pp =0,x 1 External Neumann problem, with » = 0, u = 1. 
The function D, (r) is given by (11), with (0p./0r)s = vd, ©). 
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The solution of the internal Neumann problem is uniquely determined to 
within an additive arbitrary constant, and the external problem has an unique: 
solution ([4], pp. 183, 186). Application is possible to heat conduction problems : 
involving distributed heat generation with prescribed surface temperature: 
flux on S. 

(x, = B, = 0, x; = 1, B; = h] Internal third boundary-value problem, with 
y = 0, u = ah. The boundary condition is 0p;/0r + hp; = — y(, w), and @,(7) | 
is given by (12). 

[mp = 0 x 1, p, h] External third boundary-value problem, with: 
v=0, u=1-+ah. The boundary condition is dp,/0r — h p, = y(9, w), and! 
®,(r) is given by (11). 

The third boundary-value problems have unique solutions if A > 0. The: 
problems apply to heat conduction with distributed heat generation under a! 
surface condition with temperature determined by Newton’s Law of Cooling. . 
The constant k is the radiation coefficient. 

[ß; = B, = 0] These problems are of the internal-external types, and apply’ 
to dielectric potential problems with distributed volume charge, magnetic: 
problems with distributed permanent and induced magnetism, and heat con-- 
duction problems involving two media of different conductivities in intimate» 
contact over the spherical surface S ([5], p. 17). Here » = «, u, u = «@,/(a; + @,),, 
and since in practice u > O the uniqueness of the solutions is secured. If! 
a“; = «, 1, solutions are obtained for gravitational problems involving distri-- 
buted mass. 
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Zusammenfassung 


_ Es werden Lösungen der Poissonschen Differentialgleichungen in den Bereichen! 
innerhalb und ausserhalb einer Sphäre, die gewisse Grenzbedingungen an der Fläche: 
der Sphäre erfüllen, gesucht. Solche Lösungen werden schliesslich als Funktion: 
partikulärer Integrale der Differentialgleichungen ausgedrückt. Ihre Anwendung: 
auf die theoretische Physik wird anschliessend behandelt. | 
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Zur Thermodynamik teilweise wässriger Hagelkörner 


Von RoLAND List, Weissfluhjoch-Davost) 


1. Einleitung 


Erste Experimente im Hagelversuchskanal [1]?) deckten ein Phänomen auf, 
das scheinbar nie eingehender beobachtet und bei allen bekannten Hagel- oder 
Vereisungstheorien nicht in Rechnung gestellt wurde: das an bestimmte atmos- 
phärische Bedingungen gebundene Auftreten von Eiswassergemischen als An- 
lagerungen an bereits vorhandene Eispartikeln oder an künstliche Objekte [2]. 

Dieser Effekt ist an einen ungenügenden Wärmeaustausch vom vereisenden 
Objekt an eine umgebende, kühle Atmosphäre (Temperatur unter 0°C) ge- 
bunden, der es nicht gestattet, durch Abtransport der Gefrierwärme alles an- 
fallende, unterkühlte Wasser zu verfestigen. Die Folge davon ist, dass jeweils 
_überschüssiges Wasser auftritt, welches unter Umständen durch den Luftstrom 
mitgerissen wird oder sonstwie abtropft. Dies kann manchmal auch beobachtet 
werden, der Schluss jedoch, dass es sich dabei um alles nichtgefrierende 

Wasser handle (LUDLAM [3]), ist irrig. 
| Die Tatsache, dass sich bei gewissen Verhältnissen auf einem vereisenden 
Objekt eine Wasserhaut bilden kann, die von innen her so weit gefriert, bis die 
_ Objekttemperatur 0°C erreicht, führt zu einem ganz speziellen, im folgenden 
näher erläuterten Gefriermechanismus. Die Temperatur an der innern Grenz- 
fläche der Wasserschicht ist im stationären Fall aus thermodynamischen 
Gründen auf 0°C (siehe Figur 1). An der Grenzfläche Wasserhaut — umgebende 
‘Luft wird das Wasser jedoch unterkühlt. Das Gefrieren kann von aussen her 
nicht stattfinden, da normalerweise entsprechende Eisbildungskerne fehlen. 
Zusätzlich zum Temperaturgradienten, beeinflusst durch die Luftströmung, 
treten nun wirbelartige Zirkulationen in der Wasserhaut selber auf — vielleicht 
kann man sogar von Konvektionszellen sprechen — die das unterkühlte Wasser 
örtlich zur Eis-Wasser-Grenzfläche transportieren. Dies ermöglicht ein schlag- , 
artiges Wachstum von Eislamellen von innen nach aussen. In diesem Momente 
wäre auch ein Gefrieren der äussern Begrenzung der Wasserhaut möglich - es 
kommt jedoch nicht dazu, wenn sich der Nachschub unterkühlter Tropfen als 
Anlagerung an die Wasserhaut stetig fortsetzt. So können wir uns vorstellen, 
dass ein Wachstum eines Eiswasseransatzes möglich ist, indem sich die Was- 
serhaut jeweils vom Zentrum unseres Objektes weg fortpflanzt und dabei vom 


1) Forschungsstelle der Eidgenössischen Kommission zum Studium der Hagelbildung und der 
Hagelabwehr am Eidgenössischen Institut für Schnee- und Lawinenforschung. 
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 305. 
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bestehenden Eis oder Eisgerüst her durch Eislamellen oder Eiswände stabilii 
siert wird. Die Dicke derselben hängt ab vom Betrag der Wärmeabfuhr nacl 
aussen sowie den durch die Wasserhaut eingefangenen, unterkühlten Tropfen 
das heisst vom totalen Wärmeaustausch Objekt - Umgebung, der den maxii 


= Jest-Eiskugel 


Konvektions- 
zellen 


wachsendes 
Eisgerüst 


unterkühlte 
Wassertropfen 


° Ae | b \ Luftstromung 


Figur 1 

Modell der Entstehung eines Eiswassergemenges als Ansatz an eine Eiskugel. tx Temperatt 
der Eiskugel, {xy Temperatur der Grenzfläche Wasserhaut/Eiskugel, Zr; Temperatur an dd 
Grenzfläche der Wasserhaut gegen die Luftströmung. 


malen Betrag gefrierbaren Wassers bestimmt. Auf diese Art entsteht ein meis 
zusammenhängendes Kavernensystem, das mit Wasser aufgefüllt ist. Schleu 
dern wir die flüssige Phase in einer Zentrifuge bei 0°C heraus, so bleibt nur de 
Eisgerüst übrig. Dessen Struktur ist abhängig von den Entstehungsbedin 
gungen und ist für einen bestimmten Fall in Figur 2 dargestellt. Die helle: 
Zonen bedeuten dabei durchsichtiges Eis, währenddem die eingebauten Luf* 
einschlüsse durch ihre Randzonen dunkle Schattierungen ergeben, die einande 
überschneiden und überlagern können. 

Die Entdeckung der Eiswassergemenge überholt somit alle Annahme 
und Berechnungen über maximalste Vereisungen (SCHUMANN [4] und LupLa: 
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Figur 2 
Eisstruktur eines Eiswasseransatzes an eine Testkugel (d = 2 cm) nach dem Herausschleudern des 
die Zwischenräume des Eisgerüstes ausfüllenden Wassers. Entstehungsbedingungen: Lufttemperatur 
tr = — 30°C, Luftgeschwindigkeit v = 24 m/s, freier Wassergehalt CPE 8,1 g/cm?, resultierender 
Wasseranteil W,, = 19% des totalen Ansatzes (M 1: 0,13). 


[3], [5]), die auf der Basis einzig möglich erachteter «reiner» Vereisungen ohne 
Einbau von flüssigem Wasser beruhten. 

Das Ziel dieser Arbeit ist es nun, für das Zustandekommen von Eiswasser- 
gemengen verantwortliche atmosphärische Verhältnisse auszumessen und ste in Zu- 
sammenhang zu bringen mit dem resultierenden Wasseranteil des totalen Ansatzes. 
Es sollen auch Formeln entwickelt werden, die diese Relationen beschreiben. 
Die Resultate werden zeigen, welche enorme Bedeutung dieser speziellen, neu 
entdeckten Form atmosphärischen Eiswachstums bei der Bildung von Hydro- 
meteoren und auch bei der Erfassung des realen Geschehens bei Flugzeugver- 


eisungen zukommt. 


2. Theoretische Betrachtung des Wärme- und Stoffaustausches 
bei Eiskugeln 


Zum besseren Verständnis der thermodynamischen Grundlagen, die zu Eis- 
wassergemengen führen, seien die in Betracht zu ziehenden Vorgänge erläutert 
und versucht, sie durch entsprechende Formeln zu beschreiben. 
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Gegeben sei eine Atmosphäre mit der Temperatur # (&, < O°C!), dem 
Druck p, dem Wasserdampfgehalt wp, dem freien Wassergehalt in Form 
unterkühlter Tropfen w, sowie deren Grössen und Grössenverteilung. Die: 
Wassertropfen sollen dabei die gleiche Temperatur haben wie die Umgebungs- 
luft! In dieser Atmosphäre werde zur Zeit t = 0 eine Eiskugel eingeführt mit! 
dem Durchmesser d, der Dichte ox und der Relativgeschwindigkeit v gegenüber! 
der Umgebung. Die Testkugeltemperatur tx sei 0°C. Diese letzte Annahme seil 
deshalb eingeführt, um von allem Anfang an eine Aufnahme von Gefrierwarme > 
durch die Ursprungspartikeln zu verhindern. 

Mit der Zeit vergrössert sich unsere primäre Eiskugel, der Ansatz kann unter! 
Vernachlässigung einer möglichen Verdampfung durch folgende Gleichung; 
charakterisiert werden: 


dm = EF,vw,dr = dm. (®) 
Dabei bedeuten 


dm Menge des an die Testkugel angelagerten Wassers [kg] 

E Einfangswahrscheinlichkeit für die an die Testkugel angeschwebten | 
Tropfen [—] 

Fx Querschnittsfläche der Testkugel senkrecht zur Bewegungsrichtung 
[m?] 

v Relativgeschwindigkeit Kugel - Umgebung [m/h] 

W freier Wassergehalt der Atmosphäre [kg/m?] 

at Zeitintervall [h] 

dm’ im Zeitintervall dr von der Testkugel wieder an die Umgebung abge- 


gebene Tropfenmenge [kg] 


Die Leistungssumme lautet für den gleichen Fall 


Os = Crt a dr a Or ’ (2)) 
wobei 
OF total weggeführte Leistung [kcal/h] 
Ok durch Konvektion und Wärmeleitung weggeführte Leistung [kcal/h] 
Oy durch Verdampfung von H,O an der Oberflache des Testobjektes: 
weggeführte Leistung [kcal/h] 
OF durch die angeschwebten, unterkühlten Wassertropfen zugeführte, 
gegenüber der 0°C-warmen Testkugel überschüssige Kälteleistung 


[kcal/h] 


Diese total weggeführte Leistung Q,,, kann unter der Voraussetzung, dass der 
Ansatz dm|dt gross genug sei, dazudienen, das angelagerte Wasser ganz oder 
teilweise zu gefrieren. Dabei ergibt sich die folgende Gleichheit: 


Our = Quoi ’ (3) 
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wobei 


OnE Gefrierleistung der Menge des pro Zeiteinheit angelagerten Wassers, 
das effektiv gefrieren kann [kcal/h] 


Könnte alles angelagerte Wasser gefrieren, so würde dies die Leistung 
On, toe benötigen, die sich ausdrücken lässt durch 


Omioe = (E FR vw, — dm'ldr) S (4) 
mit 
S  Gefrierwärme von Wasser [kcal/kg]. 


Der Wasseranteil W,[%] des Eiswasseransatzes beträgt damit 


A er 5 


Es gilt nun noch, die weggeführten Leistungen Q,,, Q und Q, zu berechnen 


uw 


_ und deren Summe Q,, in Gleichung (5) einzusetzen. 


Die vorteilhaftesten und vollständigsten empirischen Gleichungen, die so- 


wohl den Wärme- wie den Stoffaustausch von Kugeln beschreiben, dürften 


diejenigen von RANZ und MARSHALL [6, 7] sein. Sie sind auch wesentlich all- 
gemeiner als die von KRAMERS [8], die jeweils in der Meteorologie verwendet 
werden (siehe Mason [9] und Lupram [3]), da sie den «Ventilations»-Koeffi- 
zienten genau charakterisieren und dadurch die Berechnungsmöglichkeiten 
für andere Drucke und Temperaturen geben. Die Gleichungen lauten (gemäss 
Formeln 21 und 22 der zitierten Arbeit [6, 7]) für den in den nachfolgend 
beschriebenen Experimenten durchlaufenen Bereich der Reynolds-Zahl 
5-103 < Re < 5- 104, unter Vernachlässigung der hier unbedeutenden addi- 
tiven Konstanten 


Nu = 0,60 P73 Rell2 | (6) 
Nu’ = 0,60 Sct8 Rell? . (7) 
Dabei sind Nu Nusselt-Zahl 


Pr Prandtl-Zahl 

Re Reynolds-Zahl 

Nu’ Analog-Nusselt-Zah]l 
Se Schmidt-Zahl 


In der Strömungs- und Wärmelehre wird der Wärmeübergang durch Kon- 
vektion und Leitung mit Hilfe der Nusselt-Zahl Nu charakterisiert, währenddem 
die Analog-Nusselt-Zahl Nu’ den Stoffübergang kennzeichnet. Die Definitions- 
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gleichungen für die beiden Kennzahlen lauten 


Nu =, (8) 
Nu’ = a ; (9) 


Hierbei gelten 


Wärmeübergangszahl [kcal/m?h °] 
Kugeldurchmesser [m] 

Wärmeleitzahl [kcal/m h °] 
Stoffübergangszahl [m/h] 

Diffusionszahl von Wasserdampf in Luft [m?/h] 


a © > & & 


Meist ist es jedoch vorteilhafter, den Stoffübergang anstatt über den Kon- 
zentrationsunterschied Ac über den Dampfdruckunterschied des übergehenden 
Stoffes zu definieren. 

Daraus resultiert die Gleichheit 


BAc=k„Ab (10) 


mit 

Ac Konzentrationsunterschied des übergehenden Stoffes längs des Trans- 
ferweges [kg/m?] 

Rn Massenübergangszahl [kg/m?h mbar] 

Ap Dampfdruckgefälle des übergehendes Stoffes längs des Transferweges 
[mbar] 


Unter Benützung der Zustandsgleichung für ideale Gase können wir die Konı 
zentrationsdifferenz Ac auch wie folgt ausdrücken: 


ee qi 
die TD 
Dabei gelten 
R allgemeine Gaskonstante 
7 mittlere, absolute Temperatur im Transferweg des übergehender 
Stoffes [°K] 
M Molekulargewicht des übergehenden Stoffes [kg] 


Gleichung (9) geht damit unter Berücksichtigung von (10) über in 
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Ranz und MARSHALL [6, 7] gingen noch einen Schritt weiter und drückten das 
Produkt (R. T) wiederum nach der Zustandsgleichung für ideale Gase durch 
die Eigenschaften der Luft im Transferweg aus und erhielten so ihren endgül- 
tigen Ausdruck für die Analog-Nusselt-Zahl Nu’: 


le Am M pd 
mit 
M Molekulargewicht der Luft [kg] 
? Mittelwert aus der Differenz Totaldruck minus Partialdruck des dif- 
fundierenden Stoffes im Transferweg [mbar] 
Or mittlere Dichte der Luft im Transferweg [kg/m?] 


(In der Definitionsgleichung von RANZ und MARSHALL fehlt die Grösse M im 
Nenner von (13), ihre Rechnungen sind jedoch korrekt durchgeführt.) 

Auf Grund der Gleichungen (6) und (8) lässt sich die Wärmeübergangszahl 
(durch Konvektion und Leitung) vx, wie folgt ausdrücken: 


ar, = 0,60 — Pris Ret? , (14) 
Die durch Wärmeleitung und Konvektion weggeführte Leistung wird damit 
Orr = 0,60 Ox 5 At Pr! Rein. (15) 


At sei dabei die Differenz aus der Kugeltemperatur und derjenigen der Umge- 
bung, das heisst At = —t,. Wenn wir die Oberfläche der Kugel Ox [m?] ersetzen 
über deren Durchmesser d, die Prandtl-Zahl Pr durch den im betrachteten 
Druckvariationsgebiet (1000 bis 200 mbar) praktisch konstanten Wert 0,71 
und die Reynolds-Zahl Re durch die übliche Definitionsgleichung, so gelangt 
man zu folgendem Ausdruck: 


Oxy = 1,68 Av 42 (—1,) dat vi, (16) 


Die kinematische Zähigkeit y [m?/h] kann dabei auch ausgedrückt werden 
durch n/o,, wobei 7 die dynamische Zähigkeit in [kg/m h] bedeutet. Letztere 
Grösse ist druckunabhängig bis zu freien Weglängen, die vergleichbar werden 
mit den vorkommenden geometrischen Dimensionen. Die kinematische Zähig- 
keit y hängt somit vom Druck so ab wie der reziproke Wert der Luftdichte o;. 
Ebenso wie 7 ist auch die Wärmeleitzahl A druckunabhängig in dem in der 
Wolkenphysik zu beachtenden Druckvariationsgebiet. Es scheint nun vorteil- 

aft, alle Grössen bis auf den Partikeldurchmesser d und die Geschwindigkeit v 
i eine einzige Druck-Temperatur-Funktion (PT)xr zusammenzufassen gemäss 
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folgendem Ausdruck: 
(PT) pp = 1684 2 (= ip) = (1 


Diese Funktion ist in Figur 3 dargestellt. 


| | | < . 7A mbar 
En | en | 733 
u 200 
6 ae 1000 
| we 733 
| 
; eae 400 
Le" 200 
= a 200 
7, ee ee eee 
ee ee 
DE = = see ee | 1000 
3 = | | 
VEE EZ == | | 
NL : 
FÜ; ~20 -30 Er 
Figur 3 


Druck-Temperatur-Funktion (PT)xr, (PT)y und (PT)xry in Abhängigkeit der Lufttemperate 
tr, bei verschiedenen Luftdrucken py. 


Aus Gleichung (16) wird damit endgültig für den Wärmeübergang dure 
Konvektion und Leitung 
OPT) eo (15 


Während der Stoffaustausch als Massenänderung nicht von Belang ist für du 
in Betracht gezogenen Verhältnisse, spielt die dabei in Aktion tretende total 
Verdampfungskälte L [kcal/kg] eine Rolle. Es wird daher vorerst aus den Aus 
drücken (7) und (13) die Massenübergangszahl k,, berechnet. | 


ie, = 0,60 


k @ ‘OL M Scl3 Reiz, (18 
dp 


Die bei diesem Stoffübergang erzeugte totale Verdampfungskälte errechne 
sich nach dem Ausdruck 


Or Ona (20 
oder 
k cour 
= 0,60 DU 18 Rei | 
OF 7 Ap Sc!!3 Rell (2° 


Unter L verstehen wir dabei die Verdampfungskälte, die aus dem Phasenübe 
gang flüssig-dampfförmig resultiert. Diese Annahme ist nicht ganz korrekt, € 
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nicht die ganze Oberfläche einer durch Akkreszenz unterkühlter Wassertropfen 
wachsenden Kugel nass zu sein braucht. Der damit verbundene Fehler, der in 
die massgebende Formel (26) eingeht, ist jedoch vernachlässigbar. 

Wenn wie vorhin bei (16) wiederum alle Grössen bis auf die Faktoren Ge- 
schwindigkeit und Teilchendurchmesser zusammengefasst werden, so entsteht 
eine neue Druck-Temperatur-Funktion (P7),, unter deren Berücksichtigung 
sich ein durch Stoffaustausch ausgelöster Wärmetransport ergibt von 


Q, = (PT), a3? yi? (22) 
mit 
ee kop 
PS0 Re Ap . (23) 


Gleichung (23) ist ebenfalls in Figur 3 dargestellt. Im Gegensatz zu (PT) x; 
nimmt (PT), mit steigendem Druck ab, das heisst während der Wärmeüber- 
gang durch Leitung und Konvektion mit abnehmendem Druck infolge der Re- 
duzierung der Molekülzahl sinkt, wird ein Verdampfen von H,O-Molekiilen an 
der Partikeloberfläche beim gleichen Vorgang begünstigt und damit auch der zu- 
gehörige Wärmeübergang. Wie die Summierung der beiden Druck-Temperatur- 
Funktionen zeigt, ist dieser Betrag im betrachteten Temperaturvariations- 
‚bereich bei Drucken zwischen 1000 und 200 mbar praktisch gleich. Dass mit 
'sinkendem Druck die Verdampfung den wesentlichen Beitrag zum totalen 
Wärmeaustausch leistet, geht auch speziell aus Figur 4 hervor, wo das Verhält- 


en, à à 


Pa | 


20 


u 1 1000 mbar t, 
—10 —20 -30 = 


Figur 4 


Verhältnis der durch Verdampfen abgeführten Leistung Q und der durch Konvektion und Wärme- 
leitung abgeführten Leistung Oxz; in Funktion der Temperatur tz, bei verschiedenen Luft- 
drucken py. 


nis (PT)y/(PT)xı gegen die Temperatur aufgetragen ist. Als Parameter 
wurde hierbei der Druck gewählt. Diese Figur zeigt auch, dass der Anteil der 
durch Verdampfen produzierten Leistung Q, gegenüber der durch Wärme- 
leitung weggeführten Leistung Qx, mit sinkender Temperatur abnimmt. Ver- 
dampfung spielt also bei steigender Temperatur eine grössere Rolle. 
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Noch fehlt uns eine letzte Grösse, um die Energiebilanzgleichung (2) explizi 
darzustellen, die Kälte Q,,, die durch das angeschwebte, unterkühlte Wasse 


der Testkugel zugeführt wird: 
Qu =E Fk Cw (— #5) Wr (à (24 


oder 
OF = 0,785 Cw E (— th) Wr av. (25 


c, spezifische Wärme von Wasser [kcal/kg°]. 


Die Einführung einer Temperaturfunktion bietet in diesem Falle keinen Vorteii 


u |—t--20% 
| Kat WALTER, 


Figur 5 

Beiträge zur Vernichtung der Gefrierwärme des angelagerten Wassers durch Konvektion un 

Wärmeleitung Oxz, Verdampfen Qy und zugeführtes, unterkühltes Wasser Q,, in Funktion 
Wassergehaltes wy; v = 12 m/s, d = 2 cm, tr = — 10°C bzw. — 20°C. 


Um eine Vorstellung über das Verhältnis der verschiedenen Beiträge zı 
Vernichtung der Gefrierwärme des angelagerten Wassers zu bekommen, sele 
in Figur 5 die Gleichungen (18), (22) und (25) dargestellt in Funktion Gd 
freien Wassergehaltes bei einem Kugeldurchmesser von 2 cm, einer Luftg: 
schwindigkeit von 12 m/s sowie den Lufttemperaturen — 10° und — 20° 
Figur 6 zeigt Verhältnisse in Funktion der Luftgeschwindigkeit. (Um de 
richtigen Zusammenhang zwischen den Grössen Ox; und Q, mit Q,, herzr 
stellen, wurde aus den Resultaten von Abschnitt 53 ein provisorischer We: 
für E herangezogen.) Nun ist man in der Lage, die Ausdrücke für Qxr, ( 
und Q,, in Gleichung (5) einzusetzen und die Formel für den Wasseranteil di 
Eiswasseransatzes wie folgt anzugeben: 


W100 a ee PRE 


x (0,785 E w, d?v — dm’Jdr ) S 


(PT) xry sei dabei die Summe der beiden Druck-Temperatur-Funktionen. W 
später gezeigt wird, ist dm’ vernachlässigbar; es ergibt sich damit der folgene 


(SS) 
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vereinfachte Ausdruck 


We, = 100 (1 em Gee Net Cy (— a) 


62,4E w, Ss (27) 


Es sei hier noch vermerkt, dass die Schritte, die zu Formel (26) führten, für 
die vorgesehenen Experimente nicht unbedingt zu Recht bestehen; die An- 
nahmen über den Wärmeübergang und den Stoffaustausch beruhen darauf, 
dass auch die vereiste Kugel eine kugelige Umhüllende habe und deren Ober- 
fläche glatt sei. Im Versuch dürfte dies kaum der Fall sein. Infolge der zulässigen 
Ahnlichkeitstheorie ist aber anzunehmen, dass die berechneten Verläufe auch 


Q.1 dem ce eee 


1 | 


| iL V 
5 10 15 20 m/s 


Figur 6 


Beiträge Ox, Qy und Q,, zur Vernichtung der Gefrierwärme des angelagerten Wassers in Funktion 
der Luftgeschwindigkeit v; freier Wassergehalt w, = 5 g/m, Kugeldurchmesser d = 2 cm, Luft- 
temperatur, = — 10°C. 


den speziellen, von der Kugelform leicht abweichenden Verhältnissen entspre- 
chen, wobei nur die Druck-Temperatur-Funktion (PT)xy; mit einem zusätz- 
lichen Faktor # korrigiert werden muss. Dessen Grösse kann jedoch nur expe- 
rimentell ermittelt werden. 
Gleichung (27) lässt eine Aussage über den maximal möglichen Wasser- 
anteil W, zu, indem für w, > oo eine Grenzgerade gilt gemäss 
a) = 100. (1 a ar, (28) 


MIS = 


\ 


Eine weitere Aussage ist zu erhalten für die wichtigen Bedingungen, wo 
W„= 0 wird und der Eisansatz eine Temperatur von 0°C aufweist, das heisst 


Od yey Ten Le Cw (-L) _ 
62,4 E wy 2. S - 2) 


Die Lösungen von (29) nach #;, v, d und w, werden die Verhältnisse charakte- 
risieren, bei denen eine Erhöhung der Temperatur, des Wassergehaltes, der Luft- 
geschwindigkeit oder des Kugeldurchmessers die Ausbildung eines Eiswasseran- 
satzes anstelle eines reinen Eisansatzes nach sich zieht. 
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Auf die Darstellung der Formeln (27) und (29) sei an dieser Stelle verzichtet, , 
sie wird im experimentellen Teil in den Figuren 11 bis 20 nachgeholt werden. . 

Zusammenfassend können die Hauptaussagen, zu denen die theoretischen | 
Entwicklungen geführt haben, wie folgt festgehalten werden: 

1. Der totale Wärmeaustausch einer Eiskugel kann in seinen einzelnen ı 
Komponenten formelmässig erfasst werden. 

2. Bis auf einen konstanten Faktor #/E, der jedoch nicht stark von 1 ab-- 
weichen kann (9 und E liegen beide relativ nahe bei 1), ist es möglich, den: 
Verlauf des Wasseranteils W, in einem Eiswasseransatz in Funktion der Luft-- 
temperatur t,, des Kugeldurchmessers d, des freien Wassergehaltes w, der Luft: 
und der Relativgeschwindigkeit Luft — Testkugel v wiederzugeben. 

3. Ferner ist die Asymptote bekannt, an die sich die Funktion W,, = f(w,)) 
mehr oder weniger anschmiegen wird, je nachdem weniger oder mehr Tropfen: 
von unserer Testkugel an die Umgebung abgegeben werden. 


3. Versuchsprogramm 
3.1 Allgemeines 


Auf experimentelle Weise sollen die Beziehungen zwischen den Ansatzge- 
mengen an einer Testeiskugel und den sie produzierenden Vereisungsbedin- 
gungen ermittelt werden. Mit den gewonnenen Resultaten ist zudem die Giil- 
tigkeit der in Abschnitt 2 entwickelten, theoretischen Beziehungen nachzu- 
weisen. 

Um nicht von den Zufälligkeiten und den Launen der Natur abhängig zu 
sein, werden die notwendigen Versuche im speziell hierzu gebauten Hagel- 
versuchskanal ausgeführt. Diese Anlage erlaubt es, auch extremere Bedingun- 
gen zu erzeugen, als sie normalerweise in einer Gewitterwolke auftreten, und. 
ergibt damit eine vorteilhafte Erweiterung des Variationsbereiches der Ver 
suchsgrössen. 

Einerseits erzeugen und kontrollieren wir die Vereisungsbedingungen. Sie: 
werden erfasst durch die Experimentparameter, andererseits untersuchen und: 
charakterisieren wir das entstehende Produkt; die entsprechenden Aussagen 
werden durch die Messgrössen gemacht. 


3.2 Die Experimentparameter 


Die Experimentparameter bezeichnen die Eigenschaften der das Messobjektt 
anstromenden Luft. Es sind dies vor allem die relative Geschwindigkeit Luft— 
Testobjekt, der Tropfenwassergehalt und die Tropfengrössenverteilung, die 
Lufttemperatur, der Luftdruck und der Eisbildungskerngehalt. 

Ihre Variationsbereiche werden wie folgt angesetzt: Die relative Geschwin- 
digkeit Luft - Testobjekt oder, da das Testobjekt örtlich fixiert ist (siehe Ab- 
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schnitt 42), die Luftgeschwindigkeit v werde in drei Schritten von 6 m/s auf 
12, 18 und 24 m/s vergrössert. Damit werden auch kleinere und grössere Ge- 
schwindigkeitswerte erfasst, als sie beim freien Fall auftreten. 

Der Tropfenwassergehalt w, sei verändert zwischen 0 und 10 g/m? Luft 
oder mehr, währenddem die Tropfengrössenverteilung konstant bleibe. (Damit 
wird die Zahl der einzelnen Messungen wesentlich reduziert, ohne aber die Aus- 
sagemöglichkeit stark einzuschränken. Abgesehen von einer Veränderung der 
Einfangswahrscheinlichkeit dürfte beim Auftreten von Eiswassergemengen 
die Variation der Tropfengrössen keinen bedeutenden Effekt ergeben; anders 
wäre es bei Vereisungsversuchen, wo alles Wasser gefrieren kann! Immerhin 
wird darauf geachtet, dass die mittlere Tropfengrösse von derjenigen in der 
Natur nicht allzuweit entfernt ist.) 

Die Lufttemperatur ¢, werde variiert in einem Bereiche von 0°C bis — 30°C. 
Diese Ausdehnung nach tieferen Temperaturen erweist sich jedoch nur sinnvoll, 
wenn der Gehalt der Luft an Eisbildungskernen, die in diesem Bereiche aktiv 
sein können, praktisch gleich Null ist. 

Der Luftdruck # wird konstant gehalten und dürfte im Mittel 733 mbar 
sein, entsprechend der Lage des Forschungsinstitutes (2665 m ii. M.). 


3.3 Die Messgrössen 


Die Messgrössen sollen das Anfangs- und Endprodukt der Versuche, das 
heisst Ursprungspartikeln plus Eiswasseransatz, charakterisieren. Es sind dies 
der Durchmesser d und die Temperatur t, der Ursprungskugel sowie als 
| Hauptmerkmal das Verhältnis von Wasser zu Eis in einem resultierenden 
Ansatz. Dabei wird angenommen, dass die Grössenänderung während des 
Wachstums unserer Ursprungspartikeln und die damit verbundene Veränderung 
der Strömungsverhältnisse dieses Messresultat in einem so geringen Masse ver- 
ändern, dass die Abweichung noch im Bereiche der Fehlergrenze unserer 
Methode liegt. Dass diese Annahme zulässig ist, ergibt sich durch Versuche mit 
verschiedenen Kugelgrössen bei sonst gleichen Experimentparametern, wo nur 
eine relativ geringe Durchmesserabhängigkeit festgestellt werden kann. 


4. Messmethoden und Apparate 
4.1 Der Hagelversuchskanal 


Die Anlage, die das Erreichen und die Einhaltung der geforderten Werte 
der Experimentparameter gewährleistet, ist der Hagelversuchskanal. Dieser 
ist prinzipiell nichts anderes als ein im Messteil vertikaler, klimatisierbarer 
Windkanal mit geschlossenem Kreislauf. Seine Leistungsdaten wurden bereits 
früher publiziert [1] und werden daher nicht wiedererwähnt. 
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4.2 Der Einbau der V ersuchsobjekte in die Meßstelle 


Da bis jetzt keine aerodynamischen Verhältnisse geschaffen werden konn- 
ten, die ein einwandfreies Schweben von kugelähnlichen Partikeln gestatten, 
werden die Testobjekte der beschriebenen Versuche starr fixiert. Als Ursprungs- 
partikeln dienen künstlich gegossene Eiskugeln, in denen ein feiner Nylonfaden 
(nach Bedarf auch ein Thermoelement) eingefroren wird. Über diesen Faden 


Figur 7 


Fixierung der Testeiskugel in der Meßstelle des Hagelversuchskanals (M 1: 1,33). 


ist ein feines Plexiglasröhrchen zu schieben, das an die Eiskugel angepresst 
werden kann. In dieser Position wird der Faden mit einem Stöpsel fixiert, 
währenddem das Röhrchen selber an einem Träger in der Meßstelle eingeklemmt 
wird (siehe Figur 7). Diese Art der Aufhängung bietet immerhin den Vorteil 
einer guten Isolation mit der Möglichkeit, auch Luftgeschwindigkeiten anzu- 
wenden, die von der freien Fallgeschwindigkeit des Testobjektes abweichen. 
Erste Versuche mit nur an einem Faden aufgehängten Objekten zeigten bereits : 
bei 70% der Fallgeschwindigkeit grössere, störend wirkende horizontale Bewe- | 
gungen und Pendelungen. Die Ausmerzung dieses Effektes wäre wohl mit einer. 
günstigen Geschwindigkeitsverteilung über den Querschnitt der MeBstelle: 
möglich, eine homogene Geschwindigkeit und ein genau definierter Feuchte- 
gehalt der an das Testobjekt angeströmten Luft sind aber vorzuziehen. 

An dieser Stelle muss auch ein Punkt erwähnt werden, der diese Versuche 
etwas vereinfacht: die Tatsache, dass der Eiswasseransatz aus thermodyna- 
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mischen Gründen eine Temperatur von 0°C aufweist. Das hat zur Folge, dass 
die Temperaturverhältnisse genügend genau bekannt sind, sofern das Vorgehen 
beachtet wird, dass die Ursprungspartikeln vor der Einbringung in den Kanal 
eine Temperatur zwischen 0 und — 2° aufweisen. Eine merkliche zusätzliche, 
aber unerwünschte Abführung der Gefrierwärme kann damit nicht erfolgen. 


4.3 Die Messung der Windgeschwindigkeit 


Die Messung der Windgeschwindigkeit v an der Meßstelle geschieht über die 
Ermittlung der Druckdifferenz an den Enden des Effusors direkt vor der 
MeBstelle. Die Anwendung der Bernoullischen Gleichung ergibt dann die 
gewünschte Aussage. Zusätzlich können auch Messungen mit einem Prandtl-Rohr 
ausgeführt werden — dieses Gerät ist jedoch infolge seiner Anfälligkeit gegen- 
über Vereisungen nur für Punktmessungen zu verwenden — im Gegensatz zur 
zuerst besprochenen Methode. 


4.4 Der Feuchtegehalt der Kanalluft, seine Erzeugung und Regulierung 


Die Erzeugung der Wassertropfen, die in den Kanal eingespritzt werden, 
geschieht mittels spezieller Farbspritzpistolen. Deren grosser Vorteil liegt 
darin, dass sie keine Pressluft benötigen; die relativ feinen Tropfen werden 
bei hohen Drucken durch eine schwingende Membran produziert. Eine Grössen- 
messung dieser Partikeln erfolgt durch Einfangen unterkühlten Nebels mit 
‘einem mit Paraffinöl bestrichenen, — 30°C kalten Objekttrager (die auftref- 
fenden Tropfen gefrieren dabei im Moment des Auftreffens und können nicht 
mehr koagulieren, sofern auch die mikroskopische Ausmessung bei negativen 
Temperaturen erfolgt) und zeigt, dass diese auch für Gewitterwolken als reprä- 
sentativ angesehen werden dürfen (Durchmesser des mittleren Volumens 
@ 50 u). Je nach Wunsch können 1, 2 oder auch 3 Tropfengeneratoren 
parallel geschaltet werden. 

Die Messung des freien Tropfenwassergehaltes geschieht über eine indirekte 
Methode, wobei die Tatsache ausschlaggebend ist, dass mit Ausnahme der nie- 
dersten Geschwindigkeitsstufe von 6 m/s überhaupt keine Vereisung der Kanal- 
wände stattfindet - im erwähnten Falle ist ein solcher Effekt zu erkennen; er 
ist jedoch bedeutungslos. — Wir versuchen daher, die total eingespritzte Was- 
sermenge durch Wägen zu ermitteln, währenddem weitere Messreihen die Ver- 
teilung des freien Wassergehaltes an der MeBstelle angeben sollen. Sie wird 
gemessen, indem eine Sonde, unterteilt in 13 zylindrische Elemente von 2 cm 
Länge und 2cm Durchmesser nacheinander in den beiden Hauptrichtungen 
der quadratischen MeBstelle eingeführt wird. In der auszumessenden, vereisen- 
den Wolke wird nun die Gewichtsvermehrung der einzelnen Abschnitte durch 
Eisansatz bei — 20°C gewogen. Die resultierenden Verteilungskurven sind für 
die verschiedenen beachteten Windgeschwindigkeiten in Figur 8 dargestellt. 
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Auf Grund der Kenntnis der absolut eingespritzten Wassermenge sowie derer 
Verteilung über den Querschnitt kann nun der absolute Betrag des freier 
Wassergehaltes angegeben werden. 


a — 24 m/s 
——-18 m/s 
-——— 12 m/s 


pais 


Figur 8 


Mittlere Verteilung des freien Wassergehaltes über den mittleren Durchmesser dy der Meßstellal 
des Hagelversuchskanals bei verschiedenen Luftgeschwindigkeiten v. 


Die so ermittelten Eichkurven ergeben den Zusammenhang: total einge- 
spritztes Wasser — freier Wassergehalt am Ort des Testobjekts. — Wir müsserı 
dabei jedoch eine unter Umständen wesentliche Korrektur mit berücksichtigen | 
der Feuchtegehalt der Kanalluft vor der Wassereinspritzung entspricht der 
Eissättigung bei der tiefsten Kanaltemperatur am Orte des Ammoniakver- 
dampfers oder Luftkühlers (siehe auch [1]). An diesem Orte schlägt sich der 
letzte Rest der festen oder flüssigen H,O-Partikeln nieder, der überschüssige 
Wasserdampf kondensiert. Durch das eingespritzte Wasser wird nun die Luft 
vor der Meßstelle aufgewärmt und mit Wasserdampf gegenüber den flüssigen 
Wassertropfen gesättigt. Die Distanz zwischen der Wassereinspritzung und det 
Meßstelle wurde nun so gewählt, dass Zeit genug vorhanden ist, eine gegen 
seitige Anpassung der Luft- und Tropfentemperaturen sowie des Wasserdampf- 
gehaltes zu gewährleisten. Unter der Annahme resultierender stationärer Zu: 
stände ergibt sich eine Korrektur, die vom weiter oben angegebenen Resultat 
in Abzug zu bringen ist, von 


w=w—K, (30 
K = Wey (ty) — Wsp(ty) - (31 

Wr eingespritzte Wassermenge [kg/m?] 
K Korrekturwert zur Bestimmung des effektiven freien Wassergehaltes 


(kg/m?] 
Wsw Wasserdampfgehalt der Kanalluft bezüglich Wassersättigung [kg/m? 
Wsp Wasserdampfgehalt der Kanalluft bezüglich Eissättigung (kg/m?) 
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tur Temperatur an der MeBstelle [°C] 

ty Temperatur des Verdampfers [°C] 

Eine entsprechende graphische Darstellung ist Figur 9. Diese Zusammenhänge 
sind allgemein und gelten auch, wenn die Kanalluft zwischen Verdampfer und 
Wassereinspritzung aufgewärmt wird, sei es durch Heizung oder Wärmelei- 
tung. 


Kon ; = if | 
g/m° | 
QUE EE 
7 É 
pe = gr == el nn. ly 
-0 -20 -30 C 
Figur 9 
Korrekturfaktor K zur Bestimmung des effektiven freien Wassergehaltes w, in Funktion der 
Verdampfertemperatur ty, bei verschiedenen Meßstellentemperaturen ty (= tz). 


4.5 Die Berechnung der Mefstellentemperatur 


Die Problematik der Temperaturmessung in einer unterkühlten Wolke 
wird noch offensichtlicher, wenn diese nicht durch homogene Verhältnisse ge- 
kennzeichnet ist. Da hilft auch keine integrierende Methode, wie es die Schall- 
geschwindigkeitsbestimmung eines reinen Tones und die damit ermöglichte 
absolute Umrechnung auf die Temperatur darstellt. Die Vereisung jeder Art 
von Messfühlern wiederum lässt ebenfalls keine genügenden Werte zu. Aus 
diesen Gründen wird die Errechnung der Meßstellentemperatur jedem andern 


Vorgehen vorgezogen. 
Die Gleichung für die Energiebilanz pro Kubikmeter Luft ergibt sich zu 


Wy Cy (tw — ty) = (tar — kon) x Or + [sy (ty) — Wep(ty)] L. (32) 


In Worten heisst dies, dass die durch das pro m? Luft eingespritzte Wasser zu- 
geführte Energie umgewandelt wird in eine Erwärmung der Luft, vermindert 
durch die Kälteproduktion beim Verdampfen von Wasser beim Angleichen an 
die neuen Sättigungsverhältnisse. 
Die neu eingeführten Symbole bedeuten dabei: 
Temperatur des eingespritzten Wassers [°C] 
Temperatur, gemessen am Orte der ersten Umlenkschaufeln im 
Hagelversuchskanal (direkt vor der Wassereinspritzung) [°C] 


by 
Isch 


ZAMP X1/19 
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Cr spezifische Wärme der Luft [kcal/kg“] 
OL Luftdichte [kg/m?] 


Da die Kanalcharakteristik zeigt, dass die Schaufeltemperatur £s., gleich- 
gesetzt werden darf mit #-, der Verdampfertemperatur, so können wir Glei- 
chung (32) trennen in eine Funktion der Verdampfertemperatur O(ty) und eine 
Funktion der Meßstellentemperatur Q(¢);), wobei Gleichung (32) übergeht in 


Or) =< Or) = 0. (33) 


Die Temperatur des eingespritzten Wassers sei dabei konstant. Diese beiden 
Funktionen sind dargestellt in Figur 10, wo auch die Differenz der gemessenen 


At 
a(t,) 
kcal/h 


5 


Tal 
qty) 


REN eee A enr 
0 -10 -20 -30 TC 
Figur 10 


Darstellung der Temperaturfunktionen O(tyy) und Q(ty) für einen freien Wassergehalt w,= 10 g/m? 
und eine Temperatur des eingespritzten Wassers t,, = + 20°C. 


Verdampfertemperatur { und der zu berechnenden Meßstellentemperatur {y 
bei O(ty) = Q(t) abgelesen werden kann. Figur 10 zeigt, dass bei höheren 
Temperaturen die zu berücksichtigende Temperaturerhöhung gering ist — die 
durch das Wasser zugeführte Energie wird in erster Linie durch die Verdun- 
stung wettgemacht -, währenddem bei tieferen Temperaturen die Luft wesent- 
lich stärker erwärmt wird. In diesen letzten Fällen ist der freie Wassergehalts- 
unterschied bei Erwärmung um einen Grad bedeutend kleiner, so dass der Ver- 
dunstungsbeitrag abnimmt und die Wärmezufuhr hauptsächlich in eine Tem- 
peraturerhöhung umgewandelt wird. Bei einer Einspritzung von praktisch 0°C 
warmem Wasser wird die beobachtete Temperaturerhöhung wesentlich kleiner, 
als sie in Figur 10, der 20°C-warmes Wasser zugrunde liegt, dargestellt ist. 
Die berechneten Temperaturen scheinen damit genügend gesichert zu sein. 
Aus dem Umstand, dass ein Temperaturwert mit einer absoluten Genauigkeit 
von + 1°C genügt, ist auch eine Berücksichtigung des Temperaturaustausches 


über den Querschnitt, hervorgerufen durch das Tropfenwassergehaltsprofil, 
nicht vonnöten. 
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4.6 Die Bestimmung des Wasseranteils von Erswasseransätzen 


Die Bestimmung des Wasseranteils in Eiswasseransätzen kann am besten 
über eine kalorimetrische Messung der Enthalpie gegenüber einer Temperatur 
höher als 0°C vorgenommen werden. Zu diesem Zwecke tauchen wir das 
vereiste Testobjekt, das Endprodukt unserer Versuche, in ein Dewar-Gefäss, das 
teilweise mit einer Sperrflüssigkeit angefüllt ist. Die resultierende Temperatur- 
änderung dieses Bades erlaubt es, auf den ursprünglichen Wassergehalt der 
vereisten Partikel zu schliessen. Unter der Annahme, dass diese eine Temperatur 
von 0°C aufgewiesen habe, ergibt sich die Aussage, dass die durch das vereiste 
Testobjekt zugeführte Energie E7 gleich sein muss wie die Reduktion der 
innern Energie der Sperrflüssigkeit Es,. Diese beiden Grössen lassen sich aus- 
drücken durch 


ee re Cle (34) 

und 

Es, a sh, o re En) Gsp CSp> (35) 
wobei 
| Gr Gesamtgewicht des im Testobjekt enthaltenen Eises [kg] 
Gr Totalgewicht des Testobjektes [kg] 
ini Mischtemperatur [°C] 
ts», Ursprungstemperatur der Sperrfliissigkeit [°C] 
Gs, Gewicht der Sperrflüssigkeit [kg] 
Csp spezifische Wärme der Sperrflüssigkeit [kcal/kg”] 


Die Kombination der Gleichungen (34) und (35) ergibt 


G LE Cw 7, 
Gr = | eS (tsp, 0 + En) Fi S Li Kp. (36) 
Kp Korrekturfaktor, charakteristisch fiir das verwendete Dewar-Gefass 


(wird durch Eichung ermittelt) 


Da wir jedoch am Wasseranteil W,, des Ansatzes interessiert sind und nicht 
am Wasseranteil der gesamten Testpartikeln, muss die folgende Operation 
beriicksichtigt werden: 


IE Creer (37) 
W, Wasseranteil des Eiswasseransatzes [%] | 
G4 Gewicht des Eiswasseransatzes an die ursprüngliche Eiskugel [kg] 
Gx Gewicht der ursprünglichen Eiskugel [kg] 
Gy Gewicht des fliissigen Wassers [kg] 


Da bei dieser Methode die Wärmekapazität und die Tragheit in der zeit- 
lichen Anpassung des Dewar-Gefasses eine merkbare Rolle spielen könnten, wur- 
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den Eichkurven aufgenommen, die den Wert und die zeitliche Abhängigkeit 
des Korrekturfaktors Kp ergeben, mit dem das scheinbare Gewicht des Eises 
G', multipliziert werden muss, um den korrekten Betrag Gg zu erhalten. Did 
Differenz aus Laboratoriumstemperatur und Ausgangstemperatur der Sperr- 
flüssigkeit wird in allen Versuchen praktisch gleich gewählt und die jeweiliger 
Phasen der Vorbereitung und der Messung gleich gestaltet. Es sei auch noct 
erwähnt, dass als Sperrflüssigkeit stets Wasser verwendet wird; zur Messung 
der Temperaturen und Temperaturdifferenzen dienen eine Kompensations 
messbrücke und ein Spiegelgalvanometer. Alle Gewichtsbestimmungen werder 
auf zwei verschiedenen Mettler-Präzisionsanalysenwaagen ausgeführt. 

Die Voraussetzungen zu diesem oben beschriebenen Ermittlungsverfahrer 
scheinen auf den ersten Blick an eine homogene Temperatur von 0°C der 
Ursprungskugel auch nach der Vereisung gebunden zu sein. Effektiv finde» 
aber auf deren Leeseite eine Abkühlung statt. Durch Einbau von Thermo) 
elementen an der Rückseite und im Zentrum verschiedener Testkugeln konnte 
jedoch nachgewiesen werden, dass dieser Effekt ganz unbedeutend ist. (Dic 
örtlichen Wärmeübergänge können auch nach den von FRÔSSLING [10] ermitt 
telten Wärmeübergangszahlen abgeschätzt werden. Dabei ist jedoch zu berück: 
sichtigen, dass sich die Grenzschicht durch Aufnahme von Gefrierwärme er- 
wärmt und dadurch der Wärmeübergang auf der Leeseite des Testobjektes 
reduziert wird!) Dies bedeutet auch, dass frei fallende, rotierende Eiskugeln ir 
erster Näherung gleiche Wasseranteile W,, in einem Eiswasseransatz auf! 
weisen wie gleich grosse, jedoch aufgehängte Testkugeln, sofern die Experii 
mentparameter dieselben sind! 

Zur Bestimmung des Wasseranteils von Eiswassergemengen wird noch eine 
zweite Methode angewendet: Das Endprodukt eines einzelnen Vereisungsexperii 
mentes wird in eine Zentrifuge gebracht und ausgeschleudert. Dabei muss 
darauf geachtet werden, dass dies bei 0°C geschieht und keine weiteren Phasen 
übergänge das Resultat verfälschen. Der Wasseranteil eines Eiswassergemenges 
kann auf diese Art rein durch Wägung bestimmt werden, was gegenüber der 
kalorimetrischen Methode eine wesentliche Vereinfachung der Experimente 
bedeutet. Allerdings bleibt eine Unsicherheit bestehen, da unter Umständen in 
geschlossenen Kavernen vorkommendes, flüssiges Wasser in einer Zentrifuge 
nicht entfernt werden kann. Dies ist mithin der Grund, der dazu führte, beide 
Methoden parallel nebeneinander zu verwenden. 


5. Messungen und Resultate 
5.1 Vorgehen 


Die Auslegung des ganzen Messprogramms ist abhängig von den Experi- 
mentparametern. Während es die Anlage, der Hagelversuchskanal, erlaubt, dic 
Temperatur und die Windgeschwindigkeit auf gewünschte Werte einzustellen 
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ist es nicht möglich, den freien Wassergehalt, der durch die Spritzpistolen 
eingeführt wird, beliebig zu wählen. Kleinste Einflüsse auf die Düsen könnten 
die Durchflussmenge verändern, auch darf zur Erlangung einer homogenen und 
stets gleichbleibenden Tropfengrössenverteilung keine Verstellung an den 
Pistolen vorgenommen werden. (Es hat sich gezeigt, dass eine Veränderung 
der Spritzmenge stets verbunden ist mit einer Veränderung der Durchmesser 
der erzeugten Tropfen.) Zusätzlich verändert sich bei konstanter Einspritzung 
der Wassergehalt indirekt proportional mit der Luftgeschwindigkeit. 

Das sind die Gründe, die eine Verwendung von drei Spritzpistolen nötig 
machten, die, einzeln oder wahlweise kombiniert, verschiedene freie Wasser- 
gehalte erzeugen können. Bei niederen Luftgeschwindigkeiten ist jedoch ein 
Einsetzen aller Tropfengeneratoren nicht mehr möglich, da damit ein zu hoher 
freier Wassergehalt verbunden wäre; die daraus resultierenden Eiswasser- 
gemenge könnten nicht mehr genügend genau bestimmt werden. 

Infolge der geschilderten Umstände wird bei einer bestimmten Lufttem- 
peratur und einer bestimmten Kanalgeschwindigkeit sowie einem ebenfalls 
‚konstanten Testkugeldurchmesser der Wasseranteil des Eiswasseransatzes in 
Funktion des freien Wassergehaltes bestimmt. Nach Ausführung einer solchen 
Messreihe wird die Luftgeschwindigkeit auf einen neuen Wert eingestellt und 
eine neue Reihe begonnen. Sind alle vier gewünschten Geschwindigkeiten 
durchgemessen, so kann für eine neue MeBserie eine andere Temperatur gewählt 
werden. Die sich aus diesem Vorgehen ergebenden Resultate sind in Abschnitt 
(5.2) zusammengestellt. Auf eine Variation des Durchmessers der ursprüng- 
lichen Testeiskugel wird generell verzichtet, also nur Einzelmessungen über 
die Abhängigkeit des Wasseranteils von demselben ausgeführt (Abschnitt 5.3). 


Das Vorgehen, das bei einer Einzelmessung (Bestimmung des Wasseranteils 
kalorimetrisch!) eingehalten wird, geschieht chronologisch wie folgt: 

a) Giessen der Testkugel mit dem gewünschten Durchmesser, 

b) Einstellung des Hagelversuchskanals auf eine bestimmte Temperatur und 
eine gegebene Luftgeschwindigkeit, 

c) Vorbereitung der Sperrflüssigkeit zur kalorimetrischen Bestimmung des 
Wassergehaltes der vereisten Probe und Temperaturbestimmung, 

d) Wägen der Sperrflüssigkeit, 

e) Vorbereitung der Testkugel (Bestimmung des Durchmessers, des Gewichtes 
sowie Kontrolle der Temperatur, Aufbringung der Distanzhülle und Fixie- 
rung des Nylonfadens, siehe Abschnitt AZ), 

f) Ablesen von Kanaldaten (Verdampfertemperatur, Temperatur vor der 
Wassereinspritzung, Temperatur an der Meßstelle, Luftgeschwindigkeit), 
eventuelles Nachjustieren einzelner Werte, 

g) Einbau der Testkugel in die MeBstelle des Hagelversuchskanals, 

h) gleichzeitige Inbetriebsetzung der Wassereinspritzung, 
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i) unmittelbar nach dem Abschalten der Spritzpistolen sofortiger Ausbau di 
vereisten Objektes, 
k) Entfernung der Distanzhülse, 
1) Wägen des vereisten Testobjektes, 
m) Einbringen desselben in die Sperrflüssigkeit des Kalorimeters, 
n) Abstoppen der Schmelzzeit (zu Kontrollzwecken), 
0) Durchmischung der Sperrflüssigkeit plus Testobjektwasser inklusive B 
stimmung der Mischtemperatur, 
p) Bestimmung der in den Kanal eingebrachten totalen Feuchte, 
q) Nachkontrolle der Kanalbedingungen. 


Das Vorgehen bei der Einzelmessung ändert sich, wenn der Wasserante 
mit der Zentrifuge und durch Wägung bestimmt wird. Die Punkte c und! 
fallen weg, währenddem die Positionen m,n und o ersetzt werden durch di 
Auszentrifugieren der vereisten Testpartikeln und die nachfolgende Wägun: 
Die kritischste Stelle des Versuchsablaufes ist die Zeitdauer, welche der Ausbe 
der vereisten Kugel aus dem Kanal, ihre Wägung und ihre Überführung in d 
Kalorimeter oder die Zentrifuge benötigen. Mit einiger Routine kann diess 
Vorgang sehr beschleunigt werden, so dass normalerweise keine Wasserverlus: 
durch Austropfen aus dem Eiswassergemisch auftreten. Die Wärmezufuhr 
der Zeit, da das Objekt mit der Laboratoriumsluft in Kontakt ist, dürfte ve 
nachlässigbar sein, höchstens vermindert sie die Unterkühlung der Ursprun 
partikeln (ca. 2°C). 


5.2 Messresultate 


Die auf Grund des in Abschnitt 51 beschriebenen Vorgehens ermittelte 
Ergebnisse sind in den Tabellen 1 und 2 eingetragen und in den Figuren 11, = 
und 13 dargestellt. Tabelle 1 enthält dabei die Messwerte, wie sie mit der kalon 
metrischen Methode bestimmt wurden, währenddem Tabelle 2 die Wassera: 
teile, bestimmt durch Zentrifugierung und Wägung, enthält. Es zeigt sich dabe 
a) Wird der prozentuale Wasseranteil W,, des Eiswasseransatzes in Funktic 

des freien Wassergehaltes aufgetragen, so lässt sich bei konstanten Werte 

der Geschwindigkeit und der Temperatur eine Verbindungskurve durch 

Messpunkte legen; diese Kurve bestimmt zugleich einen freien Wasser 

halt, bei dem der Wasseranteil 0% beträgt; 

b) für wachsendes w, wird ein Grenzwert lim W, angestrebt, der kleiner i 
als 100% ; 

c) lim W,, geht mit abnehmender Temperatur nach kleineren Werten übe 

d) der Wassergehalt W, nimmt allgemein für kleinere Geschwindigkeit« 
kleinere Werte an; 


e) der Wasseranteil des Eiswasseransatzes sinkt allgemein bei abnehmend! 
Temperatur #,. 


{ 


Vol. XI, 1960 Zur Thermodynamik teilweise wässriger Hagelkörner 295 


Tabelle 1 


Messwerte des Wasseranteils W,, und deren Abweichungen AW vom theoretischen Wert 
(in Prozenten des totalen Ansatzes G 4) in Funktion des freien Wassergehaltes w,, bei ver- 
schiedenen Luftgeschwindigkeiten v und Temperaturen #7, Kugeldurchmesser d = 2 cm. 


Bestimmung des Wasseranteils gemäss kalorimetrischer Methode. 


tr —10°C —20°C —30°C 
v Ves || le w; Wm | AW Wn 
mis De %G4 | g/m? un %GA of, 
24 1,8 10 |+ 1,6 0 0 7,5 0 6 
4,5 46 7,6 38 =. 251 10,0 24 |— 4 
8,9 65 0 235 0 0 13,3 40 |+ 3 
3,8 53 |+ 5 4,7 20, N22 13,4 46 |+ 8 
3,4 32 2212 1746 64 |+ 2 
18 DD 10 (= À 15,4 56 |- 2 9,0 22 |+ 4,5 
9,0 65-22 6,6 30 j- 2 15,7 38 |+ 1 
6,6 5O-}= 13 15,6 51 |- 6,5] 19,0 38 4 
8,8 61 |- 9 14,9 51 |= 5,5: 89 11 |- 6 
8,1 29 N= 25) 18:3 Sn | Re) 
Za 54 |— 7 8,2 0 |-13 
14,8 25 |-10 
12 9,6 53 |-15 9,5 24 |\-14 16,6 24 |— 9 
9,7 66 |— 2 6,4 22 |— 8 14,3 Zar ENS) 
3.0) 19 |— 4 15,6 54 0 16,7 35 |+ 1 
9,0 47 |—20 TP) 22. \\— 5,5 
18,0 46 |-11 
6 9,7 61 + 2 | 12,0 34 0 15,9 21 |+ 1 
3,6 0 |—10 ILE 15 +8 20,2 23) dls oD 
un 54 j- 2 20,8 49 3 122 0 !-5 
10,0 51 |- 9 | 


Die absoluten Werte lassen sich fiir alle Temperaturen relativ gut durch 
Kurven darstellen, wobei zu bedenken ist, dass einerseits die Messung des 
freien Wassergehaltes w, um 15%, falsch sein kann, anderseits der Wasseranteil 
W,, gemäss Abschnitt 46 bisweilen mit einem absoluten Fehler von bis zu 159% 
des totalen Ansatzes G, behaftet ist. Speziell interessant ist dabei die Überein- 
stimmung der Resultate, die einerseits durch kalorimetrische Messung, ander- 
seits durch Zentrifugierung und Wägung gewonnen wurden! Dadurch werden 
die Ergebnisse wesentlich gefestigt, wenn auch beiden Methoden die Eigenschaft 
zugeschrieben werden kann, eher etwas zu kleine Werte zu ergeben. 

Dass gerade bei der höchsten Temperatur von — 10°C die grössten Streu- 
ungen der Messwerte auftreten, ist nicht verwunderlich. Das angelagerte 
Wasser gefriert hier sehr langsam und hat dadurch Zeit, an den Ort des Kräfte- 
gleichgewichtes (bestimmt durch den aerodynamisch bedingten statischen 
Luftdruck, den hydrostatischen Druck, die Schwerkraft und die Oberflächen- 
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Tabelle 2 
Messwerte des Wasseranteils W,, und deren Abweichungen AW vom theoretischen Wert 
(in Prozenten des totalen Ansatzes G4) in Funktion des freien Wassergehaltes w,, bei ver- 
schiedenen Luftgeschwindigkeiten v und Temperaturen #7, Kugeldurchmesser d = 2 cm. 
Bestimmung des Wasseranteils mit Zentrifuge und Wägung. 


tr 1€ —20°C = 3016 

» |», | Wy | dW | w, | Wy | AW | wy | w, | aw 

m/s | g/m? % %Ga | gim? % %Ga |} -gim? % %GA 

24 552 56 |— 4 1,0 0 0 6,1 + — 2 
8 45 0 6,4 28 — 6 4,4 1 + 1 
8,8 69 |— 3 os 43 0 8,1 19 0 
TA 59 |— 9 9,8 50 |+ 1 
35 41 |— 4 5,5 32 |+ 3 

18 6,9 67 725 ze 31 — 3 HO) 10 |+ 45 
5,0 52 |— 2 12,6 52. |=. i 6,6 4 |+ 2 
19,5 Wal — 4,5! 14,5 45 — 11 iil 24 |— 5 
9,6 Gey 725, 49 |— 2,5 

112 IO) 7 GLEN ES 7,9 330227511337 27 0 
552 Sill 0 13,3 41 |— 8 7,8 0 |+10 

7,9 353 

6 125 COM EST 10,5 25 — 3 | 13,1 16 |+ 7 
8,5 45 = 10 1353 36 |— 2 
8,4 48 |— 6 8,8 NN? 
10,0 59 |— 2 


We 
5 10 g/m3 


Figur 11 


nen Werte und theoretisch-empirische Kurven über den Zusammenhang Wasserantei i 
m des Ansatzes — freier Wassergehalt w, der Luft, bei verschiedenen Luftgeschwindigkeiten a 
und der konstanten Lufttemperatur tr = —10°C, Kugeldurchmesser d = 2 cm. 
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% 
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5 10 15 gin? 

Figur 12 
Experimentelle Werte und theoretisch-empirische Kurven tiber den Zusammenhang Wasseranteil 
W,, des Ansatzes — freier Wassergehalt w, der Luft, bei verschiedenen Luftgeschwindigkeiten v 


und der konstanten Lufttemperatur tr = — 20°C, Kugeldurchmesser d = 2 cm. 
W, | 7 5 
| 24 m/s 
% | u / 
| x 18m/s 
| © 12m/s 
| | Lim. Wp | | + mis 
| | | | 
50 24 m/s 


W, 
5 10 15 g/m? 


Figur 13 
Experimentelle Werte und theoretisch-empirische Kurven über den Zusammenhang Wasseranteil 
W,,, des Ansatzes — freier Wassergehalt w, der Luft, bei verschiedenen Luftgeschwindigkeiten v 
und der konstanten Lufttemperatur ty = — 30°C, Kugeldurchmesser d = 2 cm. 


spannung) zu fliessen. Bei hohen Luftgeschwindigkeiten gelangt es an den Ort 
des tiefsten statischen Druckes an der Kugelperipherie und bildet dort einen 
eigentlichen Ring; während dem bei kleineren Geschwindigkeitswerten die 
Schwerkraft für die Wasseransammlung im Staupunkt auf der Luvseite der 
Luftströmung massgebend ist. (Die bereits früher erwähnte Erscheinung [11], 
dass für die Form des resultierenden Ansatzes in erster Linie die Vereisungs- 
bedingungen verantwortlich sind, tritt hier besonders deutlich zutage!) Dies 
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hat zur Folge, dass in Funktion der Geschwindigkeit eine starke Variation deg 
sich bildenden Verformung — ausgehend von der ursprünglichen Kugel — aut 
tritt. Ihrem wechselnden Einfluss auf die Einfangswahrscheinlichkeit kann nu 
begegnet werden, indem relativ kleine Ansätze erzeugt werden, wodurch jedoc> 
der zugehörige Messfehler erhöht wird. 

Punkte, die auf die Abszissenachse zu liegen kommen (siehe Figuren 11, 1 
und 13), sagen aus, dass alles Wasser bereits während des Wachstums gefrore: 
ist. Sie können nicht weiter ausgewertet werden, da es sich um reine Eisansät 
handelt, für welche die theoretischen Überlegungen gemäss Abschnitt 2 nich: 
mehr genügen. 

Es sei hier auch darauf hingewiesen, dass es nicht ohne weiteres selbstver 
ständlich ist, wenn auch die Messungen bei ¢; = — 30°C in unser Bild passer 
sind doch die Resultate eindeutig an die Bedingung geknüpft, dass die an dil 
Testkugel angelagerten Wassertropfen die Umgebungstemperatur angenomm 
haben, ohne zu gefrieren. Rechnerisch konnte gezeigt werden, dass eine Abkül 
lung der an die Testkugel angeschwebten Wassertröpfchen auf die Lufttempe 
ratur in der zur Verfügung stehenden Zeit und bei den in Betracht zu ziehend 
Durchmessern gewährleistet ist. Dies ist auch experimentell dadurch nachge 
wiesen worden, dass anstelle des im Normalfall eingespritzten 0°C-warme 
Wassers 20°C-warmes Wasser eingespritzt wurde und kein merkbarer Einflus 
auf den Wasseranteil der so produzierten Eiswasseransätze nachgewiese 
werden konnte. Zusätzlich ergab sich dabei, dass die eingespritzten Wasse 
tropfen nicht nur die Lufttemperatur praktisch annehmen, sondern auch ihre 
unterkühlten Zustand beibehalten und nicht gefrieren. Dies ist einerseits de 
im Hagelversuchskanal eingebauten elektrostatischen Filtern [12] zu verdan 
ken — ein Ausschalten der Filter lässt die Wassertropfen öfters gefrieren, inde> 
vom Verdampfer mitgerissene Eispartikeln gefrierprozessauslösend wirken 
anderseits dem Umstand zuzuschreiben, dass das in den Kanal eingespritzt 
normalerweise unbehandelte Wasser keine Fremdsubstanzen enthält, die be 
den auftretenden Luftgeschwindigkeiten in der kurzen Strecke zwischen de 
Wasserdüsen und der Meßstelle eisbildend wirken. 


5.3 Anpassung der Theorie an die Messresultate 


Die Anpassung der in Abschnitt 2 entwickelten Theorie wird wesentlich 
leichtert durch die Tatsache, dass ein Ablösen flüssiger Wassertropfen aus 
Wasserhaut eines vereisten, kugeligen Testobjektes nicht beobachtet werda 
konnte. Diese Aussage ist aber für Wasseranteile W,,, die grösser sind, als ¢ 
im Experiment vorkommen, nicht gesichert, auf alle Fälle spielt aber di 
Erscheinung niemals die Rolle, die ihr in der Literatur oft zugeschrieben wi 
Selbstverständlich müssen Beobachtungen an schmelzenden Eispartike: 
davon ausgenommen werden. 
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Dies bedeutet, dass wir ohne Bedenken Gleichung (27) verwenden dürfen, 
_ wobei nur noch die Aufgabe verbleibt, den Koeffizienten 3/E auf Grund von 
Messungen zu bestimmen. Hierzu sei der Punkt W,, = 43%, w,= 8,3 g/m}, 
v = 24 m/s, ¢; = —20°C (Figur 12) gewählt, der eingesetzt im Ausdruck (27) 
für Ÿ/E den Wert von 1,48 ergibt. Die damit errechneten Kurven sind in den 
Figuren 11, 12 und 13, in denen die Messpunkte einzeln aufgeführt wurden, als 
ausgezogene Linien eingezeichnet; ebenfalls eingetragen sind auch die berech- 
neten Grenzwerte für im W,,. Der Vergleich zwischen Messpunkten und be- 
rechneten Kurven zeigt, dass die Übereinstimmung unter Berücksichtigung der 
verschiedenen Fehlermöglichkeiten, gemäss den in Tabellen 1 und 2 angeführ- 
ten absoluten Abweichungen, als sehr befriedigend bezeichnet werden kann. 
0/E hängt prinzipiell von allen Parametern (Partikeldurchmesser d, Geschwin- 
digkeit v, Temperatur ¢,, freier Wassergehalt w,) ab; um so auffälliger ist es, 
dass ein einziger konstanter Wert zur Charakterisierung der Messresultate 
genügt. (Die Tendenz, dass die Messwerte mit sinkender Temperatur die 
theoretisch ermittelten Kurven erreichen oder sogar überschreiten, ist nicht 
deutlich und gesichert genug, um daraus eine Abhängigkeit von Ÿ/E abzu- 
leiten.) 

Die Formel, die die Ergebnisse beschreibt, erhält mit der Einführung des 
gefundenen Korrekturfaktors #/E für einen Luftdruck von 733 mbar (ent- 
sprechend der Lage des Institutes) die folgende Form: 


W., = 100 — 2,37 (PT) gry 4-42 v1? we! + 1,264, . (38) 


m 


Dieses Resultat soll uns jedoch nicht davon abhalten, die effektiv möglichen 
Einflüsse auf 9/E kurz zu diskutieren. Bestimmend für Ö/E sind speziell der 
Raumwinkel der Ansatzfläche auf der Ursprungskugel inklusive die Form des 
Ansatzes (die ja stets von der für die Rechnung zugrunde gelegten, idealen 
Kugelbegrenzung in Form und Rauhigkeit abweicht), die Einfangswahrschein- 
lichkeit und die jeweilige Abhängigkeit dieser Grössen von den Vereisungsbe- 
dingungen. Eine Basierung auf die Ergebnisse von Messungen anderer Autoren, 
wie zum Beispiel LANGMUIR [13], ist nicht unbedingt ratsam, da alle bis jetzt 
gemachten Untersuchungen über Einfangswahrscheinlichkeiten darauf beru- 
hen, dass das angelagerte Wasser direkt am Ort der Anlagerung vereist wird. 
Bei den Eiswasseransätzen ist jedoch der Umstand, dass das angelagerte 
Wasser sich auf der Oberfläche in Funktion der Umgebungsbedingungen ver- 
schieben kann, entscheidend. Solche komplexe Wachstumstendenzen sind bis 
jetzt nicht in Erwägung gezogen worden, auch ist die dazugehörige Unter- 
suchungsmethodik noch nicht genügend entwickelt. 

Eine experimentelle Ermittlung der Durchmesserabhängigkeit des Wasser- 
anteils eines Einsatzes zeigt einen eher betonteren von d abhängigen Verlauf 
(W,, ~ 4+), als er durch Formel (38) gegeben ist (W,, — d-1/?), unberührt des 
Umstandes, dass die Messungen innerhalb der angegebenen Fehlergrenzen 
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+ 15%] mit der Theorie übereinstimmen. Diese Tendenz ist verständlich mit 
Rücksicht auf die Abhängigkeit des Faktors #/E vom effektiven Durchmesserd. 

Die Ermittlung der Druckabhängigkeit der Formeln (27) oder (38) scheitert 
an der Komplexität des Faktors #/E, wogegen alle andern Grössen ohnet 
weiteres auf beliebige Drucke umrechenbar wären. Um diese Schwierigkeiten 
zu meistern, müsste vorerst eine Kennzahl bestimmt werden, die bei Vereisun- 
gen gleiche Tropfentrajektorien miteinander in Beziehung bringt und damit 
analog ist zu der Grösse, die RusH und WARDLAW [14] benutzen. Nur sollte diet 
neue Kennzahl für Eiswassergemenge gelten, bei denen die an ein Ursprungs- 
objekt angelagerten Tropfen nicht am Orte ihrer Anlagerung gefrieren. Trotz- 
dem darf aber in erster Annäherung angenommen werden, dass bei einer 
Absenkung des Druckes bis auf 200 mbar der Koeffizient #/E nicht allzu stark: 
variieren wird. Da die Druck-Temperatur-Funktion (PT)xry nur schwach vom 
Druck abhängt (Figur 3), so dürfte für eine erste Abschätzung Formel (38) 
genügen. Bei der Umrechnung auf frei fallende Partikeln wird sich aber zusätz- 
lich ein anderes Verhältnis zwischen v und d ergeben, da bei konstantemt 
Durchmesser die Fallgeschwindigkeit bei kleiner werdenden Drucken nacht 
grössern Werten strebt. 

Auf Grund der Messungen und den durch die Theorie ermöglichten Extra- 
polationen sollen abschliessend all die Abhängigkeiten des Wasseranteiles int 
einem Eiswasseransatz zusammengestellt werden. Infolge der relativen Un- 
übersichtlichkeit der Gleichung (38) sei W,, in Funktion aller vier Experiment- 
parameter dargestellt. Figur 14 zeigt den Wasseranteil in Funktion des freiem 
Wassergehaltes w, bei einer Luftgeschwindigkeit von 24 m/s und bei verschie- 
denen Temperaturen, währenddem Figur 15 die Zusammenhänge darstellt im 
Funktion der Lufttemperatur und bei verschiedenen Wassergehalten. Figur 1€ 
zeigt W,, als Funktion der Geschwindigkeit v für verschiedene Temperaturen 
und Wassergehalte. Während in den eben erwähnten Figuren 14, 15 und 16 
der Durchmesser der Testkugel konstant gehalten wurde, ist er in Figur 17 
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5 10 15 g/m? 
Figur 14 
Darstellung des Wasseranteils W,, in Funktion des freien Wassergehaltes w,, Parameter Lufttem! 


peratur 7; Luftgeschwindigkeit v = 24 m/s, Kugeldurchmesser d = 2 cm. 


Vol. XI, 1960 Zur Thermodynamik teilweise wässriger Hagelkörner 301 


Wn 
% 


50 


Figur 15 
Wasseranteil Wy Funktion der Lufttemperatur ?;, Parameter freier Wassergehalt w,; Luftge- 
schwindigkeit v = 24 m/s, Kugeldurchmesser d = 2 cm; W, = Grenzwert des Wasseranteils. 


Figur 16 
Wasseranteil W,, in Funktion der Luftgeschwindigkeit v, bei verschiedenen Werten"der Lufttempe- 
ratur tz, und des freien Wassergehaltes w,, Kugeldurchmesser d = 2 cm. 


a 7 Ww, à | 
g/m? -10°C, 


Figur 17 


Wasseranteil Won Funktion des Durchmessers der vereisten Kugel, berechnet fiir freien Fall der- 
selben, bei verschiedenen freien Wassergehalten wy und Lufttemperaturen i;; Luftdruck 
p = 733 mbar. 
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variiert für verschiedene Werte der Lufttemperatur und des freien Wasser-- 
gehaltes. Alle Angaben für Durchmesser unterhalb 1,0 cm und oberhalb 2,5 cm 
stellen dabei Extrapolationen dar. 

Für die Erörterung von Figur 17 wurde es als vorteilhaft erachtet, den 
Durchmesser mit jener Grenzfallgeschwindigkeit in Zusammenhang zu bringen, , 
die sich bei frei fallenden Eiskugeln einstellen würde. Die dafür zu machenden, 
zusätzlichen Annahmen sind die folgenden: Hagelkorndichte ox = 900 kg/m?" 
(in Übereinstimmung mit gemachten Messungen [15]), Luftwiderstandskoeffi- 
zient c,, = 0,5. Auf diese Weise errechnete Wasseranteile gelten aber nur unte 
dem Vorbehalt allfälliger Korrekturen von seiten der Strömungsdynamik [11]. 


Generell steht damit fest, dass abnehmende Werte von Temperatur, freiem W as- 
sergehalt w,, Luftgeschwindigkeit v und Kugeldurchmesser d stets eine V erminderun 
des Wasseranteils W,, zur Folge haben. 


Um die praktische Bedeutung der Eiswassergemenge bei atmosphärischen 
Vereisungen noch besser hervorzuheben, seien die Vereisungsbedingungen zu- 
sammengestellt, bei denen gerade noch Eisansätze entstehen, die keine Wasser- 
einschlüsse mehr aufweisen. Zu diesem Zwecke sei die Gleichung (29) verwendet, 
woraus sich die in Figur 18 dargestellten Verhältnisse ergeben. Es zeigt sich dabei, 


W. f 7 
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LE | : 
-10 -20 - 30 = 
Figur 18 


Darstellung der Grenzkurven für verschiedene Luftgeschwindigkeiten v, die das Gebiet der reine» 
Eisansätze von den Eiswassergemengen in Funktion des freien Wassergehaltes w, und der Luft 
temperatur {7 trennen. Eiskugeldurchmesser d = 2 cm. 
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dass die Grenzkurven für verschiedene Luftgeschwindigkeiten die Koordinaten- 
ebene (w,, t;) in zwei getrennte Gebiete aufteilen. Im obern Gebiet herrschen 
Bedingungen, die zu Eiswassergemengen führen, im untern Gebiet jene, die 
reine Eisansätze bewirken, währenddem die Grenzkurven selber den geometri- 
schen Ort darstellen für reine Eisansätze, deren Temperatur 0°C beträgt. 
Der Eiskugeldurchmesser wurde hierbei mit 2 cm als konstant angenommen. 
Figur 19 zeigt dieselben Grenzkurven, jedoch für den Fall, wo der Kugel- 
durchmesser variiert, die Geschwindigkeit aber konstant bleibt. 
Schliesslich charakterisiert Figur 20 jene Grenzfälle, die sich für frei fallende 
_ Partikeln ergeben, unter den gleichen Bedingungen, wie sie der Figur 17 zu- 
 grunde liegen. Figur 20 kann auch herangezogen werden, um vergleichende 
Betrachtungen bezüglich der Hagelbildung anzustellen, indem sie Grenzkurven 
für verschiedene Kugeldurchmesser frei fallender Eispartikeln zeigt. Kleine 
Eiskörner benötigen bei jeder unter dem Gefrierpunkt liegenden Temperatur weit 
grössere freie Wassergehalte als grosse Hagelkörner, damit Eiswassergemenge 
anwachsen können. Diese Erscheinung rührt speziell vom spezifisch grössern 
Stoff- und Wärmeaustausch her, welcher den kleinern Kugeln eigen ist, zudem 
wird er durch die Abhängigkeit der Grenzfallgeschwindigkeit von der Quadrat- 
wurzel des Partikeldurchmessers verstärkt. 


w, | | nr 


g/m? 


Eis-Wasser 


“10 -20 -30- LA 
Figur 19 


Darstellung der Grenzkurven für verschiedene Eiskugeldurchmesser d, die das Gebiet der reinen 
n den Eiswassergemengen in Funktion des freien Wassergehaltes w, und der Luft- 
temperatur éy trennen; Luftgeschwindigkeit v = 18 m/s. 


Eisansätze vo 
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6. Schlussbemerkungen 


Die Messungen über das Wachstum von Eiswassergemengen an Eiskugeln 
bei atmosphärischen Vereisungsbedingungen zeigen die grosse Bedeutun x 
dieser bis jetzt unbekannten Wachstumsmöglichkeit von Hydrometeoren, die 
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Figur 20 


Darstellung der Grenzkurven für frei fallende, kugelige Partikeln verschiedenen Durchmessers d: 
in Abhängigkeit des freien Wassergehaltes w,und der Lufttemperatur #7; Luftdruck # = 733 mbarı 


auch bei den häufigsten schweren Flugzeugvereisungen eine massgebende Rolle 
spielen kann. Speziell zeigt Figur 20, dass primär in jeder Wolke, in der Ver- 
eisungen durch Anlagerung von unterkühlten Wassertropfen stattfinden, Eis- 
wassergemenge bildende Bedingungen notwendig vorhanden sein müssen. Erst 
die genaue Kenntnis dieser Vorgänge wird mithelfen, eine brauchbare, der 
atmosphärischen Bedingungen äquivalente Hageltheorie zu schaffen und die 
physikalische Seite der Hagelbildung befriedigend abzuklären. 

Es ist meine angenehme Pflicht, Herrn Prof. Dr. R. SANGER und Herrr 
Prof. Dr. G. Buscu für ihre fördernde Anteilnahme an dieser Arbeit meiner 
herzlichsten Dank auszusprechen; Dank gebührt auch dem Direktor de: 
Schneeforschungsinstitutes, Herrn Dr. M. DE QUERVAIN sowie Herrn Dr. TH 
ZinGG für ihr stetes Interesse und die Unterstützung der beschriebenen Unter 
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NIEDERHÄUSERN bin ich für ihre Mitwirkung bei der Ausführung der Messungen 
ebenfalls verpflichtet. Die Arbeit wurde im Rahmen des Forschungsprogramms 
der Eidgenössischen Kommission zum Studium der Hagelbildung und der 
Hagelabwehr an deren Forschungsstelle Weissfluhjoch am Eidgenössischen 
Institut für Schnee- und Lawinenforschung ausgeführt; es standen hierzu auch 
wesentliche Kredite des Schweizerischen Nationalfonds zur Verfügung. 
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Summary 


The first experiments with the Swiss Hail Tunnel [1] have shown that the 
growth of hailstones under atmospheric icing conditions does not occur in the way 
usually assumed. It is quite normal to observe still liquid water in the resulting 
ice deposit. Figure 1 shows a model of this new observed mechanism while Figure 2 
shows an ice framework without the liquid water normally contained in it. 

These first findings led to the experiments and the theory which are described 
and developed in this paper. The final goal was to determine the water content of 
the growing ice-water mixtures as a function of the generating icing conditions and 
the characteristics of the primary ice particles. For the calculations and the experi- 
ments we used in both cases ice spheres with an initial temperature on (OE, Aare: 
theoretical total exchange of heat is given in formula (26) or — as the experiments 
have shown that no water normally escapes from the iced spheres — by formula (27). 
The results of the experiments are given in Figures 11, 12 and 13, which also indicate 
the calculated values. To achieve a correlation between theory and experiment, it was 
necessary to determine an unknown value §/E where E means the collection effi- 
ciency and à a corrective factor. 9/E was found to be constant at all different 
values of the free water content, the air velocity, the air temperature and the 
diameter of the test particles (ranging from 1-0 to 2:5 cm). The accuracy of the 
measurements is + 15% of the total deposit; the mean volume diametre of the 
water droplets, accrued on the test particles, is 50 u. 
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Summarizing it can be said, that increasing values for temperature, free water content 
air velocity, and the diameter of the ice spheres lead to increasing values for the liquid 
water component in the resulting deposit. 

Of particular interest are the conditions which determine the borderlines be- 
tween deposits of dry ice and deposits of ice-water mixtures. These are indicated in 
Figure 20 which gives the corresponding growing conditions as functions of the 
free water content and the air temperature. Figure 20 is valid for freely falling ice 
spheres of different diameters and shows, that the deposits consisting of ice-water 
mixtures ave growing preferably at higher temperatures and on greater particles. In 
addition we can also recognize the large range of atmospheric conditions which 
produce aqueous hailstones. These results should demonstrate the great importance 
of the thermodynamics of such ice-water mixtures as icing deposits on freely 
falling particles. 


(Eingegangen: 6. Dezember 1959.) 


Steady-State Heat Conduction in a Circular Cone’) 


By Roxuro Muki and ELI STERNBERG, Providence?), R.I., U.S.A. 


1. Statement of Problem. Solution in Complex Integral Form 


Consider a circular cone of semi-opening angle 9, (0 < 0, < x). Let rectan- 
gular Cartesian coordinates (x, y, 2) be chosen in such a way that the origin 
is located at the vertex and the z-axis is coincident with the axis of the cone. Let 
(r, 8, p) be spherical coordinates defined by the mapping 


x=rsindcosp, y=rsinOsing, z—=7cosû, 


(1) 


OS ft Ooh DSO ar Ol See ee 
and introduce the auxiliary notation 
p=cost, pf y= 0080). (2) 


In the rotationally symmetric problem to be treated presently the tempera- 
ture T is independent of the longitude g and obeys the boundary conditions 


T(r, Po) = To for OSrSa, Tir,p)=0 for a<r<co, (3) 


while throughout the interior of the body the temperature field T(r, p) must 


1 ‘ à : 
) The results communicated in this paper were obtained in the course of an investigation 


conducted under Contracts Nonr 562(20) and N 
onr 56 iversi i i 
AONE Rates EAE nn ) nr 562(25) of Brown University with the Office 


*) Division of Applied Mathematics, Brown University. 
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satisfy LAPLACE’s equation, which governs the steady-state heat conduction of 
a thermally homogeneous and isotropic solid. Thus 


| a OL - 
Wien ye Or) en [a =?) | 0 (4) 
must hold in the region 0 < 7 < oo, 0 < 0 < 6. Finally, we adjoin the 
regularity requirements 


T=olrt), 5 =olr) as roo, | 
ae (5) 
ea ee 0 A; ess a 0 


The Dirichlet problem characterized by (3), (4), (5) is most conveniently 
attacked by means of the Mellin transform). Suppose 
T(p, s) = | T(r, b) ar, (6) 
0 
so that T (p, s) designates the Mellin transform with respect to 7 OT, D), 
s being the transform parameter. Integration by parts, in view of (5), now yields 
the identities 
ri oT - 
it ara dr = —s T(p,s), | 
0 0 
provided the real part of s obeys the restriction 0 < Re(s) < 1. On multiplying 
(4) by 7? and applying the transform (6) one obtains, by virtue of (7), the 
Legendre equation 


[a rttdr=s(s+i Tbs), (M 


v2 


> [a — 29) P| een (8) 
On the other hand, the boundary conditions (3) in the transform domain take 
on the form | 

T (bys) =". (9) 


The solution of (8) that meets (9) and corresponds to a temperature field 
which is bounded in the physical domain under consideration, is evidently 
given by 


7 Ty a® iD) 
70.9) = TE 0) 


where P_, is the Legendre function of the first kind and of degree s — 1. 


3) See Dortscu [1] and SNEDDON [2] for general discussions of this transform. Numbers in 
brackets refer to the list of publications at the end of the paper (page 314). 
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According to the inversion theorem for the Mellin transform we have 
c +100 


DES ; | T(p, SIR ds, (11)} 


and substitution from (10) into (11) yields 
Tf (4\* Pealb) ds À 
PCT; | 2) TER 12 


APE 


The formal solution (12) for the desired temperature distribution depends: 
upon the choice of the line of integration Re(s) = c in the complex s-plane. . 
Clearly, the solution is not affected by the particular choice of c as long as the: 
position of the line of integration is varied within one and the same strip of! 
regularity of the integrand in (12). The selection of the appropriate strip, inı 
turn, is dietated by conditions (5). 

With a view toward establishing the admissible values of c, we observe: 
first that the integrand in (12) is a meromorphic function of s, the poles of which ı 
coincide with the zeros of the function 


F(s, po) = s P.a(Po) - (13) | 


It is known?) that all zeros of P (p,) are real and simple for every choice of: 
Po (— 1 < Po < 1). Also, from the Mehler-Dirichlet integral representation of! 
Legendre functions’), 
0 
P= NR <o<a), (14 
V cos 2 — cos@ 

whence P_,(,) is positive for 0 <s <1. Consequently, the region: 
0 < Re(s) < 1 is contained wholly in a strip of regularity of the integrand in 
(12), the actual width of this strip depending on the specific value of fy. If we: 
take c in the range 0 < c <1, s conforms to the restrictive assumption under- 
lying (7). It remains to be shown that this determination of the parameter € 


is also sufficient for (5) to hold; this is indeed the case as will become apparent 
in the succeeding section. 


2. Residue Expansion. Solution in Real Integral Form 


We now evaluate the definite integral (12) with the aid of the theorem on 
residues and thus deduce an infinite series solution of the problem at hand. 
To this end we assume c fixed in the interval 0 <c < 1 and complete the 


4) Macnus and OBERHETTINGER [3], p. 91. 
5) See WHITTAKER and WATSON [4], p. 315. 
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contour of integration in the half-planes which lie to the left or the right of 
Re(s) = c, according as O<r<aora<r<o. Specifically, the two closed 
contours selected, say C and C’, are defined as follows: they have in common the 
straight-line segment Re(s) = c, — 9 S Im (s) Sg (o > 0); in addition, C and 
C’ consist of the respective semi-circles |s — c| = 9, Re(s) Sc and |s —c| =o, 
Re(s) > c. Evidently, the integration around C must proceed in a counter- 
clockwise sense, while C’ is to be traversed in the opposite direction. 
It follows from the asymptotic expansion 


PB) = | et ler 7 Fed + 069) | (15)6) 


as |s]>ca keeden-e,.. >-0) | 
in which J" is the gamma function, that P,_,(P)/P,_ı(d,) remains bounded as 


| s | +o. Bearing in mind (12), as well as the definitions of C and C’, we 
therefore conclude that 


Tir, p) =lim 57, fils) ds (O<r< a), | 
(16) 
Lg py = lim rae Po) ds der 00), | 
where 
BON ao" ; 
1) = Sey LE) - u 


The poles of the meromorphic function f(s) are coincident with the zeros of 
F(s, po) defined by (13), all of which, we recall, are real and simple, and lie 
outside the interval 0 < s <1. These zeros, with the exception of the one at 
the origin, in turn, coincide with the zeros of P,_,(ßo). Let the positive and 
negative zeros of P(p,) be designated by s,(f)) and en) ean ene): 
respectively, and be ordered in accordance with 


ee ee" Seis iss, ne (18) 
From the recursion formula 
P,(p) = P_,-1(P) (19) 
we then have the relations 
et Ne SA (20) 


6) Erpervı [5], p. 162. Recall also that Jay le 
7) Here r, p, and py may be regarded as parameters. 
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On applying the residue theorem to the contour integrals in (16) one: 
obtains, in view of (18), (19), (20), the expansions 


T(r, p) = To | +3 ou Ee Ng (yl 0 <r<a), | 


(s=s,) a | 


(21) 
eee aCe cn | 


„+1 ds (s=s,) le 


In order to demonstrate the absolute and uniform convergence of the two: 
infinite series appearing in (21) for the corresponding range of 7 and for 
0 <6 < 6, it is evidently sufficient to show that 


Fsx(P) [eee | At Or as See, (22% 


Sh ds (s = Sy) 


provided 0 < 8 < 6, and 0 < 9, < x. To see that (22) holds one merely needs 
to recall that P(p) is bounded for 0 < 6 < x if s is real, bear in mind that 
dP.(p,)/ds cannot vanish at a simple zero s = s,(d,) of P(p,), and make use 
of the asymptotic expansions 


dP.(Po) _ V2 9 sin[(s + 1/2) 8 + 3.2/4] + Oss) A) 
ds /zs sin 6, (23)83 
as so. («50,<2—e, e> 0), | 
and 
_ 2 is 1 il iz 
(bo) = = (2 — +) — 2 + Ol) | oat 
ask co, ee Wen en.) | 


PAP) NDT iz, (25: 


are both harmonic, the same is true of the individual terms in each of the 
series (21). Further, it is readily verified that the series obtained from (21 
by a termwise application of the Laplacian operator (referred to spheric 
coordinates) remain uniformly convergent in the respective domains 0 < 7 < 
0S0< Banda < r < 0,0 <4 < 6). Consequently T(r, p) in (21) satisfie» 
LAPLACE’S equation (4). According to the definition of Spe) (RF EURE CR 

8) This estimate follows from (14) by differentiation with respect to s and subsequent recours 


to an asymptotic result given by ErDELY1 [6], p. 49. 
Oy ee, [FT 
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P, (Po) = 0, whence (21) conform also to the boundary conditions (3). Finally, 
(18) and the convergence properties of (21) permit the conclusion that the 
temperature field under examination meets the regularity conditions (5), as 
anticipated at the end of Section 1. This completes the verification of the in- 
finite series solution (21) and, by implication, justifies the formal complex 
integral representation (12) if0<¢ <1. 

A real integral representation for the desired temperature distribution may 
be obtained from (12) by taking c = 1/2 and introducing the change of variables 


s=—+tiE. (26) 


where 


I ae Fra rd an 2 


The Legendre functions occurring in (28) are real-valued, as is apparent from 
(14). It is not difficult to show without recourse to the previous convergence 
considerations that this alternative representation of the solution fulfills the 
requirements (3), (4), (5). Such an independent validation of (27) 1s, however, 
superfluous. Equation (27), in contrast to the individual infinite series in (21); 
holds for the full range 0 < 7 < on. 


3. Evaluation of Solution. Numerical Results 


In this section we discuss procedures for the numerical evaluation of the 
results derived in the preceding section. Turning first to the series solution (21), 
we observe that its evaluation necessitates a knowledge of the zeros 5,(p,) of 
P.(,) ; in addition, one requires the values of P(p) and dP,(p,)/ds at s = s,(Pp). 

A scheme for the computation of the roots of P,(ß,) = 0 (regarded as an 
equation in s) was devised by MACDONALD [9]. Pat [7], [8] developed a more 
efficient method of computation and actually determined s,(f,) for 
k = 2, 3,4, 5, 6 and several choices of Pp. The family of roots corresponding to 
k = 1, overlooked by Pat, was supplied later on by HORTON [10]. For the sake 
of convenience, we list in Table 1 relevant values of S,(po) drawn from [7], [8], 
[10]. Additional entries in this table may be computed readily by Par’s 


procedure. 
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Table 1 
Values of s;,(cos 9) 


00 rı/12 1/6 7/4 Tr]? 
R 

il 8:45 4:13 2259 1:00 
2 20-60 10-03 6252 3:00 
3 32-55 16-02 10-51 5-00 
4 44:53 22-01 14-51 7:00 
5 56-53 28-01 18-50 9-00 
6 68:52 34-01 22-50 11-00 


The calculation of P, (p) on the basis of the Mehler-Dirichlet integral (14) 


is awkward because the integrand is singular at A = 6. It is more expedient to 
employ instead the following proper integral representation which may be 
deduced from (14) through integration by parts. 


6 
Pip) = ae [0059 (cosA — cos 6)1? | 
u asin?d 
6  (29)10) 
il : k 1 
Tee (s + 2) (s — 1) (cosi — cos 6)3| cos| (s + >) À] AA. 
An analogous formula for dP (p,)/ds is reached directly from (29) by differentia- 
tion with respect to s and need not be recorded here. 
For the evaluation of the solution in the integral form (27), (28) the values 

of the Legendre function P_;,,,,:(p) are needed. Suitable tables of this function 


do not appear to be available. Equation (29), however, yields the computa- - 
tionally convenient integral representation 


Se. 


Dr 
(p) = ae | [cos (cos À — cos 6)12 | 
(30) ı 
+ 3 (+4) (cos — cos0)*] cosh (€ 7) d | 


which holds for 0 < 9 < x, 0 £ £ < ov. In particular, for £ = 0, (30) implies: 
the well-known result!) 


Pub) K(sin 5) (31) 


where X is the complete elliptic integral of the first kind. 


10) This equation is valid for 0 < 0 < x. Recall that P (2) = 1: 
11) Cf. Ern£ryı [5], p. 174. 
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The numerical evaluation of the proper definite integral (30) for fixed 
9 (0 < 6 < x) presents no difficulties. Once the requisite values of P_1)2,;<(f) 
are known one may proceed to the evaluation of the improper integral (27) 
by numerical means. In this connection it is helpful to have an asymptotic 
estimate of the corresponding truncation error. Such an estimate may be 
reached with the aid of the asymptotic formula 
exp (& 6) 


PEN [1+ O(E9)) as E00 (eS 0 Sm—«, e>0), (32) 
y2r&sind 


P_12+:2(P) = 


which follows from (15). Indeed (28), (32), and integration by parts, lead to 


ele, r, p) de -2 ee | 
Beer; (fs log) + log cos(&.1og | expt-& (8 — 9) | (33) 
| scorn) 
+ O{€,? exp[—6 (0 — P)]} as Ey > © Bee 
le LE | 
Aa CR mat Cr el | By 
Veo [oi — (log -)] | 
== O [ee exp (—é, 65) | as Ea —> CO (0 <r< co) | | 


Figure 1 shows the variation of the temperature along the axis (9 = 0) of 
the cone for 0, = 2/6, i.e. for an opening angle of sixty degrees. These numerical 
values were obtained on the basis of the solution in the real integral form (27), 
(28) by the scheme just outlined. The underlying numerical integrations were 
carried out on an-I. B. M. 650 electronic computer. The same figure also 
displays the dependence of 7 upon r at (6 =0 for 0)= 7/2, 1.e. for the special 
case of a half-space which is exposed to a uniform temperature 7) over a 
circular subregion of its plane boundary, the remainder of the boundary being 
held at zero temperature. A closed solution in terms of elliptic integrals to the 
latter problem was given previously in [11]. The results found in [11] reduce 
to an elementary form on the axis of symmetry. Introducing the special values 
py = 0, p =1 into the residue expansion (21), and making use of known prop- 
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9,-2/6 


0-4 |= 


0 0-5 70 5 2:0 2-5 
r/a —— 
Figure 1 


Variation of temperature along axis of cone. 


erties of the Legendre functions of the first kind, one arrives at 


Ty Aa N je | (OZ r < co) (35) 


when 0, = 2/2, which is in agreement with [11]. 
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Zusammenfassung 


Diese Arbeit befasst sich mit der Bestimmung des stationären Temperaturfeldes, 
das in einem Kreiskegel durch eine unstetige Verteilung der vorgegebenen Ober- 
flachentemperatur hervorgerufen wird. Die Temperatur der Mantelflache wird 
oberhalb und unterhalb einer festen Entfernung von der Kegelspitze konstant an- 
genommen. Dieses Problem wird mit Hilfe der Mellin-Transformation streng 
gelöst. Die so erhaltene Lösung wird in einer später erscheinenden Arbeit auf die 
Bestimmung der zugehörigen Temperaturspannungen angewendet. 


(Received: December 24, 1959.) 
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Note on the Effect of a Centre of Dilatation in a Semi-Infinite 
Elastic Solid with its Plane Face Fixed 


By Smrıtı Kana Buowmick, Calcutta, India?) 


Introduction 


The object of this note is to find the effect of a centre of dilatation in the form ofa 
nucleus of elastic strain (say) inside a semi-infinite elastic solid having its plane 
face rigidly fixed. The method of solution is simple, and the results are obtained in 
a closed form. 


Solution 


We take the plane surface of the isotropic elastic solid as the plane z = 0 with 
the origin O on the surface. The axis of z is drawn into the body. If there be a 
centre of dilatation at A (0, 0, c), we have the displacement (u, 7, w,) due to it in 


1) Jadavpur University, Department of Mathematics. 
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the form (Love, p. 127) 
0 0 0 | 1 (1)) 


Cu, Vy, wi] = P Br > Oy’ Oz ere 


a 


where P is a constant depending on the strength of the nucleus and elastic constants, , 


while 
ty ya la. (2) 


Taking a nucleus of dilatation of equal and opposite strength at the image point! 
B (0, 0, — c), we have the corresponding displacement. (ug, v2, w,) given by 


0 fi) Ô 1 
ee : ; en Re 3 
[uo, V9, Ws | IP [33 » oy » Oz | R, ) ( )) 
where 
R3 = x? + y? + (2 + c)° (4)) 


Combining the two systems of displacement (1) and (3) we find that on the: 
surface z = 0 
BNE 
U+u=0, V Eva = 0 and w, + w — er (5) | 


in which 


Since by hypothesis, the plane boundary is rigidly fixed, we are to find the: 
third system of displacement (uw, v, w) which will satisfy the equation of equilibrium 
and nullify the displacements (5) on the surface z = 0. 


B\ (0.0,-C) 


Centre of dilatation in an elastic solid. 
The equations of equilibrium in the absence of body forces are 


Se DR! 0 0 ù 
D eee rete wee 0) 
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where A is the dilatation and o is Porsson’s ratio. Putting 


OF 
A= — 2 (1 2%) a (7) 
such that 7? F = 0, we obtain from (6) 
FN IE E I F > F ad TF0 

Then we can put 

= 0 0 0 

| JE = Z - Z = 1 + 2 , 8 

[u, v, w] E Pair oe | F + [pr Pe, Pal (8) 


where @,, Po, 9; are harmonic functions having prescribed values on the surface z = 0. 
Since we are to nullify the results given in (5), we can take in this case g, = 0, 
Pz — 0. Then from the relation 


Ou Ov Ow OF 
A = ee es ey tk eed ye ee 
4 Ox ii oy T Oz ( ) ye © 
we shall have 
1 
F = La 9 
Assuming the harmonic function 
Co PT 2P(z+.c) 
= AR A ne ee 10 
P3 15 Oz ( R, R8 , ( ) 


we find that the displacements (5) on the surface z = 0 are cancelled. Hence from 
(7) we get 
VE PE G 


IR A te 
Pas RE (11) 


Substituting these values of y, and F in (8) we get (u, v, w). The resultant displace- 
ments (U, V, W) are therefore given by 


il 1 62(2-+ Cc) 
Cu, + U, u=Px| Ri + ET al | 
1 1 6 2 (z + ec) Br 
Van+y+e = Py| RT Re ae L 
BE G zg+c AG il 
Ve er: Le 
62(2+.0)° je | 
(a=4o), 5% 


On calculating stress components from U, V, W, it is found that on the surface 
ee 0, 


ren 03) 
while A (1 0) 3 c? il 
[2 2],_9 — a ER 6) (3 = 4 6) | R5 13 | . (14) 
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Zusammenfassung 


Es wird das Verschiebungsfeld ermittelt, das im elastischen Halbraum mit! 
fixierter Grenzfläche durch ein Dilatationszentrum erzeugt wird. 


(Received: February 8, 1960.) 


Permanent Replicas of the Crystalline Structure of Hailstones 


By PAGE R. PAINTER!), and VINCENT J. SCHAEFER?), Schenectady, N.Y., U.S.A.. 


The internal structure of hailstones has attracted the attention of natural 
scientists for many years. The recognition of the layering which often occurs dates 
back at least to VoLTrA [1]?), who, in 1800, made a sketch of the onionskin-like: 
appearance of stones which fell at Como, Italy. The more recent work in this field 
is tipified by the elegant cross section of hailstones collected in Switzerland published 
in color by List [2]. Due to the evanescent nature of hailstones, very little of 
quantitative nature has thus far been attempted in the United States, although 
there are few areas in the world where such storms are more frequent or the storm 
more violent and damaging. 


Developing Interest in Hailstorms in America 


With the advent of cloud modification and evidence that profound changes can: 
be initiated in cumulus clouds when properly seeded with dry ice and silver iodid 
[3, 4], a number of serious studies of hailstorms have been conducted in Nebraska, 
Colorado, New York, West Virginia, Oregon, California in the United States, i 
Alberta, Canada, in the vicinity of Lake Garda in Italy, the vineyard country of 
France, and in Switzerland where an excellent, comprehensive research study has 
been underway for more than five years under the auspices of the Federal Commis- 
sion for the Study of Hail Formation. The initial work has consisted almost entirely, 
in the operation of silver iodide ground generators. The rather casual efforts of 
earlier years has more recently been directed toward seeding with intensive net- 
works of ground generators, groups of aircraft and in some cases self destroyin 
rockets. 

In much of the work of the past, nothing but very qualitative studies have beer 
made of the end product of the hailstorm — the hailstone. This is understandable 
since the random nature of severe storms rarely permits the interested scientist tc 
be present during or immediately after the storm when observations are best made; 
This has been particularly true in the intense storms of the Great Plains of America 
where the stones often fall in isolated areas. 


1) Davis High School, Davis, California. 
*) Rensselaer Polytechnic Institute, Troy, New York. 
3) Numbers in brackets refer to References, page 326. 
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A new approach to this problem is now possible and its feasibility was demon- 
strated conclusively during the Summer of 1959. 


Research Projects on Hailstorms at the Loomis School 


In the Spring of 1959, the senior author was asked to plan and direct a summer 
school for talented high school students sponsored jointly by the American Meteoro- 
logical Society and the Loomis School of Windsor, Connecticut, with support from 
the National Science Foundation. 

In drawing up a series of research projects to be pursued by the students, several 
research activities were directed toward studies of the hailstorms which occasionally 
ruin the tobacco crop of the mid-Connecticut area. These included the observation 
of storms by radar, the collection and preservation of hailstones, and the develop- 
ment of methods for preserving their internal structure by a replica technique. All 
three projects were worked on by students during the summer. 


Studies of the Replication of the Structure of Hailstones 


In order to develop the replica technique for preserving the crystalline structure 
of hailstones, hydromites were formed in a cold chamber. These were made by 
placing water in a polyethylene bag suspended above a cold chamber operating 
at —20°C and prepared so as to have a very slow leak, permitting one drop to fall 
about every half minute. The drops froze and gradually built up a cylinder of ice. 
By varying the rate of falling droplets, it is possible to control the freezing rate at 
the surface of the hydromite thus producing various sizes and shapes of crystals 
within the ice. These formations were used in developing techniques for cutting, 
smoothing, polishing, and etching ice surfaces. After suitable etch figures developed, 
the surface was coated with a cold (—5°C) 3 percent solution of polyvinyl formal 
dissolved in ethylene dichloride after the manner described by SCHAEFER [5, 6]. 


Acquisition of Hailstone Samples 


In order to assure that hailstones were available for the critical evaluation of 
the techniques developed, aid in obtaining hailstones was sought from T. HENDER- 
son of Weather Modification Company who was working on a hailstorm prevention 
project in northeastern Colorado. In mid-July an air express shipment of fairly 
large (2-21/, cm diameter) hailstones arrived at Windsor. Subsequently, a second 
shipment of considerably larger stones (up to 5cm diameter) was obtained from 
Grand Island, Nebraska, through the excellent cooperation of Mrs. GAYLORD 
WALLACE of Burwell, Nebraska and S. FLAHERTY of the Grand Island office of the 


U.S. Weather Bureau. 


Technique for Preparing Hailstone Replicas 


After making a number of experiments, the authors recommend the following 
technique for the preparation of hailstone cross section replicas: _ | 
1. À block of plastic foam of the styrofoam type is prepared having the dimen- 


sions 3cm x 3cm x 5 Cm. we 
2. A depression is made in one surface of the foam about 2 cm in diameter and 


0-5 cm deep. Three symmetrically placed holes are poked in the foam at the bottom 
edge of the depression to anchor the ice which is to be used for adhesive. 
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3. About one half milliliter (ml) of water is placed in the depression in th 

styrofoam. The amount of water used depends on the size of the hailstone. | 

© 4. The cold hailstone (about — 20°C) is placed in contact with the water, causing: 
it to freeze immediately. So long as the assembly is kept colder than 0°C, the ston 
can thenceforth be handled and manipulated without danger of breakage. Th 
plastic foam is such a good insulator that if the stone is normally kept at about 
—20°C there is no danger of structural change. 

5. The hailstone may be cut in half with a jeweller’s saw, an ordinary saw, a 
mitre saw, or a band saw, depending on the nature and size of the stone. Th 
localized melting which occurs seems to have no effect on the structural featuress 
of the stone, provided sawing is done while the ice is at a temperature of —20°C. 

6. After sectioning, the surface of the stone is smoothed, using 2/0-100 and 
6/0-220 grade sandpaper‘). These are prepared as strips 6” x 22” long. They are} 
clamped on a flat board with the working surfaces about 20” long. As they becom 
loaded with ground ice new pieces are substituted. Care must be taken that deep: 
scratches from foreign objects do not occur during the grinding procedure, other- 
wise the replica will not be of good quality. After smoothing the surface is polished.. 

7. Polishing may be done with chamois, paper felt, or velvetine. This is mounted: 
adjacent to the sandpaper for convenience. While it is desirable to accomplish th 
polishing without causing surface melting, it has-been observed that when an ice: 
surface is polished so vigorously as to cause localized melting, the etch figures 
develop without apparent modification. This presumably is due to the presence of 
the crystalline structure directly below which immediately replicates the underlying 
crystal patterns even if a thin melt layer forms momentarily. 

8. After polishing the surface, the hailstone is held at a temperature of about 
—20°C for 15 to 30 minutes in a cold chamber or a cold room at a humidity lowe1 
than ice saturation. Localized evaporation from the ice crystal matrix forming the: 
surface occurs as ice molecules sublime away, leaving behind crystalline patternss 
identical in visual appearance to the figures which appear on etched metallographic: 
specimens. 

9. After the etch figures become visible on the surface of the hailstone, a layer 
of replica solution should be flowed over the surface. This should consist of 5%. 
polyvinyl formal dissolved in ethylene dichloride. This solution should have a tem— 
perature of —5°C, and, after coating, the surface should be inclined at 45° to: 
drain off excess material. The specimen should be placed in a chamber with some: 
ventilation and held at a temperature of about —20°C until the solvent has: 
completely evaporated. This normally occurs in about 20 minutes. 

10. The replica film may be recovered in several ways. By holding the hailstone 
at —5°C for a day or so, sufficient sublimation occurs through the film to loosen 
the replica film from the surface. This film may be carefully lifted and transferred 
to a glass slide for mounting. In the event additional sections are to be made of the 
stone, a cut can be made about 2 millimeters below the film on the band saw and 
the thin section melted from the replica film by placing it on a glass slide with the 
film-coated surface against the glass. If the stone is to be sacrificed, the same 
procedure may be followed, or it may be placed in a tray of water with the film on 
the surface, and, after the stone is melted, the replica shd onto a glass slide for 
mounting. Another effective procedure is to keep the stone in a warm room until 
surface melting occurs, at which time the film may be slid off the surface onto a 
glass slide wet with water. The replica film is preferably mounted with the smooth 
upper surface in contact with the glass plate. 

4 

) 


We use Behr-Manning Adalox No. 6931 and No. 364. 
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Figure 1 


Hailstones from two severe storms in the Great Plains of the United States: 


Upper: Grand Island, Nebraska, June 27, 1959. 
Lower: Sterling, Colorado, July 17, 1959, 


ZAMP X1/21 
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Figure 3. Detail shown by replica at center of hailstone. Replica of etched surface varies in 
brightness as replica is rotated. 


a [HAN HILT] TU LL LLL RL TEE b 
MM 11 2 3 4 5 


Figure 4a. Appearance of replica in normal light. Figure 4b. Appearance of replica between 
crossed polaroids with air inclusions showing polarized refraction. 
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11. After drying, the replica should be covered with another sheet of glass or 
plastic to protect it from the dust. It can then be used as a lantern slide or for the 
preparation of photomicrographs. 

Figure 1 illustrates typical hailstones collected from two damaging storms which 
occurred in the Great Plains area of America during the Summer of 1959. They were 
collected in the field and shipped to us at the Loomis School more than a thousand 
miles away. They arrived 48 hours later in excellent condition. 

The first shipment was received by air express from Sterling, Colorado, nearly 
2000 miles from Conecticut. About twenty pounds of dry ice surrounded the 
shipment which was packed in crumpled newspapers contained within a double 
box of corrugated cardboard. The hailstones arrived 48 hours later, dry and in 
perfect condition with about half of the dry ice still remaining. | 

The second shipment came from Grand Island, Nebraska. Although a similar 
packing arrangement was suggested, the packer placed the stones on top of fifty 
pounds of dry ice and surrounded the stones with crumpled newspapers. Some 
surface melting had occurred on the stones farthest removed from the dry ice but 
not enough to cause serious damage. This near disaster showed the importance of 
placing dry ice both above and below the specimens. In this latter case, more than 
half of the dry ice remained in the package after two days. 

By use of this technique and the cooperation of farmers, meteorologists, and 
other cooperative parties, the damaging products of hailstorms become readily 
available to the atmospheric physicist for research studies. 

The composite photo in Figure 2 illustrates an assembly of replicas prepared in 
the manner described. Figure 3 illustrates the detailed structure observed in the 
vicinity of a zone of concentric banding. Figure 4a illustrates a replica photographed 
normally and 4b the same replica as seen between crossed polaroids. The zones 
transmitting light represented areas containing voids which may be the same as 
those found to contain liquid water by List. These voids develop with the aging 
of hailstones at temperatures between —15°C and —25°C and may represent 
areas containing impurities. These and other interesting structures and phenomena 
observed during the current studies will be discussed in more detail in a subsequent 
paper. 

The replica method for studying hailstones has a number of interesting and 
attractive features. It permits the preparation of large numbers of permanent 
cross sections of hailstones, it permits the ‘‘reconstruction” of a hailstone since 
successive sections can be made from one side of the stone to the other, and because 
of the ease of preparation and the relative inexpensive nature of the equipment 
needed, the method should lead to increasing the availability for study of a much 
larger number of examples of these interesting hydrometeors. 
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Zusammenfassung 


Es wird eine Technik fiir die rasche Zubereitung dauerhafter Abgiisse (Replicas) 
der Struktur von Hagelsteinquerschnitten geschildert. Das Verfahren diirfte sich 
als besonders förderlich in Studien über die innere Struktur solcher Partikeln er- 
weisen. Alle Vorkehrungen können in einem Raum normaler Temperatur vorge- 
nommen werden, sofern eine Kühltruhe mit einer Betriebstemperatur bis — 20°C 
zur Verfügung steht. 

Die Hagelschlossen werden auf einem Block aus plastischem Schaum verankert, 
mit einer Säge in zwei Teile geschnitten und die Schnittflächen mit grobem und 
feinem Sandpapier geschliffen und schliesslich über Samt geglättet, für welche 
Vorkehrungen nicht mehr als einige wenige Minuten benötigt werden. Hierauf 
werden die Eiskörper für etwa 15 min bei einer Temperatur von — 20°C gehalten, 
oder so lange, bis sich auf den polierten Schnittflächen infolge Sublimation (Ver- 
dampfung) Atzfiguren ausgebildet haben. 

Die geätzten Eisoberflächen werden mit einer 5% igen plastischen Lösung von 
einer Temperatur von —5°C überzogen und nach Abtropfen der überschüssigen 
Lösung alsdann auf —20°C gehalten, bis das Lösungsmittel verdunstet ist. Die ent- 
standenen plastischen Filme werden hierauf von der Eisoberfläche abgestreift und 
zwischen zwei Glasplatten gebracht. Sie können in dieser Form entweder photo- 
graphiert werden oder schliesslich als Diapositive Verwendung finden. Lichtbilder 
von natürlichen Hagelschnittflächen und solche von Abgüssen illustrieren die 
Leistungsfähigkeit des Verfahrens. 


(Received: November 4, 1959.) 
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Measurements of Two-Dimensional Zero-Lift Interference 
of Ventilated Boundaries at Speeds up to Sonic 


By DHANvVADA M. Rao, and MATHAGONDAPALLY A. RAMASWAMY, Bangalore, 
India?) 


Introduction 


The successful development of ventilated wall test-sections has not only elimi- 
nated the basic difficulties involved in transonic testing, but has also made possible 
the use of much larger relative model sizes than was hitherto considered advisable, 
in the conventional type of tunnels, from the viewpoint of wall interference. This 
latter fact is of particular interest to workers in most research institutions whose 
limited resources permit only small-scale facilities in the field of experimental high- 
speed aerodynamics. 

While it is known that, for the normal model blockage values, most ventilated 
test-sections have small interference at subsonic speed, for larger models the bound- 
ary interference may have a peculiar distribution over the model length, depending 
upon the wall geometry, which can lead to a cumulative interference of appreciable 
magnitude particularly with Mach numbers approaching unity. The interference 
pattern for Mach numbers greater than the model critical Mach number lies outside 
the scope of the linear theory, which also does not account for any viscous effects. 
The boundary layer is of considerable thickness particularly on perforated walls, 
and further, is subject to complex pressure gradients resulting from the model flow 
field being projected on the boundary with increasing intensity as the Mach number 
approaches unity, and its effect in modifying the boundary conditions represented 
by the slotted and perforated walls remains as yet relatively unknown. 

The purpose of this note is to present some results of experiments carried out at , 
the High-Speed Aerodynamics Laboratory of the Aeronautics Department, Indian 
Institute of Science (during March/April 1958), with typical slotted and perforated 
walls in two-dimensional zero-lift flow with the specific aim of observing the 
interference characteristics of such boundaries. A half-nozzle arrangement was used 
in order to work at the maximum possible Reynolds Number in the small tunnel 
available, and a large relative model size was chosen to make the boundary inter- 
ference, and the variations in it, identifiable. By comparing the data from the 
present tests with ‘standard’, i.e. interference-free data for the same model [1]?), 
the variation of the blockage interference at mid-chord with free stream Mach 
numbers up to unity, as well as the chord-wise distribution of interference, were 
determined for three slotted and two perforated walls. 


Symbols and Definitions 


M Tunnel free-stream Mach number, 


oT f 
oF Free-stream Mach number for interference free case, 


1) Department of Aeronautical Engineering, Indian Institute of Science, 
2) Numbers in brackets refer to References, page 334. 
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V. Tunnel free stream velocity, 

Mean cross-flow velocity through hole, 

Mean vertical velocity component at the boundary, 
q Tunnel free-stream dynamic pressure, 

1p  Pressure-drop through the wall, 


Ky, = (4p/g) (VV); 
K = (Ap/q)|(V,[ Vo) 
Blockage interference factor: AM M, 7 = Mar Mar /Moo r (Numerator is the 
difference between the tunnel and the free-air upstream Mach numbers correspond- 
ing to the same local Mach number on the model at a given point). 
Or e Total open area of slots/perforations 

Nozzle (length x width) 


Experimental Details 


Figure 1 shows the details of the nozzle and the model, fitted to the 3” x 1” 
blow-down wind tunnel of the High-Speed Aerodynamics Laboratory. The venti- 
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b 
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Figure 1 


a Details of test section. b Details of model showing static pressure orifice locations. 
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lated test boundaries were represented by 1/8” thick aluminium slotted or perforated 
plates fixed to the upper nozzle liner (having a 1” deep plenum chamber) at a 
divergence angle of 0:75 degrees, relative to the lower liner surface, to compensate 
for boundary layer growth. 

The model, a 2”-chord 6% -thickness ratio circular-arc bump, was shaped from 
a block of ‘ Araldite’ cast into the lower wooden nozzle liner, carrying the pressure 
lead-out tubes. The test Reynolds number based on model chord was about 1 mil- 
Hon at M, = 1-0. 

All pressures were measured on mercury manometers, and converted to Mach 
number on the basis of free-stream stagnation pressure, using isentropic compres- 
sible flow tables. The Mach numbers are believed to be correct to + 0-005. 

Before conducting tests with the model, empty-nozzle flow was observed for 
all the ventilated walls, and the longitudinal pressure distributions were found to 
be satisfactory in all cases up to a Mach number of unity. With empty nozzle, 
there was a close agreement between the mean nozzle static pressure and the 
plenum chamber pressure for all Mach numbers. 

With the model present, the free stream Mach number in the nozzle, M, 2 
in all the runs was obtained by observing the static pressure distribution upstream 
of the model along the centre line of a side wall, and using a mean value of the 
static pressure in a region of nearly uniform flow. Due to considerable outflow 
through the walls induced by the model, there was a large difference between the 
plenum pressure and the mean free stream static pressure in all cases (e.g. see 
Figure 3D). 

Visual flow observation was carried out during the tests using a 4-feet focal 
length concave mirror Schlieren system, and a series of Schlieren photographs were 
obtained using 1/100s exposure on Kodak Tri-X film. Typical flow patterns are 
shown in Figure 4. 

The geometric details of the ventilated walls tested are given in the following 
table: 


No. | Type | Open Area | Geometry 
il Slotted 62507: 2510 00) 871 
2 Slotted 12:50 4 slots x 1/32” 
3 Slotted 9:40% Sislots 0820 
4 Perforated | 18-20% 1/8” dia. holes 
Perforated | 10-20% 3/32” dia. holes. 


vi 


Results and Discussion 
(1) Axial blockage distribution 


The axial distribution of blockage interference, which is a measure of the flow 
distortion due to the tunnel boundary causing the flow past the model to depart 
from any possible free-flight flow pattern, has been theoretically shown to be sym- 
metrical for symmetrical models in solid, open and slotted test-sections, whereas 
for the perforated boundaries an unsymmetrical distribution of interference exists 
at subsonic speeds [2]. As pointed out by MAEDER and Woop [3], in the 
application of the thin aerofoil theory to the problem of perforated wall inter- 
ference, the imposition of the Kutta condition at the trailing edges of the solid 
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‘lifting’ portions of the wall (the ‘lift’ appearing through the pressure drop across 
the wall) causes a distinctive orientation in the flow. This leads to an asymmetrical 
distribution of the boundary interference velocity potential even when the obstacle 
shape is symmetrical. In physical terms, there is an inflow from the plenum in the 
model region, and a corresponding outflow from the nozzle upstream of the model, 
leading to reduced local velocities on the front part of the model and an increase : 
over the rear. 

Further, the theory shows "2] that with an increasing Mach number this: 
asymmetry is gradually reduced while the magnitude of the interference at the 
model increases until, with the Mach number approaching unity, the interference 
distribution tends towards that of the open jet (i.e. symmetrical) while its magni- - 
tude at the model tends to infinity. 

Using the data measured in the present tests, an attempt was made to investigate 
the above theoretical predictions, and some results are shown in Figure 2, where 
the chordwise distribution of the blockage interference factor for a slotted wall 
(No. 3) and a perforated wall (No. 4) are compared for four Mach numbers. 


—-O--- PERFORATED ++ 4,—X—SLOTTED + 3 


SJNINIIIIKKKRS 


Figure 2 
Comparative axial blockage distributions for slotted and perforated boundaries. 
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It may be pointed out at this stage that in half-model tests such as the present 
ones (particularly in the two dimensional case) there is a certain amount of flow 
distortion at the model due to the displacement thickness of the boundary layer of 
the reflection-plane wall. The flow distortion indicated by the curves in Figure 2 
is therefore the combined effect of the wall-interference and the boundary-layer 
influence. The latter aspect may be considered briefly before discussing the bound- 
ary interference. 

The boundary layer effect in the present case consists primarily ofthe elimination 
of the front stagnation point, reduction of pressures near the leading edge, and a 
modification of the trailing edge condition due to wake interference. The major 
middle portion of the model chord however remains relatively unaffected due to the 
rapid flow acceleration and consequent thinning of the boundary layer [4]. In the 
present tests the flow over the middle 60% of the chord only has been considered, 
and therefore the data shown in Figure 2 may be taken to be substantially correct 
quantitative representation of the wall boundary interference. In any case, the 
boundary layer distortion effect remains constant as the ventilated walls are 
changed, and on this account the curves of Figure 2 will at least be expected to 
display the correct comparative trends. 

As seen in this figure, for the four values of the free stream Mach numbers in 
increasing order, there is a continuous increase of the mean blockage (of the free-jet 
type in all cases). The greatest difference between the interference distributions for 
the slotted and perforated walls, however, is apparent at Mr = 0-805. For 
Mach numbers below this value, the magnitude of the mean interference over the 
chord is not large enough to show any systematic differences for the two kinds of 
boundaries, and for higher Mach numbers, as predicted by theory, the asymmetry 
of the blockage distribution for the perforated wall diminished so that the two 
curves show similar (i.e. fore-art symmetrical) form. It may be noted here that the 
theoretical value of the Mach number for maximum anti-symmetry (i.e. when 
Ky1i—- al. = 2:56) as calculated for a doublet [2] for this particular per- 
forated wall is 0-93, a figure which is too high however, for the linear theory 
to be valid; (actually, as is shown in Figure 3 and will be discussed in the next 
section, at this Mach number for which the theoretical mid-chord interference is 
zero, the blockage factor as measured at this location is about 0-1). 

The blockage interference distribution curves for the other perforated wall 
(No. 5, not shown) were also seen to display similar characteristics. 

It may be mentioned that, considering the errors to which the blockage factors 
as computed here are subject (being the small difference between two Mach num- 
bers which are themselves correct only to + 0-005), the curves of Figure 2 show 
remarkable regularity. This further supports the belief that these data are reasonably 


accurate. 


(2) Blockage variation with Mach number 


The variations of mid-chord value of blockage interference factor with free 
stream Mach number for the different boundaries are compared with theory in 
Figure 3. It is seen that for the slotted walls (all the three of which have nearly the 


same theoretical interference), the observed values lie close to the theory [5] up to 
M, 7 = 98: ( | 
For the perforated walls, however, there is seen to be a substantial difference 


between theory?) and experiment even at subcritical Mach numbers, which may 


3) Theoretical curves calculated from References [2], [5] and [6]. 
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Figure 3 


Mid-chord blockage variation with Mach number. 


be explained in terms of the rather large viscous effects expected for the particular 
walls tested. It has been observed that for perforated plates with hole diameter of! 
the same order as the plate thickness, as in the present case, the pressure-drop/ 
cross-flow relationship, which is the fundamental factor affecting the interference 
characteristics of the wall, is irregular and non-linear [2]. In particular the slope 
Ky = (Aplq)/(VilVs) remains small and considerably less than the theoretical 
value over the range of cross mass flows of interest. The final effect is to reduce» 
the interference of a boundary which theoretically gives a solid-wall type of blockage, , 
and increase that of a boundary having a theoretical interference of the free-jet: 
type. Thus, as seen in Figure 3B, although theory predicts a solid-wall type» 
blockage for both the perforated walls, the interference actually observed is nearly! 
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zero up to Mr = 0-75, beyond which it is of the free-jet type, rising almost 
linearly to a blockage factor value of about 0-15. Further, the two perforated walls 
appear to have almost identical interference up to sonic speed, whereas the theory 
indicates a larger interference for the wall with a smaller open area. ‘ 
In Figure 3C, all the mid-chord blockage interference versus Mach number 
results discussed above have been collected together, and here is apparent a rather 
remarkable quantitative similarity between the interference characteristics of the 
slotted and perforated walls investigated in the present experiments. This is 
probably the consequence of very similar pressure-drop characteristics of the 
different walls, although they differ greatly in geometric configuration. Some 
evidence of this may be seen in Figure 3 D, which shows the relation between the 
nozzle free-stream static pressure for the slotted No. 3 and perforated No. 4 walls, 
obtained with the model present in the nozzle. The plenum pressure is lower than 
the free-stream value due to the drop caused by the outflow through the wall 
induced by the model. This pressure drop is seen to be indentical for these two 
| walls, which, out of the five walls tested, are the most different from each other in 
| geometric configuration. 


(3) Schlieren flow observation 


Two of the Schlieren photographs obtained during the present tests are shown 
| in Figure 4. These were selected mainly to show the following features: 


Perforated Wall No. 4 Slotted Wall No. 3 


Figure 4 


Schlieren pictures of flow past 6% bump with slotted and perforated boundaries Mo p © 11. 


(a) For the perforated wall, the intensity of disturbances introduced by per- 
forations into the nozzle flow, € | 
| (b) For the slotted wall, the shear layer in the plenum chamber originating at 
| the point of contact of the bow wave with the wall, indicating a strong outflow 
| at this point, and 
(c) The highly distorted bow wave ın both cases. 


Conclusions 


(1) Typical slotted and perforated boundaries, with area ratio ranging res 
| 6% and 18%, are found to yield negligible blockage interference (blockage factor 
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not exceeding 0-01) up to the model critical Mach number, with a model of blockage » 
area as large as 8% in the two-dimensional zero-lift case. ; . 

(2) For slotted boundaries, the available theory for two-dimensional blockage : 
interference appears adequate up to the model critical Mach number. For the: 
perforated boundaries, however, the actual cross-flow/pressure-drop characteristics ; 
of the given boundaries must be used for calculating the interference, even at! 
sub-critical Mach numbers. 

(3) The slotted and perforated walls tested show almost identical mid-chord | 
blockage interference variation with Mach numbers up to unity, in spite of the» 
differences in geometric configuration. Some evidence is indicated to suggest a 
correlation in terms of the similarity of the pressure drop characteristics of the: 


particular slotted and perforated walls. 
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Zusammenfassung 


In dieser Arbeit werden einige experimentelle Resultate aus dem High-Spee 
Aerodynamics Laboratory, Bangalore, veröffentlicht. Untersucht wurde die Störun 
durch die halbdurchlässigen Seitenwände des Windkanals, wie sie bekanntlich zur 
Verminderung der Wandinterferenz im transsonischen Gebiet zur Anwendung ge- 
langen. Als Testobjekt wurde ein halbes, symmetrisches Kreisbogenprofil verwendet- 
Der Einfluss von drei geschlitzten und zwei durchlöcherten Wänden mit zwischenr 
6 und 18% offener Fläche auf die Sperr-Mach-Zahl wurde im Gebiet M = 0,7 bis 
1,0 gemessen. Bei einer Mach-Zahl bis 1,0 haben sich die Stürungseigenschaftenr 
in der Mitte des Profils bei den fünf untersuchten Grenzflächen trotz den Unter-- 
schieden in geometrischer Konstruktion als beinahe identisch erwiesen. Die exper- 
mentellen Befunde werden mit den Ergebnissen der heute verfügbaren Theorient 
verglichen; für die geschlitzten Wände wird zureichende Übereinstimmung bis zur 
kritischen Mach-Zahl für den Testgegenstand gefunden, während fiir die perforiertent 
Grenzflächen die Wirkungen der Reibungskräfte zu beträchtlichen Unstimmig- 
keiten für alle subsonischen Machzahlen führen. 


(Received: December 3, 1959.) 
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Varia — Miscellaneous — Divers 


ASICA 


Association Internationale pour le Calcul Analogique 
(Bruxelles, 50 Avenue Franklin D. Roosevelt) 


International Association for Analog Computation 
Internationale Vereinigung für Analogierechentechnik 


deren Präsident, Prof. J. HOFFMANN, in Brüssel ist, beschäftigt sich mit allen Fragen 
der Analogierechentechnik. Dazu gehören zwei Untergruppen. Zur ersten zählte 
der eigentliche Analogrechner, der für die Lösung sehr vieler und verschiedener 
Probleme verwendet werden kann und der aus einer grösseren Anzahl gleichartiger 
Elemente, wie Verstärker mit sehr hohem Verstärkungsgrad, Integratoren, Schalt- 
elemente, wie Widerstände, Potentiometer, Kapazitäten und Dioden, sowie aus 
nichtlinearen Elementen besteht. Diese werden entsprechend dem «Analogschalt- 
bild» zu Ketten zusammengefügt und gestatten vorwiegend die Lösung von Pro- 
blemen der Schwingungslehre und der Regelungsautomatik. Für sinus- und nicht- 
sinusförmige Schwingungen, für Frequenzgangbestimmungen und für transiente 
Vorgänge eignet sich der Analogrechner besonders gut. Seine Funktionsweise liegt 
dem Ingenieurdenken recht nahe. Die Resultate erscheinen in Form von Oszillo- 
grammen, bei welchen relativ leicht der Einfluss von Änderungen der Parameter 
beobachtet werden kann. Die Präzision des Resultates hängt entscheidend von der 
Genauigkeit der einzelnen Bauelemente ab, sie liegt in der Gegend von Prozenten 
oder Promillen. Der Preis der Analogrechner steigt enorm mit der gewünschten 
Genauigkeit. Partielle Differentialgleichungen lassen sich nicht so bequem behan- 
deln. Der Vorteil der Digitalrechner ist deren hohe Präzision. 

Die zweite Gruppe von Analogiegeräten sind Modelle oder Simulatoren; sie 
werden für jedes einzelne Problem besonders hergestellt. Dazu gehören der elektro- 
lytische Trog, die elastische Membran sowie zwei- und dreidimensionale Netzwerke, 
mit denen partielle Differentialgleichungen behandelt werden können. Zur Lösung 
von Potentialproblemen, z. B. der Feldverteilung in einer Triode, sowie in einem 
Transistor oder der Strömungslinien um einen Flügel eignen sich elektrische Netz- 
werke (rheoelektrische Analogie). 

Die ASICA führt alle 3 Jahre einen grossen internationalen Kongress durch, so 
1955 in Brüssel, 1958 in Strassburg und im September 1961 in Belgrad, und gibt 
hierüber ein Berichtswerk in französischer und englischer Sprache heraus. (Presses 
Académiques Européennes, Bruxelles). Daneben erscheint alle 3 Monate ein Heft: 


Annales de l'Association Internationale pour le Calcul Analogique, 
Presses Académiques Européennes, Bruxelles, 


in welchen Einzelprobleme der Analogierechentechnik, Informationen über die 
internationale Tätigkeit und die Literatur besprochen werden. 
Die Analogierechentechnik wird auch in der Schweiz und an der ETH in stark 
zunehmendem Masse Verbreitung finden. 
ED. GERECKE, Vizepräsident der ASICA, 
Institut für Allgemeine Elektrotechnik der ETH. 
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Buchbesprechungen — Book Reviews — Notices bibliographiques 


Beiträge zur Physik und Chemie des 20. Jahrhunderts. Lise Meitner, Otto 
Hahn und Max von Laue zum 80. Geburtstag. Herausgegeben von O. R. FRISCH,, 
F. A. PANETH, F. Laves und P. Rossaup (Verlag Friedr. Vieweg & Sohn, Braun-- 
schweig 1959). 285 S., 89 Fig.; DM 29.50. 

Die vorliegende Sammlung von Aufsätzen ehrt die drei grossen Forscher LIsE | 
MEITNER, OTTO HAHN und Max von LAUE zu ihrem 80. Geburtstag. Es ist eine: 
erstaunliche Tatsache, dass diese drei Jubiläen innerhalb eines Jahres stattfinden... 

Natürlich ist es nicht möglich, auf dem zur Verfügung stehenden Raum die: 
25 einzelnen Beiträge auch nur aufzuführen. 

Erwähnt seien aber die Beiträge der Zürcher Professoren HEITLER über The’ 
Penetration of Gamma-Rays through Matter and the Development of Radiation Theory ! 
und Laves über Kristallstruktur und Kristallchemie von Elementen und metallischen ı 
Verbindungen. 

Etwa ein Drittel der Abhandlungen ist historisch orientiert und beschwört jene, , 
den meisten von uns unbekannte, Zeit herauf, da mit heute unglaublich einfach | 
anmutenden Instrumentarien die experimentelle Grundlage der modernen Atom- - 
physik geschaffen wurde. Die ungemein wichtigen Beiträge der drei Gefeierten zu | 
diesen Grundlagen sind genügend bekannt und brauchen hier nicht aufgeführt zu 
werden. Es genügt, darauf hinzuweisen, dass ohne diese Leistungen kaum eine der: 
übrigen Abhandlungen hätte geschrieben werden können. 

Das Spektrum dieser Arbeiten ist ausserordentlich breit und reicht von der Geo- + 
chemie bis in die Biologie, etwa zur röntgenographischen Abklärung des Baus von | 
komplizierten organischen Molekülen. 

Mit der Redaktion des Bandes waren O. R. FRISCH, F. A. PANETH, F. Laves; 
und P. RosBAuD betraut. Sie haben mitgeholfen, ein eindrückliches Denkmal zur: 
Physik und Chemie der ersten Hälfte dieses Jahrhunderts zu schaffen. R. Jost: 


Handbuch der Kältetechnik, Bd. VII: Sorptions-Kältemaschinen. Von! 
W. NIEBERGALL. Herausgegeben von R. PLANK (Springer-Verlag, Berlin, Göttingen ı 
und Heidelberg 1959). 540 S., 258 Abb.; DM 96.-. 

Jeder, der sich mit der Berechnung, Konstruktion und Anwendung von Sorp- - 
tionskältemaschinen befasst oder auch nur diese didaktisch so ergiebige Maschinen- - 
gattung etwas ausführlicher im Unterricht behandeln möchte, wird es freudig; 
begrüssen, dass nun aus der Feder eines langjährigen Mitarbeiters der Firma Borsig | 
und eines der besten Kenner dieses Gebietes eine umfassende Darstellung der ver-: 
schiedenen Typen und Anwendungsmöglichkeiten vorliegt. 

Nach einer ausführlichen Behandlung der theoretischen Grundlagen mit An-. 
gaben über Energie und Kühlwasserverbrauch werden in einem zweiten Teil die: 
für kleine Kälteleistungen — besonders für Kühlschränke — geeigneten Apparate’ 
besprochen. Im dritten Teil geht dann der Verfasser auf sein ureigenes Arbeitsgebiet, 
die Sorptionskältemaschinen für grosse Leistungen, ein. 

Wertvoll sind vor allem viele Angaben über die in der Praxis üblichen Werte 
der umlaufenden Mengen, der erforderlichen Austauschflächen, der üblichen Drücke: 
und Konzentrationen sowie auch das Eingehen auf Wirtschaftlichkeitsfragen, die 
Inbetriebsetzung und die Behebung von Störungen. Diese waren im bisherigen 
Schrifttum teilweise überhaupt nicht, teilweise erst nach langem Suchen zu finden. 
Wenn auch an einigen ganz wenigen Stellen eine noch etwas prägnantere Ausdrucks- 
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weise zu wünschen wäre und zum Beispiel auch die Behauptung, dass «die Ausfüh- 
rungen für kleine und kleinste Kälteleistungen, wie sie für Haushalt und Klein- 
gewerbe mit meist periodischer, aber auch manchmal kontinuierlicher Betriebsweise 
(jedoch ohne Flüssigkeitspumpe) verwendet werden» (S. 3), nicht ganz zutreffen 
dürfte, so vermittelt das Buch doch einen vorzüglichen Einblick in dieses auch vom 
Standpunkt der Verfahrenstechnik so interessante Gebiet. 

Das flüssig geschriebene Buch darf gerne all denen empfohlen werden, die 
irgendwie mit der sorptiven Kälteerzeugung zu tun haben. P. GRASSMANN 


Rheology, Theory and Applications. Bd. I. Von F. R. EırıcH (Academic 
Press Inc., New York 1956). 761 S.; $20.-. 

Rheologie bedeutet dem Sinne nach Fliesskunde und umschreibt eine For- 
_ schungsrichtung, die die Begriffe «plastische Formung» und «Fliessen zäher, insbe- 
sondere nichtnewtonscher Medien» umfasst. Die Arbeitsrichtung ging aus der 
Kolloidchemie hervor, wandte sich aber in der letzten Zeit stark zur Werkstoff- 
physik hin und wurde durch die Gründung rheologischer Gesellschaften in verschie- 
denen Ländern ausserordentlich gefördert. Während der elastische Verformungs- 
zustand einerseits wie auch das Strömen newtonscher Medien anderseits einen 
gewissen theoretischen Abschluss erfahren haben, liegt zwischen diesen beiden 
Grenzfällen ein Forschungsfeld, das von einer umfassenden theoretischen und 
experimentellen Durchdringung noch weit entfernt ist. ErRICH hat sich die Aufgabe 
gestellt, in einem dreibändigen Sammelwerk bedeutende Monographien aus diesem 
Gebiet zusammenzustellen. Der erste Band umfasst unter anderem eine Darstellung 
der Beziehungen zwischen Spannung und Verformung bei der plastischen Form- 
änderung von Metallen (D. C. DRUCKER), ergänzt durch ähnlich gerichtete Arbeiten 
(W. PRAGER, J. FLEEMANN, G. J. DIENES und R. B. Dow). Anschliessend werden 
Fragen behandelt, die der Kolloidphysik und dem Verhalten der Kunststoffe näher- 
stehen ; eine sehr interessante Übersicht über akustische Eigenschaften von Flüssig- 
keiten (R. B. Lrypsay) beschliesst den ersten Band. 

Wenn auch dieses Werk in erster Linie für den engeren Kreis der Fachleute 
bestimmt ist, so vermögen doch die einzelnen Arbeiten der chemischen Technik 
und der Technologie der Kalt- und Warmverformung von Metallen praktisch aus- 


wertbare Hinweise zu vermitteln und das Interesse weiter Kreise zu begründen. 
J. R. DE FRIES 


Théorie des circuits non-linéaires en régime alternatif. Von VIToLD 
BELEVvITcH (Gauthier-Villars Editeurs, Paris 1959). 296 S., 160 Fig.; bFr. 360:—. 

Das vorliegende Buch bildet gewissermassen die Ergänzung zum früher erschie- 
nenen Buch des gleichen Autors Théorie des circuits de télécommunications, in 
welchem nur die Theorie der linearen Wechselstromschaltungen mit konstanten 
Elementen dargestellt wurde. Entsprechend dem Anwendungsgebiet, beschrankt 
sich der Autor auf die Betrachtung der Modulatoren mit Dioden zur Frequenzver- 
schiebung, der Demodulation mit Gleichrichtern, der F requenzvervielfachung, der 
Oszillatoren und der Frequenzteiler. Allen Betrachtungen liegt die gleiche Voraus- 
setzung zugrunde, dass die Nichtlinearitat durch eine frequenzunabhangige reelle 
Funktion zwischen zwei Grössen (zum Beispiel Spannung und Strom) mathematisch 
formuliert werden kann. Dadurch werden Differentialgleichungen vermieden, sofern 
Ströme und Spannungen zeitlich periodisch verlaufen. Zur Vereinfachung der Ab- 
leitungen wird ferner angenommen, dass das frequenzabhängige lineare Element der 
Schaltung stark selektiv sei, so dass nur wenige Frequenzkomponenten genügen, 
um den eingeschwungenen Zustand zu beschreiben. 
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Das Kapitel I resumiert die technischen und theoretischen Probleme, die sich 
stellen. In den folgenden Kapiteln II bis VII werden Gleichrichterstromkreise » 
behandelt mit der Hauptanwendung der Frequenzverschiebung, insbesondere die 
lineare Theorie der Modulatoren zwischen selektiven Abschlüssen, Gleichrichtung 
zwischen selektiven Abschlüssen, nichtlineare Produkte sowie durch Unsym- 
metrien in Modulatoren erzeugte und eine allgemeine nichtlineare Theorie der: 
Modulatoren. Das Kapitel VIII befasst sich mit der Frequenzvervielfachung zwi- 
schen selektiven Abschlüssen. 

Die restlichen Kapitel (IX bis XIV) sind den Oszillatoren mit nichtlinearen 
Kennlinien gewidmet, und zwar werden behandelt: die freie Schwingung; spezielle 
Probleme, wo 2 Schwingungsfrequenzen möglich sind, die Synchronisation, die 
Frequenzteilung, Oszillatoren mit selbsttätiger Begrenzung durch Gitterstrom und 
eine allgemeine Theorie der Oszillatoren. 

Nützlich sind die ergänzenden Bemerkungen mit Hinweisen auf die Literatur, 
die am Schluss zusammengestellt zu finden ist. 

Die Behandlungsweise der Probleme kommt den Bedürfnissen der Praxis ent- 
gegen. Allerdings konnte dem Verhalten der Modulatoren bei hohen Frequenzen 
infolge Vernachlässigung der Sperrkapazitäten der Halbleiterdioden nicht Rechnun 
getragen werden. Aber auch ohne dies verdient das Buch volle Beachtung, besonders 
für den Unterricht an Hochschulen und für das Selbststudium, schliesst es doch ein 
spürbare Lücke in der Fachbücherei. H. WEBE 


Fonctions sphériques de Legendre et fonctions sphéroidales. Bande 1-3; 
Von Louis Rosin (Gauthier-Villars, Paris 1957, 1958, 1959). 209, 384, 289 S., 
44 Fig.; fFr. 4000, 5000, 5500. 

Unter den besonders für die angewandte Mathematik wichtigen spezielle 
Funktionen spielen die Legendreschen Kugelfunktionen und ihre Verallgemeine- 
rungen als Lösungen der Schwingungsdifferentialgleichung eine hervorragende 
Rolle. Ihre in zahlreichen, weitverstreuten Publikationen untersuchten Eigen- 
schaften zusammenzufassen und übersichtlich darzustellen, bedeutet eine immens 
Arbeit. RoBIN hatte die bis heute in französischer Sprache fehlende, moderne Dar- 
stellung mit grosser Sorgfalt besorgt (für die er den Prix Poncelet 1957 der Académi 
des Sciences erhielt) und dabei nicht nur Bekanntes zusammengetragen, sonder 
auch etliche neue Beziehungen hinzugefügt. Das Werk ist aber nicht einfach eine 
Formelsammlung, sondern eine zusammenhängende Darstellung, in der die Beweise » 
sofern sie nicht zu umfangreich sind, ausgeführt werden; in den übrigen Fällen wir 
dagegen auf die Literatur verwiesen. 

Um eine Idee vom Aufbau und Inhalt der drei Bände zu geben, seien hie 
wenigstens die Kapitelüberschriften angegeben: I. Introduction de l'équation differen- 
helle associée de Legendre en Physique mathématique. Les polynômes de Legendre et les 
fonctions de seconde espèce, d'indice entier, positif ou nul. II. Les fonctions associées 
de Legendre, Py"(u) et On" (u), pour n et mentiers, n= 0. III. Les harmoniques sphérique: 
de degré entier positif, négatif ou nul. IV. Les fonctions associées de Legendre de type 
général. V. Valeurs approchées des fonctions associées de Legendre : développements asymp 
totiques de ces fonctions et inégalités simples qu elles vérifient. VI. Series de polynömes dd 
Legendre, de fonctions associées de Legendre et de polynômes de Laplace. VII. Formules 
et théorèmes d’addition pour les fonctions de Legendre. VIII. Les zéros ou racines de: 
fonctions Py" (u) et Oni (u). IX. Applications des fonctions de Legendre aux surfaces dd 
revolution, avec des systèmes de coordonnées curvilignes orthogonales, autres que les 
coordonnées spheriques. X. Fonctions qui se rattachent étroitement à celles de Legendre : 
polynömes et fonctions de Gegenbauer ou ultraspheriques. Fonctions spheroidales. — Aut 
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die drei Bände verteilen sich respektive die Kapitel I bis III, IV bis VI und VII bis 
X. Die einzelnen Kapitel enthalten auch zahlreiche bibliographische Hinweise. 
Die Gegenbauerschen Funktionen werden weniger ausführlich behandelt, indem 
nur ihre wichtigsten Eigenschaften angeführt werden, und im Falle der Sphäroid- 
funktionen wird nur eine Übersicht (von etwa 50 Seiten) der Hauptergebnisse 
geboten, im übrigen aber auf das bekannte Werk von J. MEIXNER und F. W. 
SCHÄFKE, Mathieusche Funktionen und Spharoidfunktionen (Berlin 1954), verwiesen. 
Der erste Band enthält im Anhang je die ersten Legendreschen Polynome und die 
zugeordneten Funktionen erster und zweiter Art; der dritte ein bis 1958 reichendes 
Verzeichnis numerischer Tafeln. — Für den praktischen Gebrauch wird man jeden- 
falls auch das alphabetische Inhaltsverzeichnis (das man sonst in den französischen 
Werken meist vermisst) zu schätzen wissen. Für jeden, der mit den Legendreschen 
_ Kugelfunktionen zu tun hat, wird das Werk von Rosin ohne Zweifel von grossem 
Wert sein, findet er doch recht übersichtlich alle wesentlichen Eigenschaften und 
_ Beziehungen zusammengestellt. E. ROTH-DESMEULES 


Probleme des Kreuzstrom-Wärmeaustauschers. Von H. Künr (Sprin- 
| ger-Verlag Berlin, 1959). 83 S., 34 Abb.; DM 10.50. 

Das Problem der Berechnung von Kreuzstrom-Wärmeaustauschern, insbeson- 
dere der Ermittlung des mittleren Temperatursprunges in solchen Apparaten war 
schon seit langer Zeit immer wieder der Gegenstand theoretischer Untersuchungen. 
Bekanntlich bereitet es nicht geringe mathematische Schwierigkeiten. Die grosse 
Anzahl der technisch wichtigen Schaltungsmöglichkeiten und Varianten und die 
teilweise bestehende Unsicherheit über die zu treffenden Annahmen haben dazu 
geführt, dass das Problem immer wieder erneut aufgegriffen worden ist. Das Buch 
von Künr liefert einen neuen wertvollen Beitrag zu diesem Problemkomplex. 
Künr konzentriert sich vor allem darauf, möglichst einfache, direkt verwertbare 
Angaben über den Wärmerückgewinn zu erhalten. Darunter versteht man das 
Verhältnis der tatsächlich übertragenen Wärmemenge zu derjenigen Wärmemenge, 
die unter sonst gleichen Verhältnissen in einem idealen Gegenstromapparat über- 
tragen werden könnte. Besonderes Augenmerk richtet der Verfasser auch auf den 
Vermischungseinfluss, welcher für die in solchen Apparatesystemen zu erwartenden 
Temperaturverhältnisse von wesentlicher Bedeutung sein kann. Es werden Nähe- 
rungsverfahren angegeben, deren Brauchbarkeit sehr sorgfältig überprüft wird, und 
zur Erleichterung der Rechnung ist eine grosse Anzahl von Kurventafeln der 
Arbeit beigefügt. 

Das nur 83 Seiten umfassende Bändchen ist damit das Ergebnis einer viel 
umfangreicheren Arbeit, als man vielleicht zunächst vermuten würde. Dem Inge- 
nieur, der solche Wärmeaustauschapparate auszulegen hat, wird daher das vorlie- 
gende Buch, welches bei aller theoretischen Strenge auf die Bedürfnisse der Praxis 
zugeschnitten ist, äusserst wertvolle Dienste leisten. W. TRAUPEL 


Handbuch der Physik - Encyclopedia of Physics. Herausgegeben von 
S, FLiicce und E. Creutz, Band 38, 2. Teil: Neutronen und verwandte Gammastvahl- 
probleme (Springer-Verlag, Berlin 1959). 843 S., 338 Fig.; DM 178— i 

Dieser neue Band der Flüggeschen Handbuchreihe enthält nur zwei Artikel: 
E. Amatp1, The Production and Slowing Down of Neutrons, und U. Fano, L. V. 
SPENCER und M. J. BERGER, Penetration and Diffusion of X-Rays. Die Arbeit von 
659 S., 281 Figuren) zeichnet sich durch ausserordentliche Griindlichkeit 
hen Bemerkungen iiber die Entdeckung des Neutrons, 
führenden Abschnitt die Bedeutung des Neutrons als 


AMALDI ( 
aus. Ausgehend von historisc 
wird dem Leser in einem ein 
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Fundamentalteilchen und als Kernbaustein dargelegt. Die Diskussion der Wechsel- 
wirkung von Neutronen mit Materie, das heisst von Neutronen ausgelöste Kern- 
reaktionen, elastische und inelastische Streuungen, die Erzeugung künstlicher: 
Radioaktivitaten usw., führt schliesslich zur Besprechung derjenigen Elementar- 
prozesse, die für die Verlangsamung von Neutronen verantwortlich sind. Die: 
Theorie der Abbremsung von Neutronen wird — entsprechend den durchaus ver- 
schiedenartigen physikalischen und mathematischen Gesichtspunkten — in zwei 
separaten Abschnitten behandelt: Neutronenenergien grösser als einige Elektronen- 
volt und Neutronen in der chemischen Region unterhalb eines Elektronenvolts. Ein 
weiterer Abschnitt orientiert über die Diffusion thermischer Neutronen, wobei neben 
der theoretischen Behandlung des Diffusionsvorganges auch der messtechnisch 
Aspekt gebührend berücksichtigt wird. Das Kapitel über die Produktion von Neu- 
tronen beschränkt sich auf das Gebiet der Neutronenenergien von einigen Mega- 
elektronenvolt. Die Erzeugung von Neutronen in Reaktoren sowie von Hoch- 
energieneutronen wird in anderen Bänden dieser Handbuchreihe besprochen. De 
besondere Wert dieses Kapitels dürfte in der ausserordentlich gründlichen Re- 
präsentation des zurzeit vorliegenden numerischen Materials in Form von An- 
regungskurven, Winkel- und Energieverteilungen usw. liegen. 

Der zweite Artikel von Fano et al. (183 S., 57 Figuren) befasst sich mit der 
Durchdringung und Diffusion von Röntgenstrahlen unter folgenden einschränken- 
den Bedingungen: Die Materie wird als amorphe Anhäufung von Atomen betrach- 
tet. Das diskutierte Energiegebiet ist auf den Bereich beschränkt, wo die Penetra- 
bilität korpuskularer sekundärer sowie Bremsstrahlungseffekte noch keine dominie- 
rende Rolle spielen. Diese Konzeption erscheint insofern zweckmässig, als vieles aus: 
diesem Kapitel ohne weiteres auf Neutronen übertragen werden darf und anderseits: 
die Durchdringung hochenergetischer Strahlung durch Materie (Kaskadentheorief 
in einem anderen Band von G. MoLIERE besprochen wird. Beide Artikel sind in 
englischer Sprache verfasst und von einem umfangreichen Literaturverzeichnis$ 
begleitet. F. HEINRICH 


Einführung in den Wärme- und Stoffaustausch. Von ERNST ECKER 
(Springer-Verlag, Berlin 1959). 235 S., 171 Abb.; DM 28.80. 

Das Buch von EckERT, dessen 1. Auflage 1949 erschienen ist, liegt nun in über- 
arbeiteter und erweiterter Form vor. Schon die 1. Auflage zeichnete sich dadurch 
aus, dass auf sehr knappem Raum eine gründliche Einführung in das Wissensgebiet 
des Wärme- und Stoffaustausches gegeben wurde. Wenn auch die 2. Auflage demi 
gegenüber eine nicht unwesentliche Erweiterung erfahren hat, so handelt es sich! 
doch immer noch um eine äusserst straff zusammengefasste Darstellung dieses 
heute so umfangreichen Wissensgebietes. Dass dabei trotz der Beschränkung des 
Raumes eine derartige Klarheit und wissenschaftliche Strenge gewahrt werden 
konnte, stellt dem Verfasser ein hervorragendes Zeugnis aus. Das Buch behandelt 
die drei Grundgebiete der Wärmeübertragung, nämlich Wärmeleitung, Wärmeüber- 
gang und Wärmestrahlung und schliesslich noch den mit der Warmeiibertragung 
eng verwandten Stoffaustausch. Spezifisch moderne Entwicklungen sind dabei i 
die neue Auflage mit aufgenommen worden, so die spezielle Behandlung vo 
Schmelz- und Gefriervorgängen und des Wärmeübergangs bei hohen Gasgeschwin- 
digkeiten und bei flüssigen Metallen. Im Kapitel über Warmeleitung ist ferner eine 
kurze und klare Darstellung des Relaxationsverfahrens zu finden, eine mathema- 
tische Methode, die auch an vielen anderen Orten zweckmässig zur Anwendung 
gelangt. Gewisse störende Druckfehler, die in der 1. Auflage noch vorhanden waren: 
sind jetzt ebenfalls verschwunden. Man kann diesem ausgezeichneten Buch nur dia 
weiteste Verbreitung wünschen. W. TRAUPEI 
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On a Two-Dimensional Free-Boundary Problem 


By RALPH J. BEAN, ROBERT P. GILBERT!) and HaLcomB KENDALL, 
Piesspbureh, Bas USA) 


1. Introduction 


In a petroleum reservoir the gas-oil-water interfaces frequently deviate 
from the horizontal. The factors causing this phenomenon are of two basic 
types, static factors such as variation in formation properties, and dynamic 
factors such as hydraulie circulation of the oil and the underlying water in the 
stratum [1, 2]?). Occasionally circulation is sufficient to even cause the oil-cap 
to migrate to a new position. In fact it has been suggested that one might 
artificially set in motion the water underlying an oil-cap in order to move the 
oil to a position more favorable for production [3]. Consequently, it is of 
importance to the petroleum industry to be able to determine the position and 
shape of an oil-water interface under dynamic conditions. This is the problem 
investigated in this work. 

It would be well to list here the symbols used in the following work: 


Variables 


x,y distance coordinates 
t time 
Vo oil velocity 


Ve water velocity 
bo oil scalar potential 
db, water scalar potential 


Bs oil hydrodynamic pressure (dynes cm ?) 
water pressure 

VA the stream function 

w=®+iW the complex potential 


C= ae a thie complex ‘velocity’ 


By IR. P. GILBERT now at the Michigan State University, East Lansing, Michigan. 
2) Department of Mathematics, University of Pittsburgh. 
3) Numbers in brackets refer to References, page 355. 
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Constants 
Ko oil viscosity (centipoise, cp.) 
Os water viscosity 
P.=P,-P, capillary pressure 
Oo oil density (gm cm à) 
Ow water density 
k formation permeability (cp. cm? sec gm) 


formation porosity (dimensionless) 
gravitational constant 


it 
g 
vs velocity at infinity 
n unit normal-vector to the oil-water interface 
t unit tangent-vector to the oil-water interface 
a width of channel 

kg 


Vz ued (Ow Zu Go) 


2. Mathematical Formation of the Problem 


Obtaining an analytic solution to the general problem of hydraulic circula 
tion of two fluids is virtually impossible, since it involves solving the fre: 
boundary problem in three dimensions. In order to simplify the situation 
somewhat, the following assumptions will be made: 

a) The oil in the oil-cap is immobile (the tilted-water table is stationary) 

b) The flow of water is steady. 

c) The oil-water bearing stratum may be represented approximately as : 
bent two-dimensional channel. 

d) The fluids are non-compressible. 

e) The generalized form of DArcy’s equation describes the flow of flui 
through a porous medium. 


Now, regardless of what assumption we have made concerning flow throug 
a porous medium, all fluids obey a continuity equation, that is, matter mus: 
be conserved. We express this by 


Vie V) = 570 VY) + eV) + Lev) =—2. qu 


In addition to the continuity equation, we have assumed Darcy’s equatio2 


must hold. The generalized form of this equation for flow subject to conservativ 
‘external’ forces is [4] 


V=-Vd, where o=— DB), (4 
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and ® is the scalar potential of the external force field. For the case where the 
external forces are solely gravitational the velocity potential may be written as 


R 
= — ey), > 
=; (P+ogy) (3) 
assuming, of course, y lies in the vertical direction. When the fluids are incom- 
pressible equation (1) and (2) may be combined to form 


Ve Vi = Velo Vo) = = VO, (4) 


which implies irrotational flow. 
In view of what has been said, we may express the velocity potential for the 
oil and water respectively as 


k 
by = Hof (Po + £00)» (5a) 
and 
k 
Po = Ve (5b) 


If the oil-cap is stationary equation (5a) becomes 


k 
dy = const = Hat (Po + £ 00%) » 
or 
Do =f Col + pos by - (6) 


The oil-water interface is characterized by a zero normal flow across it, that is, 
by 
bw _ 4 (7) 


on 4 
and a pressure discontinuity, 
Ap I = Po = Pa = P. ce (8) 


By combining Equations (6) and (8) an expression for the water velocity 
potential (at the interface) may be obtained, 


keg 
Py = 


My f 
which is independent of the hydrodynamic water pressure. On the free-bound- 
ary the normal and tangential components of the velocity*) are 


d 
DAP, Va A= MATE (10) 


(0, Ci 00) y = const ’ (9) 


4) Since all future remarks will refer to the water, subscripts will be dropped. 
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where 


= = (Ow ou 00) ; 


the x- and y-components may then be computed as 


; dx am ays Ir bi 
V,= V, Fi Le te cae y cos@ sind, | 
and (114 
= Bay dx \2 RR 
lien r = —7y sin?0. | 


Hence it may be readily observed that V, and V, satisfy the following relation- 
ship 
Vet Ve+yV,=Vi+yV,=0. (12) 


We have assumed that the oil-bearing stratum may be represented as a bent 
two-dimensional channel such as in Figure 1. It is worth noting that the 


ly 


Z=X+1V 


Figure 1 


The physical plane. 


orientation of the channel merely introduces a direction parameter in the 

solution to our problem. The angle @ will in general be obtuse; however, we 

shall first consider the special case y = x/2 because of the simple formulae 

which result. 

The nature of the complex potential, w = ® + 7 Y, corresponding to flow 

in a bent channel, may be seen in Figure 2. The point E’ which is the image of 
E under a conformal mapping of the z-plane onto the W-plane, may be placed . 
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on the Y-axis because of the arbitrariness associated with defining a physical 
potential. | 


eZ 


Dis c 8" Al 
W=®+iy 


Figure 2 


The complex-potential plane 


To determine the shape of the oil-water interface we shall first obtain its 
differential equation. This may be done by mapping the W-plane onto the 
¢-plane (the plane of the complex potential), and then recalling that they are 
related by 


- dz V, +1 'V, 
e or 7 Sl in 


What the image of the physical plane is in the velocity plane depends to a 
certain extent on what boundary conditions are assumed for the free surface at 
B and C. There are certain line-segments, however, whose images are inde- 
pendent of these considerations. For instance, along the straight impermeable 
barrier EDC, the velocity must have a constant direction, hence the image 
E"D"C" (in the £-plane) is a straight line in the same direction. lf.V = at. E 
(which it must be for irrotational flow) the straight line then passes through 


the origin. On CB 
il 


y = 


V2 y 


(from equation 12), hence C” B” will be parallel to the V,/V? axis; if B isa 
stagnation point B” will be at oo; where C" lies depends on the angle the 
interface makes with the channel wall. The segment E” A" B" is the image of 
the straight impermeable barrier EAB and consequently lies in the horizontal 
direction. It is apparent that E’D"C” and E” A" B" are not in general collinear, 
hence in order for our polygon to close in the ¢-plane B " must be the point at 
infinity. This implies B is a stagnation point. 

In the following sections we shall investigate the forms our solutions take 
for various boundary conditions at C. As a guide to the solution of the general 
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problem we shall consider first the situation where the channel has a right- 


angle bend. 
3. A Channel with a Right-Angle Bend 


3.1. A Free Boundary without an Inflection Point 


For the case of a channel of constant width, where y = 2/2, we have the 
following (see Figure 3): 


Figure 3 


The complex-velocity plane. 


) At A, Vis in the positive x-direction and equals V.. 
b) At D, Vis in the negative y-direction and equals V,.. 

¢) At BV =o: at Bay = 0; 

d) As we approach B from A, V is in the x-direction, hence B%, must lie 
on the V,/V? axis (since E is at the origin). 

e) On the free-boundary V,/V? = — 1/y, hence the imaginary part of a 
point on C” Bg, is — 1/y (a constant). 

f) As we approach C from D, V is in the y-direction, hence at C V, = 0; 
if V, + 0, then C must be a finite point’). 

This concludes our verification of Figure 3. We now introduce the para- 


meter 
LUE cot = 7 = cot-i( à) 5 (14) 


in order to describe points on C” BA; it is clear that « is also the angle the tan- 
gent to the interface makes in the physical plane. 


>) We shall consider the situation V, = V, = 0, a stagnation point at C, in the next section. 
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We may use the Schwartz-Christoffel transformation to map that semi- 
infinite strip in the ¢-plane onto the half plane as follows (see Figure 4): 


: a RE LS ed Sa DÉC * 
————— mn gm ———_——— OO 
Figure 4 Figure 5 
The t-plane. The T-plane. 
t= —cosh(x y 6). 


| At point C”, nyl=-ni so T=-cosh(- 21) =1; 


At point E”, xyC=0 so += -cosh (0) = —1; 
At point A”, nyi= sa so t= —cosh (7); 
Ve i 
m me yt Fo er yt = LEE, 
BPadatsD@, ryt = Va 50, = cosh ( V. ) o IE 


On E" B", Cis real and positive, so t goes from —1 to — co. A more convenient 
arrangement of the points A”, D", E" may be affected by using the cross ratio 
to take 
A" oo, D220. anda LUS 23H 
One obtains 
jp + cos (x y/Voo) , cosh (7 y/Voo) — 1 (15) 
T+cosh(zy/Vx)  1—cos(7y/Vo) * 


The points BX and C” map into 


Mm. _ cosh (x ¥/Voo) — 1 16 
DE 1—cos(x y/Vs) ” un) 


and 
1 + cos (x y/Voo) cosh (x y/Voo) — 1 (17) 


CET 1 — cos(% y/Von) cosh (% y/Voo) + 1’ 


respectively (see Figure 5). The T-plane (Figure 5) may now be mapped onto 
the W-plane by 

W = 4 logT. (18) 
This may be readily verified by considering the points A!Y, DIV and E'V. The 
purpose of these successive transformations was to map the ¢-plane onto the 
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W-plane, and this may now be accomplished by the transformation 


{ — cosh(x y ¢) cos (au) Ve == cosh (x y/Voo) — 1) 


A’ Vo 
WE | ner comme Ve Teacher] 


Our concern in doing this has been to obtain a differential equation for the 
free boundary CB. A point on C” B" in the ¢-plane is described by 


pee eater (20) 


$ le. 
in the t-plane this corresponds to 


t = —cosh(—zi +a cota) = cosh(x cota) , (21)) 


and in the W-plane to 


_ Veo tl cosh (7 V1 Voo) )— 1 cosh (x dx/dy) + cos (x y/Voo) | 
ae. et 1— cos(ny/Vx) | cosh(adx/dy) + cosh (x y] Vo) J’ » (22) 


or [sincedzc = y y + const] 


Voo 4 log { cosh (x dx/dy) + cos(% y/Vo) | 
m D 


8 | cosh ( a ax/dy) + cosh (x y/Vx (23) 


) 
The constant c can be determined by considering Equation (23) at point B.. 
Since dy/dx = 0, 'cosh (rn dx/dy) = co; hence at B, yy+c=0, and hence: 
c = 0. Equation (23) then becomes 


cosh (n dx/dy) + cos(my/Voo) _ 22114 
cosh (x dx/dy) + cosh (x y/V,.) | 


eens (24)) 


which is an ordinary, first-order differential equation for the interface. The: 
value of y at the point C can be determined as shown since we have assumed | 
there V, ='0, V, + 0, which is equivalent to a zero wetting angle, that is 


dy * dx ss dx . 
a Re es a 
ae 1+ cos Ve | 
Equation (24) may now be solved by a single quadrature as 
ue 
7 1 Pi ...|Co8(ay/Ve) = eV MV 08 Cosh (x IP) 
tm a [cosh il ge > | dy. (26) 


Ve 


3.2. À Free-Boundary with an Inflection Point 


In the last section it was assumed that at C, V, = 0 and V, + 0, the alter: 
nate possibility, V, — V, = 0 leads to an interesting situation, Here there will 
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be a stagnation point at c, hence the image point C” in the ¢-plane must be at 
infinity. It may then be concluded that the images in the ¢-plane of EDC and 
EAB are the negative, imaginary axis and the positive, real axis respectively 
(see Figure 7). Along the free-boundary BC the condition V,/V? = —1/y must 
hold; however BL and CY are now both at infinity. In order to show that the 
image of BC does not contract to a point it is sufficient to illustrate that the 
image of interior points of the arc BC are not necessarily points at infinity. 
This may be done by again introducing the parameter 


it is apparent that x, the slope angle along the interface BC, will in general be 
different from zero unless, of course, no oil-cap exists. It may be concluded then, 
that providing an oil-cap exists, the image of BC folds back on itself at least 
once. Sine there is no physical reason to expect a stagnation point along BC 
other than at B or C there is just one such folding. If F” is the point on the 
image of BC furthest to the left‘), its inverse image F will correspond to a 
point on BC where « = «,,,,. F is clearly, then an inflection point on the free 
boundary (see Figure 6). 


Figure 6 


The z-plane. 


Now following the same procedure as in the previous section we map the 
¢-plane on the t-plane (see Figure 8) by the Schwartz-Christoffel transforma- 


6) It is assumed that the Re(F”) = 0 in order that the interface BC is single-valued. 
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tion. This may be accomplished by 
= a | (eae rar dad 
a 1 nr 
= a log| e+tr+tt+ =| Os yetrt+sB, 


where EF” > =1, Ch >0, and BL, co. 


iv/v 


Figure 7 Figure 8 
The complex-velocity plane. The T-plane. 


A listing of how certain points map from the t-plane to the Z-plane may 
be found below: 


Points in t-plane € as computed From ¢-plane 

Be: (t = +00) C =alogoo + 2at,+ 8B Bi, = 00 —— i 

Ba: (t = =co) € =alog(—co) + 2at, + B BB, = 
=alogoot+tanmt+2at,+ B 

C": (v=0 +8) C=alog> +20, +ß Ci, = 00 + à 

C": (T=0—6) = alog, —2ait,co + Ci = oot 


E”: (¢ = —1) ¢ = a log(—) Bp El) 


=alog5 +ani+p 
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Some of the arbitrary parameters may be computed now by comparing various 
terms. At E”, ¢ = 0, hence 6 = —« log1/2 — «a1. By comparing BY, £ = oo, 
with € computed from t = — ov, one has 


: 1 ; 
€ =co=0o + (ant) + (2axt,) — x log -ani; 


= 


hence 7; is real. Comparing B”, € = co —i/y, with € as computed from 
t = + oo, one has 


F = © 1 = OO + 


= = ] 


n en. a 
247, —- ale anti; 


_ consequently 


hence, as concluded above, 7; > 0 (a check). The point’) €; may be calculated 
from 7; as follows 


>> Dir se (“eee 1) DT area 
2 + [lof +4 rt af +2 2 pet et log2]. (26) 


As before, the t-plane is mapped onto the 7-plane, which may then be mapped 
onto the plane of the complex potential by 


W = Hee logT. 
IT 
First use the cross ratio 


Tt- m 1+74 
T—74 1+7rp’ 


1 


which takes tp > 0, © + 1, and ty > ©; it follows that 


W = 


7) We shall adopt the notation of using letters as subscripts to indicate image points in the 


remainder of this section. 
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Now, on the interface CFB, 
5 ah 
Be a Mn u 
and 
W = D + y y + constant; 


consequently 


aN = eae a LIK 

At 

Vaa 

A,y=0, t=14, 12 10g(-0)=0; 

therefore K = 0, and we have 

BY|V oa) V 

DS e{ 2 oon) er 
‘ee AGL may 


Using equations (26) and (27) we may eliminate +, and thereby obtain a dif- 
ferential equation for the free-boundary; this equation can not be solved! 
explicitly, however, because of the undetermined parameter 74. Consequently, , 
we must show whether C is a stagnation point or not, and if C is a stagnation 
point, t must be determined. From physical arguments it may be realized, 
that if the free-boundary has an inflection point at F this corresponds to an 
unstable equilibrium; we conclude that a stagnation point can not occur at C.. 


4. The General Problem 


In the preceeding sections we have considered y = 2/2; that was don 
primarily because of the simpler formulae which arise for that case. Now, w 
shall assume, as in section 3.1, that C is not a stagnation point (V, = 0, V, + 0); 
consequently, we obtain the complex velocity plane as shown in Figure 10. 
Figure 10 may be verified by considering the following: 

a) Along EDC (a straight impermeable barrier) V has constant direction, 
at E; V = ©, consequently the image in the ¢-plane is a straight line through: 
the origin. | 

b) On CB (the free boundary) V,/V? = —1/y, V, + 0, hence C” is a finite: 
point [1/y cot(x — y) —1/y], and B” is the point 


( cos (7 — op) sin (7 — y) 
i D) 
The shear-transformation 
er V„+iV, Cot (7 — J, 
Ë = Ë — cot(n — y) Im(¢) = in 2 (28) 


takes BY, E" D" C" BX (Figure 10) into a semi-infinite rectangle (Figure 3). 
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Figure 9 
The T-plane. 


Figure 10 


The complex-velocity plane. 
We may now proceed as in Section 3.1; 
t = —cosh(x y &) 


maps the semi-infinite rectangle on the upper half of the t-plane, where 


Th = —cos| 7 sin (u — 2] ; 
and 
= ies 
T4 = cosh ( ile 


The cross ratio is again used for a more convenient locating of Tz, Tp, and T,°) ; 


7 { - cos[(x y/Voo) sin (x — ¢)]) [cosh (a YIVoo) = 1] 
{x + cosha y/P) (1 — cos[(x y/Voo) sin (x — p)]) 


(See Figure 5) where 
Trés cosh (x y/Voo) — J 
B 


1 — cos [(a y/Voo) sin (x — 9)] 


and 
1 + cos[(x y/Voo) sin(x + g)] cosh(n y/Vo) — 1 


Ion. cos[(r y/Voo) sin(r — p)]  cosh(z y/Vs) +1 


8) If 9 = 2/2, this equation reduces to the one in Section 3.1. 
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On the interface £ may be given as 


ler 1 
€ =——1+ — cote, 
2 yi 


where « is the parameter previously introduced and « varies from a — p to 0; 
consequently, 


t = —cosh(x y &) = -cosh[ny& — x y (Im?) cot (x — p)] 


1 dx 
(Imé = 18 or ande cola eal: 


t = —cosh[— x 1 + x cotax + x cot (x — p)] 
= cosh[z cot« + x cot (x — p)], 
= cosh (x cota) cosh[z cot (x — ¢)] + sinh (x cota) sinh[z cot (x — @)] . 


The combined effect of the transformation on the interface is 


w= +24 logT 
or 
Ves a { [K, cosh (x dx/dy) + K, sinh (n dx/dy) + Kg] (Ay — = )| (29 
I ur Clk, cosh (a dx/dy) + K, sinh (x dx/dy) + K,] (1 — K;) | ! 
where 


K, = cosh| etz 9), K,- suhlar co ol 


R,= cos| sin (m — )| and i= cosh | ea) 5 


Recalling that d5c = Ay + constant, and using the condition dy/dx = 0 at Bi 
one may obtain the following relationship: 


y Yoo ioe { Ki cosh (x dx/dy) + Ky sinh (x dx/dy) - 
7: x  °®\ K, cosh(a dx/dy) + K,sinh(x dx/dy) + RK, | 


T 
> 
wo 
sa 


Using the identity 


| 


where KŸ > K3, one may solve equation (30) by a single quadrature as 


Y 
ee N coches il Beh, er VIIV 9a : 
Rz | K? — R3 eV9I Vo 1 y 


[a 


K, cosh (m Ÿ a) pri (x = = KR? — K? lcosh (x a a tanh 1 2)l 


r 


= (tanh 2) vr | 
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The boundary condition y = y, at x= x, may be determined from equa- 
tion (31) by setting dx/dy = cot(p — x) at point C. One obtains 


Peur RASE: 
a = EE FEN 6 —= ho 9 2 
y, =: ee, K?—Ki+K,}’ and x, = y, cot(o — x). (32) 
Conclusion 


The problem of determining the free boundary between two fluids, in a 
bent channel, under dynamic conditions has been investigated. For a channel 
with a right-angle bend the possibility of the interface having an inflection 
point was also considered. This situation appeared to correspond to an unstable 
equilibrium, hence when the general problem (a channel with an arbitrary-angle 
bend) was attempted it was assumed that an inflection point could not occur. 
An ordinary, first-order, differential equation for the free-boundary was ob- 
tained, which was pointed out could be solved by a single quadrature. 
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Zusammenfassung 


Untersucht wird, wie in einem Kanal mit Abbiegung unter dynamischen 
Bedingungen die freien Randwerte zwischen zwei Flüssigkeiten zu bestimmen 
seien. Für einen Kanal mit rechtwinkliger Abbiegung wird insbesondere die Mög- 
lichkeit in Erwägung gezogen, dass die Zwischenfläche einen Wendepunkt besitzt. 
Dieser Sachverhalt bezieht sich auf einen unstabilen Gleichgewichtszustand; für 
den allgemeinen Fall (Kanäle mit Abbiegungen in beliebigem Winkel) wird deshalb 
angenommen, Wendepunkte könnten nicht vorkommen. Gewonnen wird eine 
gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung, für die sich herausstellt, dass 
sie durch eine einfache Quadratur gelöst werden kann. 
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A Type of Solution for Thin Shells in the Form 
of an Hyperbolic Paraboloid 


By GILBERT H. BEGUIN, Genève 


Introduction 


Today some interest is being shown in the shallow shell theory [2, 4, 5/1). 
One interesting problem is that connected with the hyperbolic paraboloid, for 
this surface has a simple algebraic expression, and it is a surface of negative 
total curvature. 

A system of differential equations which describe the state of stress and 
deformation of shallow shells has been indicated by MARGUERRE [3]; this 
system takes membrane, bending and non-linear effects into account. Russian 
authors [1, 4] have derived similar systems of differential equations for the 
linear case. 

We recall: that by ‘shallow shell’ is meant a shell whose middle surface 
z(x, y) is such that the quantities 


(az) Sa) = Gee) aa) 


are negligible compared to unity over the entire region occupied by the shell. 
In practical applications the use of this ‘shallow shell’ theory is allowable as | 


long as 
02 02 1 1 
ae = 
Co) (a) = Te 


depending upon the purpose of the analysis, and its required accuracy. 


Statement of the Problem 


For convenience we shall use the notation and the equations of shallow’ 
shell theory as presented by E. REISSNER in his article [5]. 
Oxy is a Cartesian system of coordinates, its origin 0 lies on the middle4 
surface S of the shell; S is described by the equation | 


z= 20, y)= xy. (1) 


1) Numbers in brackets refer to References, page 367. 
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This is a particular type of hyperbolic paraboloid, for its two directing planes 
are perpendicular. The z-axis is parallel to the intersection of the directing 
planes, and the generators of the surface (1) are projected onto the x y plane 
as the lines x — constant, and y — constant. The lines of curvature project 
onto the same plane as the curves: 


oe : : Cx N y 
u + v = constant, with sinhu— 7, sinhv= ©” 
ab ab: 


aes J 
rx 
Figure 1 
Middle surface of the shell. 
We consider the portion of the surface (1) bounded by 
t= Om we at Sand Veh, = D. (2) 


The edges of this region are generators of the surface, and straight lines 
(Figure 1). This surface we take to be the middle surface of a thin shell with 


uniform thickness h. 
The conditions of equilibrium of a small element yield 5 equations for the 


force and couple resultants: 


Nes Ni EN EN tangential stress resultants, 


OTe transverse stress resultants, 
M,,,M,,,M,,=M,,,  flexural and torsional couples. 


Ean aD EU) 
The load is defined by its components in the x, y, and z-directions: q,, q,, q.. 
The force-displacement relationships in classical theory (Love's first ap- 
proximation) yield 6 additional equations. All these equations can be reduced 
to a system of 2 simultaneous differential equations for the Airy stress function 
F and for the displacement component W. 
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In the case of the linear theory these 2 basic differential equations read as 
follows (9, = 9, = 9): 


SON 2c dF el ee 
Dn VV Ws re Mn 


The problem is to find a set of 2 functions F(x, y) and W(x, y) satisfying (3) and 
some boundary conditions to be prescribed. 
Remarks 
It would be convenient to get rid of the term g,. Thus we set: 
W=W +0, F=F,4+9; (4) | 
and substitute in (3). We note the following: 


a) Whenever a function Æ(x,v) can be found which satisfies both the: 
equation of linear membrane theory (q,: given loading): 
2c VF je 

Le ab Ôxdy 0, (5) 


and the condition: 
y212F, = 0; (6) 


then the system (3) can be reduced to the following: 


= Be op 02D 
2 [72 W — UE es 
Ale abD 0x0y 1 9x Oy’ | (7 
) 
> 210 Ow Ow 
72 F2 D — Kar er 
GE? er Ox Oy 2 0% 0y | | 


The parameters k, and k, are given by the following expressions: 


Ae 
12 (1 — v9)’ 


2 
b=, b= 2 Eh, with D= 


eb Dd” (Ry, ka, D > 0). (ae 


b) Whenever a function W,(x, y) can be found which satisfies both th 
equation of classical plate theory: 


D-V2V2W,=4@,, (MN 
and the condition 
OW, 
“Ox Oy = 0 ’ (10) 


then the system (3) can be reduced to the following: 


: EF 
PP ha, B= by ae. qi 
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From now on we assume the load to be such that one of the above reductions 
is possible. 

Within the assumptions made above the problem of finding the state of 
stress and deformation of an hyperbolic paraboloid subjected to the load q, 
— and supported in a way still to be prescribed — amounts to finding a set of 
2 functions, say W(x, y) and ©(x, y), or 6(x, y) and F(x, y), which satisfy the 
system (7) or (11), and appropriate boundary conditions. In the latter the 
contribution of À, or W,, must not be forgotten. 


Solutions (general considerations) 


Let us assume that a solution of the system (7) exists. For the time being 
we disregard the boundary conditions. We call this solution T(x, y): 


T = (W(x, y); B(x, y)], 


T is a vector whose components are W and ®. 

Property 12 .it ie and i. are solutions of the system (7), then 7, + AT, 
is also a solution of the same system (A = constant). 

Property 2: if W and @ are the components of a vector 7, which is solution 


of (7): T = [W, ©), then 
(W+k, 26) and @—k, 2? W) 


are also the components of a vector 7}: 
T, = [W +k, 2); (®-,2W)], 


which is also a solution of (7). The arbitrary parameter / has the dimension of 


a length. 
The operator V? reduces to the following: 
0? 0? 
es = 12 
is Ox? ay Oy? (2) 


because of the assumption of shallowness and of the choice of coordinates. 
Simple solutions in terms of polynomials are obtained by direct substitution 
and identification of coefficients. One type of solution reads as follows: 


D = y [a x + P,(x)] — #laı y? + Q4(y)] + Ps(x) + Qs(¥) 5 
W = y [a x° + Ui(x)] — xlcı y> + Valy)] + Us(x) + Valy) - 


P(x), Q;(y), U;(x), V;(y) are polynomials of degree 7 in x andinswy: The ee 
nomials in the above expressions are not entirely arbitrary, some of their 


coefficients are interrelated. This type of solution is of limited interest. 
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A Solution of the Levy Type 


In the plate problem, in classical theory it is customary for the case of a 
rectangular plate with 2 opposite edges simply supported to take, as shown by 
M. Levy, the solution in the form: 

W =) Y(n, y) sin” 
_ a 


n=1 


For the problem of the hyperbolic paraboloid under consideration, in linear : 
shell theory we take a solution in the form: 


Pi y, ) sing IC | 
18 
. (8- = xf(y,«) cos ax; with x=E h D. | S| 


We substitute these expressions in (7) and obtain 2 simultaneous ordinary’ 
differential equations for the unknown functions f(y) and w(y). These equations; 


read as follows: | 
def dw 


m a+} 7 2 2 = 
Lif) dys 20 dy? nee Ay 12 
dw ye CEED df 
L(w) = dyt 2% dy? + atw= ko dy’ 13 


where the constant À is a positive number: 
RU ee) (16) 


The operator L( ) applies both to f(y) and w(y). In order to obtain a solution 
for this system (14, 15) one can eliminate one of the unknown functions, sayy 
w(y), and obtain an eighth order ordinary differential equation for the remainin 
function, say f(y). However, we prefer to proceed as follows: | 
let us put 

fly) = a;e, w(y) = b,e'? (17: 


and substitute in the system (14, 15). This yields 2 simultaneous relationships 
which read: 
ame) rc lettre), (183 
b, (M— 20? A ot) = b, (2 — of)? =a kad. (19) 


There are 2 alternative possibilities: 


tho = 0, eral a; = —b;. 
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If we choose a, = b,, then the corresponding characteristic equation reads: 
(A? — a2)? -kaA=0, casel. 


If we choose a, = — b,, then the corresponding characteristic equation reads: 


(22 — a)? + kad=O0, case2. 
We introduce 2 non-dimensional parameters & and ß: 
A=€a, k=Bo*,. Breal> 0; 
and write the characteristic equations as follows: 
(62 — MASS hE = 0. (20) 


In case 1 there are 2 real roots &,, &,, and 2 complex conjugate roots (— &,), 
(— &,), with negative real parts. 
In case 2 there are 2 real roots (— &,), (— &,), and 2 complex conjugate 
roots £,, £,, with positive real parts. 
It is possible to establish the following inequalities: 
apie =1+e, and ,=1-u, 
then We Oe yee es tee 


Die id and Een 


then 00: RE Ba leere 


In case 1 the following expression: 


fly) = a, 64? + a, 6 + ae" coso y + a,e ‘*sinay | 
wly) = H(), where t=ay, o—«xÿ, | 


is a solution of the system (14, 15). 
In case 2 the solution reads as follows: 


fal) = ae Hr + ae "+ age cosoy+taye”sinoy, w,(y)=—faly). (22) 


With the postulate 


W = w(y, a) snax, O=xfly, a) cosax, 
the general solution of the system (14, 15) is written 


f(y) = fly) + fly), wy) = wily) + ely) - 
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The above expressions can be written in a fashion that brings out their odd — 
and even parts: 


f(y) = a, sinhd, y + a, sinhd, y + a, coso y sinht y + a, sino y cosht y 


tf 


+ a, coshA, y + a, coshA, y + ag cosa y cosht y + ag Sing y sinht y; 


w(y) = a, sinhA, y + a, sinhA, y — ag coso y sinht y — ag sing y cosh ty 


+ a, coshd, y + a, coshA, y — a, cosa y cosht y — a, sino ysinhry. | 


The coefficients a; are determined by the boundary conditions. 


Another Solution of the same Type 


The postulate (13) may be replaced by the following: 


| W = w(y, a) cosa x, 
= (24) | 


| 
|O = xHly,a) sinax; with #@=EhD. | 


This leads to a system of differential equations for the unknown functions; 
w(y) and f(y), which reads: 


_ di „de dw 
L(f) ae De ce +atf=—ka m 
n d'w , ew dj Sn 
me — Be 4 a) — 
(w) ays AC he +o one. | 


In a manner similar to the one used above, it is possible to derive for f(y) and 
w(y) the following expressions: 


Ay) = by en? =p b,e 9 Ar bs ef + b, e 27 


+ 6; e"” cosa y + b,e'’sino y + b, e-*’ cosa y + b,e”"? sing y: 
26 
w(y) = —b, eh? De b, e À? = bs en fis b, eh ( } 


Ty DS y . 
+ 6; e” cosoy+b,e’sinoy— b,e *? cosa y — 0, er"? sina y: 


a parameters À, =a&,t=ay,o6=a6 are exactly the same quantities as 
a ee The system (25) leads to a characteristic equation identical to (20); it 
reads: 


(SNe Per 
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For purposes of application we write the functions f(y) and w(y) in a way that 
shows their odd and even parts: 
f(y) = 6, sinhd, y + 5, sinhA, y + b, cosa v sinht y + b, sing y cosht y 
+ 6, cosh, y + b, cosh, y + bg cosa y cosht y + b, sing y sinhr y : 
ae den | eu 
w(y) = — bysinhd, y — b, sinh}, y + b, coso y sinht y + b, sino y coshr y 


— b, coshd, y — b, coshA, y + b, cosa y cosht y + b,sino ysinhry. 


The coefficients 5, are determined by the boundary conditions. 


An Immediate Extension 


In our postulates (13) and (24), the parameter « was left arbitrary. A genera- 
lisation of (13) presents itself immediately in which the solution can be written 
as follows: 


00 
WICK 
W = = d'w( (y, 2) sin- = 


nN 
A . 


n=1 


oo 
D= D> “ty, 2) n) cos 


n=1 


= 
| 


The same holds true for (24). 
It must be clearly understood that for each value of the index n there are 


4 roots &,, &,, &3, &,, of the characteristic equation (20), and in general 8 terms 
in the expressions for {(y) and w(y). The tabulation of the roots £, is an involved 
task, for their magnitude depends on the geometry (form on Fe of 
the shell under consideration. More precisely the magnitude of the roots & 
governed by the parameter ß which reads: 


R= ee yz) iC = wt (29) 


We note also that the boundary values of the various quantities (couples, 
displacements, etc.) along the edges y = constant appear as ordinary trigono- 
metric series. They can be handled in the usual fashion. However, along the 
edges x = constant, the boundary values as derived from (28) involve series 
of terms of the type (23). It is not known if an arbitrary function can be 
represented over (— 0, b) with the help of such terms. In specific cases one may 


have to seek an approximate expansion. 
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Application 


Consider the portion of the hyperbolic paraboloid 


limited by the planes 


a : 7 
x=0, x=a, and y=+-—,, (Figure 2) 


Figure 2 
Portion of hyperbolic paraboloid. 


With this choice the parameter 6 may be written 


= 1 | Viz 32) fa 
n= [PO Gg) 
For the sake of simplicity we take the factor in the brackets to be an integer. 


say 36. This corresponds to a shell thickness of about = 0-009 65 a. 
Then the roots of the following equation 


(2-1) = e=0, 


n? 


must be determined. 


Computations show these roots to have the following values: 
Deal: 
Gy = lee ey ae O02 fea One. 
És = y +10 =1-761546... +7 2-685 556...; &, = y—10. 


? 
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H=ı2: 
€, = 2370 409.2 501085099755 
Fao) DO 14594591 LSAT OO ey = 0 0. 
= 3: 
Sp a ED Sp — 225.2704 
f= +2:0= 1-086 117... 471-048 981...7 &=y—10. 


The shell is assumed uniformly loaded: 
qv = y =9, g, = p = constant. 


Along the edges x = 0 and x = a, we choose to impose the following boundary 


conditions! 
x=0 and *=4: W=0, M,,—0, 1.e. simple support; | 
Re (31) 
u=0, N,,=0, | 
i.e. edge stiff in the x-direction. 
The appropriate form of the solution is as follows: 
| = > wy, a) sina x + W,(x, y); | 
= (32) 
| D = % 23 fly, a) cosax, with #W=EAD. | 


The conditions (31) are automatically satisfied provided we take 


«= "7, WON)=-Miay)=0, 


andatx=0andx=a: 
ae een 
[ = 0x? aa = f 


The function W,(x, y) must also satisfy the conditions (9) and (10); it is then 
a function of x alone which reads: 


W,(x, y) = W,(x) = en (x4 — 2a + x) = sn US 


where n is an odd integer: n = 1, 3,5,.... 
For w(y, «) we take an even function of y in order to obtain the same 
. boundary values on both edges y = + i Ze 


w(y, &) = a, coshA, y + a, coshA, y + ++; 


(34) 
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the corresponding general expression for /(y, «) reads: 
f(y, a) = a, sinhd, y + a, sinh4, y +. (34) 


The arbitrary constants a, will be determined with the help of the boundary 
conditions at y = + a/2, still to be prescribed. These conditions involve stresses, 
couples, and displacements. For these quantities we have the following general 
expressions : 


N,y = ZS ) cosa 4% SN, — Os a) sina x , 
Mi Ss gee (y, a) — va? w(y, a) sine x +» W,'(x)], 
M,,=—(1—?) DIS w'(y, a) cosa x, 


yx 


(7, a) + va fly, x)) sing % — -, y W(x, y) + const, 
0 = D: (—22 | Hy, à) d'y — v f'(y, x) cosa X — a xW(x,y) + U(x), 


where uniform convergence of the trigonometric series has been assumed. 
The arbitrary function /(x) is related to W,(x) in the following manner: 


fe if 
en | W,(x) dx. (35) 
We are now in a position to impose at y = + a/2 boundary conditions compat- 


ible with the postulates (32) and (34). We may require e.g. these edges to be 
simply supported: 


W (x, +) = Sw (45. 2) sina x + W,(x) =0, 


My y (x, +5) aa Du (+5, a) Sales 2 =O). 


We may also require these edges to be stiff in the y-direction: 


v (x, | =0 and N, (x, a 5) =0. 


These 2 requirements lead to the following equations: 


al2 


ol. a) dy —v} (5. 3) cosa x + U(x) =0, 
Da (+5, a) sing 7 = 01. 
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As an approximation we take only the first harmonic (n = 1). Thus we get 
4 equations in 4 unknowns for the coefficients entering the solution (32). Com- 
putations show these coefficients to have the following values: 


4pat , . 
a; = ne a; , with 
a; OR CAO SSGE" a, = — 0.997 519...; 
de = OS OBZ Se a LO OTA 9. 


The expressions for the stress resultants and the couples are then easily 
written. 

Remark: It is seen that the boundary-conditions as imposed in the above 
example lead to a state of stress which is unlike that of a flat plate. 
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Résumé 


Pour le probléme du paraboloide hyperbolique une solution est présentée qui 
se base sur la théorie linéaire des voiles minces peu incurvés. La solution prend en 
considération l’effet de la flexion; c’est une extension du type de solution indiqué 
par M. Lévy pour la plaque rectangulaire (théorie classique). Un exemple d’appli- 
cation termine cette étude. 


(Received: August 5, 1959.) 


368 ZAMP 


The Minimum Weight Design of Circular Sandwich Plates 


By GEoRGE Eason, Newcastle upon Tyne, Great Britain’) 


1. Introduction 


The minimum weight design of circular plates was first discussed by Hop- 
KINS and PRAGER [1]2) for the Tresca yield condition. FREIBERGER and TEKIN- 
ALP [2] assumed the von Mises yield condition to obtain the solution for a 
simply supported, fully loaded plate. Design for minimum weight was first 
made systematic by DRUCKER and SHIELD [3, 4]. The direct design procedures 
developed by them were used in [5] to solve the problem of the minimum 
weight design of sandwich and solid circular plates assuming the Tresca yield 
condition and the associated flow rule. 

The direct methods due to DRUCKER and SHIELD are used here to investigate 
the minimum weight design of a circular sandwich plate when the von Mises 
yield condition and its associated flow rule are assumed. The material of the 
plate is assumed to be perfectly plastic, non-hardening and uniform so that the 
design for minimum weight is the same as that for minimum volume. The 
minimum weight design is to be such that the whole plate is about to collapse. 
The plate is assumed to be simply supported or built-in at its edge and is: 
uniformly loaded over an axially symmetric area. The results obtained for the: 
case of simple support are identical with those for the Tresca yield condition. 
When the plate is built-in the results are more complicated and appear as: 
integrals which have to be evaluated numerically. Comparison is made with the: 
results for the Tresca yield condition when the plate is fully loaded and built-in. , 
The results for the two yield conditions are very similar in general nature ana| 
in view of this the much simpler results of the Tresca yield condition are likely? 
to be adequate in a practical design. 


2. The Basic Equations 


The plate is assumed to be horizontal and to have radius R. With radial. 


co-ordinate 7 the equations of equilibrium when the applied load has axial. 
symmetry are 


<r Q)+rp=0, (1)) 
“(M)—N=rQ, (2) 


1) King’s College, Department of Mathematics. 
*) Numbers in brackets refer to References, page 375. 
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where M is the radial bending moment, N the circumferential bending moment, 
Q the shear force and p the applied load, considered positive when it acts 
downwards. 

The von Mises yield condition for plates is 


f= M?—MN+N?— mz=0, (3) 


where M, is the fully plastic bending moment. Associated with the bending 
moments M and N are the curvature rates x and A given by 


dew of 


RH —= — PT = u DM = u (2 M — N) 5 (4) 
A 1 dw of Y Ti 
a, oh a CN AM) (5) 


where y is a non-negative parameter and w is the downward velocity of the plate. 
Equations (4) and (5) may be combined to give 


dw 1 dw 
7 


~(2N—M)= Gy (2M — N). (6) 

The sandwich plate considered here has a central core of constant thickness 
H and two identical face sheets of thickness ¢ (t< H). The central core carries 
no bending stress so that the fully plastic bending moment is given by 


M=o,Ht, (7) 


where oy is the yield stress of the face sheets. We wish to determine the mini- 
mum volume of the face sheets, allowing the thickness ¢ to vary. The rate of 
dissipation of energy per unit volume of the face sheets of the plate due to 
plastic action is given by 

D _Mx+Ni (8) 


t t 


where D is the rate of dissipation of energy per unit area of the middle surface. 
It has been shown in [2, 3,4] that D/t is constant for a minimum volume 


design. 
The yield condition (3) is satisfied by the relations 
PM ere Bye A 5 
M-- len), IN 3 sin( x + 8), (9) 


where the parameter 6 has the value 2/2 when M=N=M,. Using the 
relations (9) and (7), equation (2) now becomes 


dé Gime 1 0 V3 
: 2 —tcos§ = *Q1 
rt dr cos IT 6) % dr sin ( 6 T 6) COS 2 CA H , (10) 


1 
6 


ZAMP X1/24 
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and equation (6) takes the form 


d’w 1 47) 1 =e 11 
cos = — 0) + er cos( x + 6) = 0, (11) 


Equation (8) results in 


dw _. il 
Sau |= 


il eh a af A RMS 
ee 7 = 12 
= 6% 0) > sin(& a + 0) ae (12) 


dr 


where A isan undetermined constant. Equations (11) and (12) may be combined 


to give 


d’w 1 
ee JS 3 
et cos a 6), (13) 

i Ki il 

ce == si a 1 

= Ge A cos | zn 0) A (14) 
and eliminating w between these equations results in 

2 ge sin (à N — 0) + /3 cos = 07 (15) 
dy 6 


3. Solution of the Basic Equations 


In this section solutions of equations (10), (14) and (15) will be obtained. 
The procedure is to solve equation (15) for 7 in terms of 9 so that equations (10) 
and (14) may then be solved for ¢ and w respectively. Two solutions of equation 
(15) are required here, and these will now be considered. 

(i) Particular solution. 

One solution of equation (15) is obtained by assuming that 9 is constant 
so that 


We Gre (16) | 

Equation (14) now gives 
w=B- Ar, (17) ) 

where B is a constant. An expression for ¢ is obtained from equation (10) in the: 
form 


a Ht=/Qdr+C, (18) 


where C is a constant and Q is determined by equation (1). 


(ii) General solution. 
In general of course 9 is not constant and writing equation (15) in the form 


2 il 
ne — tan 0 
1 3 
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results in 
6 


ee B (19) 


where D is a constant. Using equation (15) it is possible to rewrite equation (14) 
in the form 


dw es D cos (z/6 = 0) sin (7/6 = 6) 
dd y 3 cos?6 


2. 6/3 
so that 
PR RD di [2 V3 eV: tan 9 e-elV3 1 y3 [tan le Va) (20) 
4 | | J Kur 
where E is a constant. Similarly equation (10) may be written in the form 


eo 
| Zig AI COS OM 


dt { cai 
dé | 


1 

— 7) = + cot| 7 — 6) 
y3 : 

so that 


1 


| Go H tsin( 7 T7 — 6) eV: — F4 [rosin(- 


ea nn 


where F is a constant. 


4. Particular Problems 


The general results obtained in the previous section will now be applied to 
some particular cases of interest. 


(i) Simply supported plate, central loading. 

The problem to be considered is the minimum weight design of a simply 
supported circular plate of radius R which is loaded uniformly over a central 
region of radius a with the remainder of the plate unloaded. Thus # is constant 
for 0 < 7 < a and p is zero for a < yr < R. The conditions to be satisfied at 
the edge of the plate are M = 0 and w = 0. The quantities Q, M, w and dw/dr 
must be continuous at y= a. The condition M = 0 at r= R is satisfied by 
taking ¢ = 0 at the edge of the plate. The solution of this problem is obtained 
by assuming 0 = 2/2 everywhere. Applying the conditions given above to 
equations (1), (17) and (18) leads in a straightforward manner to the results 


Dee, 0ST SR, 
We AR =r), 0£<r=R, 
I 2 
a (Eizo 
10 : 
| 3 pat, asrsRk, 


SZ GEORGE EASON ZAMP 


ni 


ee p@log—, derza 
GE = ; . 
; Pa log—, Gh Si SIR. 


These expressions are identical with those obtained by ONAT et al. [5] 
assuming the Tresca yield condition and the associated flow rule. The results | 
for the special case of the fully loaded plate (a = R) were previously obtained 
by FREIBERGER ‘and TEKINALP [2]. 


(ii) Built-in plate, central loading. 

We now consider the problem of a built-in circular plate of radius À which: 
is loaded uniformly over a central region of radius a with the remainder of the: 
plate unloaded. The conditions at the edge of the plate are w = 0 and dw/dr = 0.. 
The second of these conditions implies that the edge of the plate corresponds; 
to the point on the yield surface at which M has its minimum value and 
nd 

The solution of the problem is obtained by assuming that 6 = x/2 in a 
central region of the plate of radius b and that outside this region 0 > — x/3.. 
The bending moment M must be continuous at 7 = b, and this condition is: 
satisfied by taking ¢ = 0 at r = b and allowing 9 to be discontinuous tl ere. It 
was shown in [5] that dw/dr must be continuous at 7 = b. These conditionss 
are all satisfied by allowing 9 to have the value z/2 as b is approached from 
below and to have the value — 7/6 as b is approached from above, so that 
from equation (14) 


The quantities Q and w must be continuous at 7 = b and also M, Q, w an 
dw/dr are continuous at 7 = a. 

Using the condition 7 = R when 9 = — 7/3 equation (19) gives 
6 


) Dear Un, (221 


as R?sec 0 exp(— = 
V3 


where 


so that b/R = 0-653 in contrast with the value of 2/3 obtained in [5] for tha 
Tresca yield condition. | 
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The remaining analysis is straightforward and it is found that equations (1) 
and (17) in the region 0 <r <4, and equations (1) and (20) in the region 
b <r < R lead to the results 


1 2 2 A s R? fo „3/3 0/6 V3 (ae: | 5 
a Me je) 2 PAT EH a = 54 en DITS 
y= 
| As R{/3 V9 — 21/3 c-8 _ tange- _/3 10}, b<r< 
1 
= pr, Sy Sa 


r0= 


il 5 
= Ra, Der 


IN 
> 


for the deflection and shear force, after writing 


6 


Lo) = / tan 6 exp(— : | dad. 
~ 7/3 Ve 
For a < b, equations (18) and (21) give 
= p (a — r?) palog—, OSrsS4a, 
1 
o,Ht= 7 b a log AE Eee ie 


21/2 V3 et RT 1 
pa yaa ee = weve 7 | if 0)! SPS IR, 
8sin(z/6 — 6) | , ir al Al 


For a > b equations (18) and (21) lead to 
ren, 05758, 


PRS RE 
4 sin (n/6 — 6) 


oHt=: … v2 6lV3 Be pe | 
ERSTEN — 0 DD = 3— | 7 N) 

8 sin(x/6 — 6) À z 1 (oe) + ( )} 
pR?s a IR 

4 sin (n/6 — 6) ON Ee 


where /,(0) is defined by 4 


? sin (n/6 — 6) e293 ae 
1,(6) = cos? 6 ; 


7) 


Ue 
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and 6 = « when 7 = a. Equation (22) gives a relationship between a and « of 


the form 
De SER Se exp(— ia) ; 


The variation of o, H t/p R? with 7/R for both the Tresca and von Mises | 
yield conditions is shown in the table for the case in which the whole plate is; 


loaded. 
The volume of material in the face sheets is given by 


R 
Va4alridr, 

0 

so that for a fully loaded built-in plate 


: — 1/6 1 5 ol V3 

aD) I 52 [ sin (7/6 — 6) cos (n/6 — 0) e-~ dé 
a cos! 0 

We —n/3 


oo HV == ap b's 
—0-111m$ R&,, 


in contrast with the value of 0-117 p R* for o, H V obtained in [5] for the: 
Tresca yield condition. The case of a point force of magnitude P is obtained 
as a limiting case of the above by letting x p a? > P as a + 0. The volume} 
for this case is found to be 


r il 1 S | aii 5 „16 V3 1 
le 5 PB SP Re sy 3 lent _ 2 eh — I (Za) 
= 0.324 PR 


in contrast with the value of PR?/3 obtained in [5] for the Tresca yield condi- 
tion. 

It remains to be shown that the parameter u appearing in equations (4) and: 
(5) is non-negative. In the problems considered here the parameter 0 lies 
between — x/3 and x/2 so that cos (n/6 — 6) = 0. Hence, the parameter y 
appearing in equation (5) will be non-negative if the constant A appearin 
in equation (14) is non-negative. In all the problems considered here, A has 
the same sign as the velocity, which due to the conditions of loading will be 


positive. Since u is non-negative the velocity fields are admissible velocity: 
fields. 


(iii) Annular loading. 

Results for a plate which is simply supported or built-in, and loaded over 
the region a <r < R only, may be obtained by methods similar to those used 
above. As for the Tresca yield condition (see [5]), the thickness ¢ is constant in 
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the region 0 <r <a for both methods of support and in particular if a > b 
the thickness is zero in the region 0 <r <a for built-in support. 


The variation of o, H t/p R? with v/R for uniform loading (a = R). 


Co Ht/p R? Oo Wt} p R2 
r/R for the Tresca for the von Mises 
yield condition yield condition 

0 0-1111 0-1067 

0-1 0-1086 0-1042 

0-2 0-1011 0-0967 

0-3 0-0886 0-0842 
0-4 0-0711 0-0667 

0-5 0-0486 0-0442 
0-6 0-0211 0-0167 
0-653 0.0044 0 

0-667 0 

0-697 0-0100 0-0135 
0-749 0-0276 0-0290 
0-814 0-0497 0-0482 
0-895 0-0783 0:0740 
0-962 0-1028 0-0970 
1-00 0:1173 OAI 
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Resume 


Dans ce mémoire nous étudions le probleme statique du choix des dimensions 
Suivant: Comment doit varier l'épaisseur de point en point dans les plaques 
circulaires fléchies du type sandwich, pourque leur poids soit minimum, mais 
sans qu’il existe du fluage illimité? Comme hypothèse de base, nous avons pris 
la condition de plasticité de von Mises et la règle de fluage associée. Les plaques 
sont simplement posées ou encastrées le long de leur contour et portent une 
charge répartie symétriquement par rapport a l’axe. Les résultats obtenus sont 
comparés à ceux du probleme analogue, où l’on utilise la condition de plasticite 
de Tresca. Nous avons présenté finalement quelques résultats numériques. 
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On Rank-Diminishing Operations and their Applications; 
to the Solution of Linear Equations 


By EUGEN EGERvARY, Budapest, Hungary’) 


Notations 


A=[a,,] matrix composed of the elements a,, , 


LE transpose of A, 

a column-vector, 

a* row-vector, 

<a, ..., a,» diagonal matrix, 
E Unit matrix, § 
o(A) rank of AG, 

| A| determinant of A. 


Many special finite iterative methods for solving linear equations have been 
discussed by various writers”). The methods used apply for the most part to tha 
special problems considered by each writer. 

In this paper we shall develop a general finite iterative method which 
consists in the repetition of a rank-diminishing operation and which will enabl 
us to give a unified treatment for various iterative procedures occurring in th 
solution of linear equations. 

These iterative procedures can be classified in two categories: 

1. iteration of the rank-diminishing operation in order to obtain a dyadii 
decomposition of the matrix of a given system of equations, 

2. iteration of the rank-diminishing operation in order to reduce the whol 
vector space (the unit matrix) to the subspace (to the matrix of lower rank 
which constitutes the solution of the given system. 

The first category includes 1. the triangular factorisation of Gauss-Banz 
CHIEWICZ and its generalization, 2. the recursive method for the inversion ¢ 
a matrix and its application to the solution of boundary value problem 
3. the method of conjugate directions and the establishment of a gener: 
inversion formula including the inversion formula of STIEFEL-HESTENES. 

The procedures belonging to the second category may be interpreted a 
general projection methods of which the vector method of PURCELL-MOTZKI 


*) Institut de Mathématique de l’Académie des Sciences de Hongrie. A posthumous pap») 
prepared for publication by P. Rözsa. 


*) See References [1] -[8] on page 386. 
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and the author’s method for solving a system of diophantine equations are 
particular cases. 

All these methods require the repetition of simple, elementary routines, 
hence they seem to be suitable for machine computation. 


1. Simple Rank-Diminishing Operations 
The well-known inequalities 


Pa Ze) old ct) (A ber) = (A) 4 o(b ct) = 0(A) + 1 


show that by the subtraction of a dyadic b c* from a given matrix A the 
rank of A increases or decreases just by one or it remains constant. It is easy 
to see that by this procedure the rank of A cannot decrease unless the left 
factor b is in the column space of A and the right factor c* is in the row space 
of A. But in the latter case b has the form A u and c* has the form v* A, hence 
we have only to investigate the rank of A—/A A uv* A, À being a scalar parameter. 
Let A = B C* be a basic factorisation (see e. g. [2]) of A. Then we have 


A=AAuv* A= B(E—/C* u v* B) C*; o(E) =o(A). 
Here B is invertable from the left, C* is invertable from the nght and 


o{E = 1.C* uv* B) 2o(A) = 1. 


The value of the determinant 

|E—AC*uv* B)|=1—Av* Au 
shows that 

o (E —A C* u v* B) = e(A) —1 


if and only if v* Au + 0 and À = (v* A u)". Hence we have the 


Lemma. By the subtraction of a dyadic b c* from a given matrix A, the rank 
of A decreases just by one if and only if b c* has the form 


iste ee (1) 
vt Au 
where u and v* are arbitrary vectors subject only to the restriction v* Au + 0. 
Starting now from an arbitrary matrix A of rank 7, we can decompose it 
into a sum of r dyadics by the following iterative procedure 
Ay Uy 41 Mea Ar 


(2) 


Ags A, * À, u 
Ha k ~k+1 


where u,,, and v*,, are arbitrary vectors subject only to the restrictions 
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vk, Au, + 0. Then the dyadic decomposition of A will be given by 


, 1 * 
A à =: C8; A, (3) | 
— 23 Ka | 
7 * 5 
k=0 a A, up 


2. Multiple Rank-Diminishing Operations 


In this section we shall prove that the result A, of x successive simple: 
rank-diminishing operations (1.2) can be obtained by the following multiple» 
rank-diminishing operation 


ANA AU AU an (1)) 
where 
vt 
Url ees Ue Ve ee | PEAU EU 
vr 


Suppose that (1) is proved for x = 1, 2,..., k. Then we have by definition 


= x + 
Aj y= Au. en Au eve 


Substituting A, from (1) this becomes 
An =A-AU,(WFAU,)IVEA 


{A = AU, (V* AU,) LV} A)u,,,v* ‚[A- AU, (V*tA U.) 2p# A) 


va {A— AU, (VE AU) 1 VE A}u,,; j | 


Now we have to prove that the formula (1) for x = À + 1 yields the sam 
expression for 4,,,. Writing U,,, and V*,, as partitioned matrices 


VE A U,,, VE Au 
au. | k R k kR +7 


ps 
U, [U,u..; Vi 1 = Que 
ven ArUn ve, Au 


FA 
VE 


the formula (1) for x = k + 1 takes the form 


V* AU, V*Au,, | aa 


ve A 


(3) 
* * 1 
Vier Ul, RAs 
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The inversion formula (2. 2) for partitioned matrices gives 
* * = = 
a VP Aru. | ré AU,)™, ‘ 


0). 0) 


* * 
Vege Uy Ve AU 


1 R+ 


„Au, = AU, (VEAU) Vi Au 


uit eA il * 
| (V; Ue Ve A | [sw AU (Vi AU,)—, 1] 


— 


k+1 


and substituting this in (3) we see that both expressions for A,,, coincide. 
Thus we have proved the validity of (1) by induction. 
If the rank of A is y then A, vanishes and we have the following represen- 
tation of A 
„A 


A=(/[Tu,,...,Au] [vt Au] : : (4) 
va 


3. The Triangular Factorisation of Gauss-Banachiewicz and its 
Generalization 


It is known [1] that any matrix can be decomposed into the product of 
two triangular matrices provided that the upperleft principal minors are non- 
singular. In order to obtain the triangular factorisation of ann x m matrix of 
rank 7 by means of rank-diminishing operations one can proceed as follows. 

Choose in the general formula 


oe 

Beier fe 0 Oi Ore 0-12: 7 (1) 
0 Bun, 
0 |" 


Then A e, is the first column, ff A is the first row of A and ff A e, = a,, + 0 
by assumption. Applying (1.2) with these vectors, obviously we get a matrix 


of rank 7 — 1 
A6; fi A 


en 


the first column and first row of which vanish. 
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The first non-vanishing column of A, is A, e,, its first non-vanishing row? 
is ff A, and the scalar ff Ay €y = (411 422 — 412 @y1)/a4, + 0 by assumption.. 
Hence we can form the matrix of rank 7 — 2 
A, e, fz A, 
= 

I Aes 


AA = 


which has two 0-columns and two O-rows. 
Continuing in this way we find A, = 0 and the result can be written as 


Jr A 
JF A, 


A= Ales Are Arp CCF ee \ Cheer) Va 


follows: 


ies A, 


The triangular form of the factors is implied by the 0-columns and 0-rows of 
the matrices A,. 

This particular method of factorisation fails if any of the left-upper principal! 
minors of A is singular. A more general treatment [2] is possible in which thet 
unit vectors e,, f* are taken in any order. In this case the final factor matricess 
will, in general, not be triangular, but will be triangular matrices with their 
rows and columns in some way interchanged. 


4. The Recursive Method for the Inversion of a Matrix and its 
Application to the Solution of Boundary Value Problems 


The rank-diminishing operation used in the preceding section furnishes 
particularly simple result when applied to the inverse of a non-singular matrix. 
We write the given non-singular n-th order matrix in the partitioned form 


Aa 


and suppose |A,_,| + 0. Then we shall prove that 


x sx —1 
AE E> Ar & er An 3 Au 0 (1 
; es A, es 0 0 ‘ | 


Indeed, the elements of the left upper block are proportional to the seconc 
order determinants formed with the elements of À, 1, hence in virtue of & 


pren of JACOBI they turn out to be equal to the corresponding elements 0) 
A _ 


lg 
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The relation (1), in its original form, can be used to compute the inverse 
of a minor matrix, when the inverse of the original matrix is known. Hence it 
can be applied e.g. to the solution of a difference equation with modified 
boundary conditions if the original boundary value problem is solved [8]. 

On the other hand, tke relation (1) can be written in such a form, in which 
it is used in the escalator method for the inversion of a matrix. Indeed we have 

A, 0. Ad A, , 6, 0 
A = = (a 
il a” a 1 1 


) 


n — 1 
= & A, — 1 a,) 


nn 


hence 


Similarly 
er A fa" A À {a 


n n rel 


n —1 —1 
a A, -1 a,) 5 


Finally 


* —1 ce n 1 -1 
e, A, nz (a = A, 1 a,) : 


nn 
Substituting these expressions in (1) we obtain 


A al = a 
Bea | el “| [— a Az; 1] 


(2) 


Aga > lbs ae ee 
n = n =1 
a OTN O 


a ‘ 0 0 nn 


n 


and this coincides with the well-known formula of the escalator method [3]. 
Thus it turns out that the escalator method furnishes the triangular factorisation 


of the inverse. 


5. The Method of Conjugate Directions. The Generalized Inverse. 
The Inversion Formula of Stiefel-Hestenes 


The dyadic decomposition (1.3) assumes a particularly simple form if one 
uses two sets of vectors u,,..., u, and vf,... , v* which are conjugate with 
respect to A, i.e. 
vr Au,=0 for G24; vF Aw, = 0. (1) 


In this case the matrix [v* A u,] in (2.4) will be diagonal and the formula 


reduces to 1 Au, v* A 
Hop), MT (2) 


This decomposition can be used for the computation of a generalized 


inverse of an arbitrary (rectangular) matrix À of rank 7. A generalized inverse 
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is defined as a common solution of the equations [5] 
AXA=A and XAX=X. (3) | 
Now it is easy to see that in consequence of equations (1) the matrix of rank 7’ 


* 
dy Ve 


een (4) | 


a VF Au, 
al v N 


satisfies equations (3), thus it is a generalized inverse of A. 
If A is an n-th order, non-singular matrix, then multiplication of both sides; 
of (2) by A-1 from the left and from the right gives immediately 


n * 
u, 9, 


A ays = 


ce vr A u, 
and this is the basic inversion formula of STIEFEL-HESTENES [4]. 
6. Geometric Interpretation of the Rank-Diminishing Operation and! 
Simultaneous Solution of two Systems of Equations 


The resulting matrix A — Au (v* Au)-! v* A of a rank-diminishing opera- 
tion can be factorised as follows 


LEA 
Va Al 
Evidently E — (v* À u)-1 A u v* is a projector, hence the factorisation on the: 


left admits the following geometric interpretation: 


By the rank-diminishing operation (1.1) all column vectors of A are projected 
parallel to A u on the hyperplane v* x = 0. 


A similar argument shows that 


by the same rank-diminishing operation (1.1) all row vectors of A are projected 
parallel to v* A on the hyperplane x* u = 0. 


This observation gives us the tool for solving simultaneously two systems; 


of linear homogeneous equations by a projection method (provided that some: 
restrictive conditions are satisfied). 


Consider the following two homogeneous systems 


a* X=0 Xb; 0 
(la): : (1b) , 


af X=0 X b,.=0 | 
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where af, ..., a are linearly independent n-dimensional row-vectors, DAD), 
are linearly independent n-dimensional column vectors and X is the unknown 
n-th order matrix. If we succeed in finding a solution matrix of rank n —7 then 
the columns of X furnish a complete solution of the system (la) and the rows 
of X supply a complete solution of the system (1b). 

We can find a matrix X, of rank n — 1 satisfying the first pair of the 
equations (1) by the following rank-diminishing operation 


* 
b, a} 
ab, 


X, =E- 
provided that af b, + 0. We have obviously a X = 0; X b, = 0. 
Suppose now that a¥ X, b, + 0. Then the matrix 


DEMEURE 
oo a | ak X, b, 


has the rank n — 1 and satisfies the first two pairs of the equations (1). 
Continuing in this way and supposing that the scalars af, X, b,., 


(k = 0, 1,...,7 — 1) are different from zero we arrive finally at a matrix 
a. X,_ı b, ar xX 4 
eo 


which has the rank n — r and satisfies both systems (1). Thus its columns, 
or its rows, constitute a complete solution of the two systems. 

These results will be applied in the following sections to obtain the solution 
matrix of one of the given systems in a computationally convenient form. 


7. Solution of an Arbitrary Homogeneous System by a Projection 
Method. The Vector Method of Purcell-Motzkin 


Two subspaces of the n-dimensional vector space are given: the subspace A 
spanned by the linearly independent column vectors of the matrix 


AG 20 (1) 


and the subspace B, defined as the intersection of the hyperplanes 
bi x=0, bs=9,..,bew=0 (2) 


(the b#’s are not necessarily linearly independent). 

It is necessary to find a basis for the intersection of A and ®. 

Let b* be the first vector in the sequence (2) for which bf A + 0 and 
choose a non-vanishing element b* Ae, of b* A. Then by the rank-dimin- 
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ishing operation Pa Ae, b,, A 
= 


Ds eAre 
Vy u 


1 


we obtain a matrix A, which has the rank 7 — 1 and satisfies the equations 
b¥ A, =0, v= 132 eo ee 


Furthermore it satisfies A,e, — 0, hence its m-th column vanishes, con- 
sequently its remaining 7 — 1 columns are linearly independent. 

Let b* be the first vector in the sequence (2) for which b* A, + 0 and 
choose a non-vanishing element b* A, e,, of b* A,. The matrix 


* 
A, ee by A, 


Mur 
Vo 1 u 


has the rank 7 — 2, it satisfies the equations 
DEA 0, ve) nnd. 


Furthermore it satisfies the equations A, e,, = 0, A, e,,, = 0, hence its #,-th and 

u-th columns vanish, the remaining 7 — 2 columns being linearly independent. , 

Continuing in this way, we arrive finally at a matrix of rank 7 — o (or to the 

0-matrix if the intersection of VW and % is 0-dimensional) 
A = A A Cus BEAT 

lee o-1 Dee ay 


which satisfies all the equations 


—1 “ua 


DEAN 


The w,-th, w-th, ... , #,-th columns of A, vanish and the remaining 7 — o 
columns constitute a basis for the intersection of VW and B. 
The method described here admits various applications. First, it supplies am) 


algorithm for ‘purifying’ a given set [a,,..., a,] of vectors from components 

lying in the directions b*, ... , b*. 
Furthermore if W is the whole vector space, i.e. if A is a non-singular 

matrix (most conveniently the unit matrix) then this algorithm furnishes an 

independent set of n — o solution vectors for the general homogeneous system 

(2). Moreover the algorithm eliminates automatically such equations (2) which 

are consequences of the preceding ones. 
In the special case when 


br 
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is an n x n-+ 1 matrix belonging to a regular inhomogeneous system 
(written in homogeneous form) and we choose A to be the # + 1-th order unit 
matrix then our algorithm reduces to the ‘vector method’ of PURCELL and 
MOTZKIN [6]. 


8. The Solution of a Homogeneous System of Diophantine Equations [7] 


Let now @,, a, ... represent n-dimensional vectors the components of which 
are integers. We shall denote by A(a) the greatest common divisor of the 
components of a. 

We consider the system 

apex =O 


(1) 


a* X=0, 


where X denotes the unknown n-th order matrix the elements of which are 
integers, and suppose provisionally that af, ... , a* are linearly independent. 

First we choose a vector b,, fixed once for all, such that af b, = A(af) and 
then compute the matrix of rank n — 1 


= b, af 
Br 
all the elements of which are integers. This matrix evidently satisfies the first 
equation af X, = 0. 
a* being linearly independent of af, we have a¥ X, + 0 thus we can choose 
a fixed vector b,, such that a¥ X, b, = A(a% X,) and compute the matrix of 
rank n — 2 ey X, b, at X, 
ee een 


all the elements of which are also integers. X, satisfies af X, = 0 and a¥ X, = 0. 
Continuing in this way, we arrive finally at a matrix of rank # — 7 


NN D EC EX 
X, = X,=1 x € ne ; a; 2 b, = A(af X) 
T 


CA tt 


which satisfies all the equations (1). Any set of # —7 columns, which are 
linearly independent, constitutes a complete set of solutions of the diophantine 
system (1). The general solution of (1) can be represented also in the form 


SX, 


where t denotes an n-dimensional vector whose components are arbitrary 


integers. 


ZAMP X1/25 
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If the vectors a*,...., a* are not linearly independent then some of the 
vectors a¥ X,, k >1 vanish. This means evidently that the corresponding 
equations af X = 0 are consequences of the former ones and thus they must be 
neglected. 
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Zusammenfassung 


Es sind in der Literatur (siehe [1] bis [8]) verschiedene iterative Methoden zur 
Lösung linearer Gleichungssysteme bekannt, die jedoch im allgemeinen nur bei den 
speziellen Problemen angewandt wurden, welche die einzelnen Verfasser betrach- 
teen! 

In der vorliegenden Arbeit wird eine allgemeine finite iterative Methode ent- 
wickelt, die aus der wiederholten Durchführung einer rangvermindernden Operation 
besteht. Diese Methode ermöglicht die einheitliche Betrachtung verschiedener Ver- 
fahren, welche bei der Lösung linearer Gleichungssysteme auftreten. 

Diese iterativen Verfahren können in zwei Kategorien eingereiht werden: 
1. Iteration der rangvermindernden Operation zur Gewinnung der dyadischen Zer- 
legung der Koeffizientenmatrix eines gegebenen Gleichungssystems; 2. Iteration 
der rangvermindernden Operation zur Reduktion des ganzen Vektorenraumes (der 
Einheitsmatrix auf den Unterraum, die Matrix niedrigeren Ranges), welcher die 
Lösung des gegebenen Gleichungssystems bildet. 

Die erste Kategorie enthält: 

1. die Zerlegung der Koeffizientenmatrix in das Produkt von zwei Dreieck- 
matrizen (GAUSS-BANACHIEWICZ) und die Verallgemeinerung dieser Faktorisation; 

2. die rekursive Methode für das Invertieren einer Matrix und ihre Anwendung 
auf die Lösung gewisser Randwertaufgaben; 

3. die Methode der konjugierten Richtungen und die Aufstellung einer allgemei- 
nen Inversionsformel, welche die Formel von STIEFEL-HESTENES enthält. 

Die Verfahren der zweiten Kategorie können als allgemeine Projektionsmetho- 
den interpretiert werden, welche die vektorielle Methode von PURCELL-MOTZKIN 


und die Methode des Verfassers für die Lösung diophantischer Gleichungssysteme | 
als Sonderfalle enthalten. 
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§ 1. L'évaluation par défaut de Payne-Weinberger 


Nous étudions la première valeur propre À, d'une membrane vibrante 
couvrant un domaine G du plan et élastiquement liée le long de son contour I". 


(La fréquence fondamentale est VA.) La fonction propre fondamentale u(x, y) 
Satisfait à Au + A, u = 0 et wu > 0 dans G, du/dn + R(s) u = 0 sur I" (s est la 
longueur de l’arc, n la normale extérieure). - Aux points de J” ott k(s) = ©, 
nous avons la condition # = 0 (contour fixe); là où %k(s) s’annule, le contour 
est dit libre. 

Une borne supérieure pour A, peut être obtenue, a partir de toute fonction 
v(x, y) continue et suffisamment régulière dans G, grâce au principe de Rayleigh 


(v) + f k(s) v? ds 


Le. 
2 
J dA 


A Min; 


1) Institut Battelle, Geneve, et Ecole Polytechnique Fédérale, Zurich. 
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où D(v) désigne Vintégrale de DIRICHLET / (v2 + v°) dA et dA = dx dy el: 
G 
ment d’aire. Le minimum est atteint par la premiére fonction propre u(x, y). 

L. E. PAYNE et H. F. WEINBERGER [6]?) ont obtenu des évaluations par: 
défaut pour À, en comparant le problème donné à celui de cordes vibrantes; 
homogènes. Cette idée d'utiliser des problèmes auxiliaires à une dimension est à lai 
base du présent travail; comme on le verra au $ 9, elle est intimement liée auı 
principe de Thomson (problémes de la capacité et de la rigidité a la torsion, , 
ef. [8]). 

Pour simplifier l'exposé, je résumerai la méthode de PAYNE-WEINBERGER 
dans le cas d’une membrane fixée: k = ©, c'est-à-dire # = 0 sur 1”. — Sur toutt 
segment horizontal y,,: y = Yo, 4 < x < b dans G, de longueur 0 — D — 4 et 
à extrémités sur J’, ils considèrent le problème de la corde vibrante:! 
f'(x) + v f(x) = 0, f(a) = f(b) = 0; », = 2/6), étant la première valeur propre: 
de ce problème auxiliaire, on a le principe de minimum 


nous avons donc en particulier, en posant v(x) = u(x, y,), l'inégalité 


b b 


/ u?(x, Vo) dx = (3) / Tid Ca VA ARE 


a a 


Une inégalité analogue est valable pour les segments verticaux dans G, & 
extrémités sur /’. - En sommant toutes ces inégalités, on obtient 


- i er 
Ay ff wt 44 = Din) 2m (Fy + cin ) [jaa 
a Le LG) : 
G RE 
ou L, est la borne supérieure des longueurs des segments horizontaux dans 
G, L, celle des segments verticaux; d’ot 


Ay 7: (+: + u : (1! 


PAYNE et WEINBERGER traitent, d’une facon analogue, la membrane elas: 
tiquement liee. 


*) Les chiffres entre crochets renvoient à la Bibliographie, page 412. | 
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§ 2. Méthode plus générale: comparaison 4 des cordes vibrantes 
inhomogènes 


Le raisonnement ci-dessus peut être modifié en considérant, sur pion 
problème auxiliaire 


fx) = nals, 4) a) = 0, f(a= /(b) = 0, 


a(x, y) étant une fonction choisie de x et y; le principe de minimum pour la 
première valeur propre v,(y,) est 


v,(Yo) = Min, é = avec mia) 0(b) = 0; (2) 


_ d’où 


/ u:(x, Vo) dx = V4(Vo) | OAH, vx, Vo) dx. 

De même, choisissons une fonction f(x, y) et considérons, sur un segment 
vertical y,: x = %, 4 < y <b, à extrémités sur J’, le problème auxiliaire 
g"(y) + o Blxo, y) (vy) = 0, g(a) = g(b) = 0; le principe de minimum pour 0,(%) 
Best 


2 
| v’*(y) dy 


b b 
[20% 9) dy = ar) | Bro. ¥) 1%  dy : 


a 


En sommant toutes ces inégalités, nous obtenons 


À Nu aA = Du = Nm (y) a(x, y) + o1(x) B(x, y)] aA , 


Gi G 


in — mt) ax, 9) — 1) Ble, pi] wd = 0; 


G 
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par conséquent, nous avons la borne inférieure 


Ea(y) a(x, y) + a(x) BO ¥)) - 3) 


A, = inf, yes 


Remarque. Si une horizontale y = y, a, dans G, plusieurs segments distincts; 
Yyı Et Ye le lecteur rectifiera de facon évidente la simplification excessive de» 
notre notation v,(y): on aura une valeur de v,(y,) sur y,,1, une autre sur y,, 9. 

En spécialisant «(x, y) = (x, y) = 1, on obtient une évaluation légèrement! 


meilleure que (1): 


il 1 
: 2 
ir = T2 int ec ( + x} Æ it ir 


OF OF 


+ mae (1’) 


§ 3. Une expression du principe de maximum 


L’inégalité (3) est d’un usage malaisé: « et 8 étant choisis, on ne peut pas 
en général déterminer exactement les valeurs propres », et o, des problèmes 
auxiliaires à une dimension. 


3.1. Retournons donc les problèmes auxiliaires unidimensionnels! 


Choisissons, pour chaque yp», une fonction continue et deux fois derivable 
f(x) = f(x, yo) > 0; puis déterminons a(x, yo) telle que f(x, yo) soit l’extremale 
du probleme de variation (2): nous devons donc prendre 

‘ fx x(#; Vo) 

Del) CAGE, Wy) = — See 

aC 0) ( Yo) es Wo) 
il est bien entendu que la fonction auxiliaire f(x, y) n’est pas necessairemena 
continue en y. Choisissons de même une fonction g(x, y) > 0 continue en 4 
(mais non pas nécessairement en x!) et deux fois partiellement dérivable pat 
rapport à y; et prenons o,(x) B(x, y) = — g,,lg; nous avons alors, au lieu de (3)| 
l'inégalité 


A, > int, (— Be = Fun) (4) 


3.2. Demonstration generale pour une membrane élastiquement liée 


Choisissons [3] dans G deux fonctions positives: 
f(x, y) continue en x et deux fois dérivable par rapport à x, g(x, y) continue en“ 
et deux fois dérivable par rapport à y, satisfaisant sur J” à la condition 


ou n est la normale extérieure, et le coefficient k(s) a été défini au § 1. 
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On a alors la borne inférieure (4). 

Liberté essentielle (en vue des applications): f peut étre discontinue en y, et 
g peut étre discontinue en x. 

Démonstration. Comme f + 0 dans G, ona 


ur + fen ie — (2 ue) + ue + 5 Ww 2 ls uu, = (2 u) ae (m la u); (6) 


et de méme 


2 Suv ,,2 Sy ,,2 Sy 

U yo ( -U + (w, ut) 
y [04 go ap o 
5 5 5 


d’où, en intégrant, 


D(u) + I (= = =) u? dA = f | ap I er 


e r 


ca (C2 = ; u) n (u, _ 2: u) | 44; 
G 
en tenant compte des égalités 
Mi dy dx dx ) 
Diu) + D Hwds=nffwda, = et =, 
it G 


nous obtenons 


I (a 3 ies cs u dA = D(u) + f R(s) u2 ds + fan + Su) was 
4 | à a + 


T G 


d’où (4). | 
Si l’on a choisi f(x, y) = B(y) u(x, y) et g(x, y) = Y(x) u(x, y) (les fonctions 


D et Ÿ étant + 0 quelconques, continues ou non), le membre de droite dans 
(4) devient — Au/u = 2,, on a donc l'égalité; nous avons donc le principe de 


maximum 


: few g 
À = Max noix defetg IN ec (- En ze “2 . (7) 


satisfaisant (5) 


3.3. Remarques 


3.3.1. La borne inférieure fournie par (4) sera particulièrement bonne si l'on 
choisit f et g en sorte que (— f,,/f — 8,,/8) soit constant (ou presque constant) 
dans G. 
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3.3.2. Contrairement a ce qui se passe pour le principe de RAYLEIGH, la 
condition (5) est d’autant plus restrictive que le contour de la membrane est 
plus libre. II devait bien en être ainsi: le Maximum diminue. Si le contour est 
fixé (u = 0 sur I’), on ak = o0 et la condition disparaît; on choisira alors avec 
avantage, sur I = ¢g = 0, 


3.3.3. Si l’on choisit f(x, y) = g(x, y) > 0 (donc fonction continue de x ef de 
y), la condition (5) devient of/dn + k(s)f 20 et l'inégalité (4) donne 
A, = infe (— Af/f); c'est essentiellement l’une des bornes de BARTA-POLYA 
pour À;: 

Si f > 0 dans G et 0f[On + k(s) f= 0 sur I’, ona 


ind.) IN supe(— À 


Démonstration directe: 


[feats anaa = [fw at— pa aa = § (u ao 


= f 36) (—uf+fu) ds =0%) 


d'où les deux inégalités ci-dessus. Ainsi, toute fonction régulière f, positive: 
dans G et s’annulant sur J’, fournit des bornes inférieure et supérieure pour la! 
première valeur propre de la membrane à contour fixé (w = 0 sur I’). — Ce: 
dernier théorème est cependant d’une application pratique malaisée. 


3.3.4. Les fonctions », «(x, y) = — f,,/f et o, B(x, y) = — g,,/g peuvent par-- 
faitement être par endroits négatives. Les cordes vibrantes auxiliaires que nous: 
considérons (cf. $ 2) peuvent donc avoir par endroits une masse spécifique 
negative! 


§ 4. L’expression vectorielle du principe. - 
Coordonnées cartésiennes et coordonnées polaires 
4.1. Passage de l'expression précédente à la forme vectorielle 


A partir des fonctions f(x, y) et g(x, y) choisies au $ 3.2, définissons le champ: 
vectoriel 


AL bu. 
re Bole 
il satisfait a la condition sur le contour 
pP» nie), (SX 


où de nouveau n est le vecteur unitaire indiquant la normale extérieure. 
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On calcule sans peine div p — p? = — f,,/f — g, ‚lg, done 


À = inf, (div p — p°). (4’) 


Liberté importante pour les applications: le champ p n'est pas nécessairement 
continu; sa première composante p, doit être continue en x et derivable par 
rapport à x; le seconde p, doit être continue en y et dérivable par rapport à y. 

La condition f > 0, g > 0 dans G se traduit ici par | p | < oo. 

Ce passage à la forme vectorielle correspond au passage classique d’une 
équation de STURM-LIOUVILLE à une équation de RICCATI. 


4.2. Démonstration directe 
Os (grad ur U D)? = grad? utp: grad (u2) + 2 p? 


= grad? w + div (u? p) + u? (— div p + p°), 
avec égalité a gauche si et seulement si p = — grad u/u; d'où par intégration 


0 <D(u) + p Ep: nds + || (- div p+ p°) u? A 


an an 


< D(u) + f R(s) u2 ds + |] (— div p + p) u2 dA = || (A — divp + p) wad; 


d'où (4’). 

Si l’on a choisi p = — grad u/u, la condition (5’) est satisfaite et le membre 
de droite dans (4’) devient —Au/u = À, on a donc l'égalité; d'où le principe 
de maximum 


Ay = Max noix dep in, y)eG (div p rz P”) P Ze) 


satisfaisant (5’) 


4.3. Remarques 


4.3.1. Pour obtenir une bonne borne inférieure (4’), on construira de préfé- 
rence un champ p réalisant div p — p? = const dans G, et p : n = k(s) sur Up 
(il en est ainsi pour le champ extrémal — grad u/u); si k = co (membrane a con- 
tour fixé), la condition (5’) tombe; mais on fera un usage judicieux de sa 
liberté en choisissant p singulier sur I’. 


4.3.2. Les discontinuités admises pour le champ vectoriel p sont les mêmes 
qu’admet le principe de Thomson (électrostatique, rigidité à la torsion, etc.). 
Pour les applications, la règle suivante suffira: lors du passage à travers une 
courbe analytique (dans G), la composante normale de p doit être continue; la 
composante tangentielle peut être discontinue. 
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4.3.3. L’expression vectorielle du principe n’est pas restreinte aux coordon- 
nées cartésiennes. En outre, elle permet d’abréger legerement les calculs. En 
revanche, l’énoncé donné au § 3 est plus intuitif et proche d’une interprétation 
physique (cf. § 10); il laisse aussi mieux apparaître les relations qui existent 
avec la methode de PAYNE-WEINBERGER [6] et les inégalités de BARTA-PÖLYA 
(8833) 


4.4. Coordonnées cartesiennes 


p={Pı, Pa}, PAlx, y) continue en x et derivable en x, P,(x, y) continue en y et 
derivable en y; satisfaisant à la condition p, 0x/0n + p, 0v/On < k(s). — Posons: 


W(x, y) = we na pe 

; alors A, 2 inf, ec [Kl ¥) + Hal, Y)]- À | 
2x, y) = Lee 
coh ie ae) 2 


Si l’on choisit x,(%, yo) et Y2(Xo, y), ce sont là des équations du type de} 
RICCATI pour P,(%, yo) et fo(%, y). Nous avons ici rejoint l’énoncé-de M. H.. 
PROTTER [9], mais avec des conditions de continuité plus générales (cf. § 5 ci- 
dessous). La où 0u/0x = 0, on choisira avec avantage p, = 0; 1a où 0u/dy = 0,, 
on choisira p, = 0. 

Champs particuliers (en vue des applications): 


Si Pıl&, Yo) = 6, alors Yılk, Vo) = — c?; 
sid, Yo) = À tg(k x), alors Ya Yo) = R?; 
si Pa(x, Vo) = — À ctg(R x), alors 4(%, Vo) = R?; 
si p(X, Yo) = — x tgh(x x), alors NA Yo = X°; 
Si p1(%, Vo) = — xctgh(xx), alors y,(x, yo) = — x?; 
cas intermédiaire À = x = 0: 
1 
si P1(x, Yo) = — ra alors 7, DIEU: 


4.5. Coordonnées polaires 


P = {Px Po}, ici p, = composante radiale, p, = composante azimutale. 
Pilr, 0) continue en 7 et derivable par rapport à 7; 
P.(r, 0) continue en 6 et dérivable par rapport à 0: 
satisfaisant à la condition p, 0r|On + r p, 00/0n < k(s); définissons 
1 90 | 


ab, 6) = 73 a nn (r P:) Er Pe 
me, Oh ION R ; alors ut inf, ec Kılr, 0) + xolr, 0): (SR 
i 7 00 > 


on a l'égalité si et seulement si p, = — u,u et = — 1}ruglu. | 
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Champs particuliers 


Si, Z,(r) étant une fonction cylindrique d’ordre g, 


1 d ; 
Par, Do) re Zu(k rv) "dr Z (hk r) , alors al”, Do) — a 
si Palo 6) =f tg(q 6), alors ur 0) = L: 
0 0 
Si Polro 6) = — : ctg(g 6), alors yo(7%, 0) = £ 


Vo 


85. Un travail de M. H. Protter 


Dans un «Technical Report» [9], non encore publié et dont j’ai eu connais- 
sance récemment, M. H. PROTTER a énoncé et démontré en 1958 le théorème 
suivant pour la membrane fixée: 

«Soient P(x, y) et O(x, y) deux fonctions continüment différentiables dans le 


domaine G. Alors, tout nombre A tel que P.+ Q, — A > P? + Q? dans tout G, est 


x 
une borne inférieure pour À: À = 2.» M. H. PROTTER indique aussi la générali- 
sation à une membrane élastiquement liée. 

En d’autres termes, A, 2 mic. (PB, + 0, P*— 02), ce qui.n’est autre que 
la formulation de notre principe de maximum donnée au $ 4.4 (poser p, = P, 
Pa = Q); à cela près, cependant: comme nous l’avons vu, les conditions de 
continuité (et de dérivabilité) imposées par PROTTER a P(x, y) et Q(x, y) sont 
plus strictes qu’il n’est nécessaire: cela restreint les applications du principe, et 
c’est pourquoi les exemples qu’ilindique (cf. aussi [5]) ne sont pas très concluants 
(la meilleure méthode connue à comparer, pour le cas du losange, a celle qui 
nous intéresse, est certainement la convexité de PÖLYA-SCHIFFER [7]). I n’en 
reste pas moins qu’à M. H. PROTTER revient le mérite d'avoir découvert, le premier, 
une inégalité du type que nous étudions ici; il y est parvenu bien que, de toute 
évidence, il n’ait pas eu connaissance du travail, légèrement antérieur, de 
L. E. Payne et H. F. WEINBERGER [6]. Celui-ci ouvrait la voie et c'est vrai- 
ment, comme le montrent les $$ 1, 2, 3 et 4, le point de départ du présent 


mémoire. 


§ 6. Méthodes analogues dans le plan 


Au lieu de choisir deux directions privilégiées (orthogonales) # et y, comme 
nous l’avons fait aux §§ 2 et 3, on peut également en choisir davantage. 


6.1. Par exemple, considérons trots directions privilégiées §, n, & formant 
deux à deux des angles de 120°. Je désigne de nouveau par u(x, y) la fonction 
propre fondamentale de la membrane G élastiquement liée le long de son 
contour I: Au + Au = 0 et u > 0 dans G, OulOn + k(s) u = 0 sur ik 
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Notation: Pour toute fonction f dans le plan, le symbole /; désignera la déri-- 
vée partielle de f dans la direction §. On vérifie facilement que wz + wu; + uz =: 
3/2 grad? u. 

Considérons dans G trois fonctions positives: 
{ = fonction continue en & et deux fois dérivable par rapport a & le long de 
toute parallèle à £; g = fonction continue en n, etc.; h = fonction continue en 
&, etc.; satisfaisant en outre à la condition 


I Em _ hy (oo 
fon g on IE ES 


En chaque point de G, nous avons trois relations du type (6), cf. § 3.2; en 
les sommant et intégrant, on obtient 


3 rn TE he: 
fus f+ St +B) da 20 


Si f= g — h, on retrouve de nouveau l'inégalité de BARTA-POLYA 


On a l'égalité en particulier si f= g=h=u. 


6.2. Cas limite: toutes les directions sont «privilégiées», à poids égaux. Pour 
simplifier, restreignons-nous aux membranes liges: k = ©, u=0 sur I. 

Spécifions une direction § par l’angle 6 (0 < 0 < x); pour chaque valeua 
de 9, nous choisissons une fonction f", qui doit être, sur chaque segment de 
direction 8, continue et deux fois dérivable. Alors 


DEN * il 0279) \ 
= inf, | l= ie) dd. (a 
0 


= 


La démonstration est analogue à la précédente et tient compte de l’égalite 


je RE 
fr y a 
0 


En particulier: Appelons L(P, 6) la longueur (finie ou infinie) du segment 
rectiligne dans G, passant par un point P €G et de direction 0. Si ce segmen! 


SE 


grad? u . 
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est fini, on peut y choisir fl" = arc de sinusoide, en sorte que 


(0) 
AT) &(6) 7? 
fo LP, 8)’ 
d'où 
Ae Ss à dd 
14 EN wink peg | TP, 6) ; (9) 


0 


De façon encore plus grossière: soit L() la borne supérieure des longueurs 
des segments dans G et de direction 6; alors 
+ 2 dd 
A Phe — 
= x | L(6) : 


0 


(9) 


Si G est une bande infinie de largeur a, L(6) = a/sin 9, d'où 


ce qui est la valeur exacte. 


§ 7. Expressions du principe pour l’espace a trois dimensions 
Nous considérons le probleme classique caractérisé par les équations 
Au + A u=0 et u > 0 dans G, Ou/On + k(Q) u = 0 sur J’, où 


02 02 02 


A= se + yr + Ge 


et k(Q) est une fonction donnée sur la frontière /’ de G. n est de nouveau la 
normale extérieure. 


7.1. Transposons notre principe de maximum tel qu'il est énoncé au § 3.2. 
Choisissons dans G trois fonctions positives 


f(x, y, 2) continue en x et deux fois dérivable par rapport a x, 
g(x, y, 2) continue en y et deux fois dérivable par rapport à y, 
h(x, y, 2) continue en z et deux fois dérivable par rapport a z, 


satisfaisant en outre, sur J’, à la condition 


a as POI IV 
f Mm m el OM 


On a alors la borne inférieure 


h 
fl = inf, (- fez Suy 22 : (41) 
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IRIE 


vu 
G 


dS désigne l'élément de surface, dV l'élément de volume et D(u) l'intégrale de 


La démonstration utilise l'égalité D(w) + {p RIO) nase // wdV, où 
iP 


DIRICHLET iii grad? u dV. Comme au § 3.2, on obtient en intégrant la relation 
ss 
(6) et en lui ajoutant les deux relations analogues en g et y, het 2: 


hoz 


Ii (a fee = =, jw dV =0, 
G 


d'où (4). 
On a l'égalité si f(x, y, 2) = Oly, 2) ulx, 9,2), el, y, Pas) ua) 
Wa, 2)  2(%,9) u v2). 


7.2. Au lieu de comparer notre problème a trois dimensions à celui de: 
cordes vibrantes (inhomogènes), orientées dans 3 directions, nous pouvons; 
également le comparer à celui de cordes vibrantes (inhomogènes) orientees dans 
une direction et de membranes vibrantes (inhomogènes aussi) situées dans les plans ı 
perpendiculaires à cette direction. On rejoint alors la spécialisation suivante du! 
S Halle 

Prenons z comme direction privilégiée; posons alors, dans le § 7.1 ci-dessus, , 
f(x, y, 2) = g(x, y, 2); nous avons à présent deux fonctions positives: 

f(x, y, 2) continue en x et y et deux fois dérivable par rapport à x et y,, 
h(x, y, 2) continue en z et deux fois derivable par rapport à z, satisfaisant, ns, 
étant, dans un plan horizontal, la normale extérieure a la section plane de /",, 
la condition 


1 Oo i Of 0 Vv 
A a es ee ete 
FO Won Dim m Oe yy R(Q); (5°)| 
sous cette condition, 
1 ie Si in q h 
J, = inf, (= en ee). (4) 


On a l'égalité si f(x, y, 2) = D(z) u(x, y, 2) et h(x, y, 2) = Q(x, y) u(x, y, 2). 


7.3. Il y a évidemment encore d’autres possibilités pour construire des: 
problèmes auxiliaires à une et à deux dimensions (par exemple de facon 
analogue au $ 6). Nous allons encore considérer la comparaison du probleme » 
donné a celui de membranes vibrantes inhomogenes et respectivement parallèles aux 
trois plans (x y), (y 2), (z x). 

Considérons trois fonctions positives dans G: 


f(x, y, 2) continue en x et y et 2 fois dérivable par rapport à xet y, 
g(x, y, 2) continue en y et z et 2 fois derivable par rapport à y et z, 
h(x, y, 2) continue en z et x et 2 fois dérivable par rapport à z et x, 
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satisfaisant sur /'à la condition 


of ON ny 1 Og On, 1 oh on 
eo = : = = ao c ua = = à =, ru ? k g VIT 
ee on Er ton, on h On,» On =e) ur 
alors 
2 ur ae En + L hi, +h, 
EI eo gy ENT one “ee I “ee VI 
h = >; inf, ( j r 7 ) (4°) 


Demonstration. En vertu de (6), 


2 2 Tat Le ik: Se 110 fa Î a u ) 
U, tu, + j Zu dw, fe „2, ty | zu, È grad,, /) 


et deux expressions analogues pour g et h; d’où en intégrant 
ou fax + 1 Syy 4 
DEN ze T /yuy jy buy 
nes 
G 
d'où (4). 
On a l’Egalite si 


WS, 2) = 7,2) 99.2). 2,9 2) = PF aay, 2) 


40 


i 
TQ 
> 
rn 
| nN 
| 
SE 
Ss 
3 
er 
152 
a 
= 
V 


et 
h(x, y, 2) = Poly) u(x, y, 2). 


7.4. Expression vectorielle. Les formules (5’) et (4) du $ 4 restent valables 


pour trois dimensions; ici, p = {f,, Pa, Pa}, Py est continue en x et dérivable par 
rapport à x, p, est continue en y, etc. Mutatis mutandis, la démonstration du 


§ 4.2 reste valable, ainsi que les remarques du $ 4.3. 


8 8. Quelques exemples d’applications 


8.1. Théorème. Soient G un domaine convexe du plan et o le rayon du plus 
grand cercle inscrit dans G. Alors 


T° 2 +2 
So h(G) Si, 


où 7) = 2,4048 est le premier zero de la fonction de BESSEL d’ordre zéro, et 
À se rapporte à la membrane à contour fixe. Ces bornes ne peuvent pas etre 
améliorées: On a l'égalité, a gauche, si G est une bande infinie; à droite, si G 
est un cercle. 

Demonstration. L’inégalité de droite est une conséquence immediate du 
fait que A, est une fonctionnelle de domaine monotone. Pour démontrer l’ine- 
galité de gauche, cherchons oü sont les points de contact de la circonférence C, 
du plus grand cercle inscrit avec le contour IGG: 
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Tout arc connexe « d’angle > x sur la circonférence Cr contient au moinsi 
un point de J’. En effet, si tel n’était pas le cas, on pourrait translater le cercle: 
d'une longueur finie à l’intérieur de G, puis on pourrait augmenter le rayon 0: 
d'une longueur finie également, sans que le cercle quitte G; cela contredit la 
definition de 0. 

Soit B l'angle du plus grand arc de C, sans point commun avec I’; nous: 
venons de voir que B <a. Si B =a, G (étant convexe) est inclus dans une: 
bande infinie de largeur 2 9; donc (monotonie!) A,(G) = (x/2 @)?. Si au contraire: 
B < x,G est inclus dans un triangle T circonscrit au cercle C,; A,(G) Z A,(T) 
(monotonie) ; il reste seulement à montrer que A,(7) = (2/2 @)?. 

Pour cela, tracons les trois segments rectilignes (bissectrices) joignant le: 
centre de C, aux trois sommets de 7; on a découpé ainsi T = 7, — T, — T3; 
désignons par #, fy, fg les côtés correspondants de 7. Appelons &; la premier 
valeur propre d’une membrane sur 7;, fixée le long de /, et libre le long des 
deux «coupures» qui bordent 7;; A,(T) = min (£,, &,, &,): car le plus petit &; 
n’est autre que la première valeur propre de la membrane T découpée le long? 
des trois segments intérieurs. (Cf. la «méthode de découpage» [2], [4]). Nouss 
allons évaluer €; a l’aide du principe du § 3: prenons-y £, comme axe des x; 
choisissons dans 7: f(x, y) = 1; g(x, y) = sin (x y/2 0); la condition (5) est 
satisfaite (sur ¢;, on a k = oo; sur les deux coupures, k = 0 et g > 0, g, > 0) 
Oy/On > 0); d’où en vertu de (4), &;, = (x/2 p}?; donc 


AG) Ay Thee mnie Fy) 


ce qui achéve la démonstration. 
8.2. Fréquence fondamentale d'une membrane en L (fig. 1), fixée le long de som 


contour. 
4 on wann 


8.2.1. Pour calculer des bornes inférieures pour /,, nous appliquerons le 
principe de maximum sous la forme du $ 4.4. Je partage le domaine G en trois 
régions I, II, III comme l’indique la figure, j'y définis £,(x, y) et p(x, y) ainsi 


Dans Ii), = Acer), d'où 1 = Ri; 
Pe = —h, ctg 


( Ka ae 
Dans ld = fy cie (ee 2). d’ou.y, = aS 


aly douy,=k2: 


zZ aS ote (= vs) dot y, = (=); tat ha = (=) + Re 
Dans Ill: py = —= ote (= ty) ee (=) 


Po = — ka ctg (Re yo), d’ou'y,; = 2; 


7 : Ae 5 207 : ; . 
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Pour que le champ p ainsi défini soit admissible, il faut que p, soit continue 
en x et p, continue en y, d’où la condition 


=, Cig (k, a) = +h, ctg COR (10) 
20 — = 
27? | 
| 
18 | = 
| | 
16 | + | 
. à 2s | 
IN Nie 
Fy = % 
N 12 mio No ==} 
| | A == 
ER EA eRe: 
© a? | 
888 PE M EU HR =, 
& | | 
0 


02 04 06 08 10 


r r 1 


Figure 1 Figure 2 
Membrane en L, a contour fixé. La borne inférieure est fournie par la méthode proposée. 


Conformément à une remarque faite au $4.3.1, nous obtiendrons une 
meilleure borne inférieure pour À, en choisissant k, et k, en sorte que 
4, + % = const dans G, c'est-à-dire 


wr 


2 = (=) +R. (11) 


Les deux relations (10) et (11) déterminent k, et k, en fonction de a et b. 
Lorsqu’elles sont satisfaites, on a la borne inférieure A,(G) = 2 kl. Posons 


encore 
ea CE 0 


nos deux relations s’écrivent alors 


tgé 332 a Ber: Des oe 2e (tes 
EE et (+ om 2. 7) | IE 


ZAMP X1/26 
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Je prends maintenant £ comme paramètre; j'en tirerai d’une part 6, puis 
bla; d'autre part, la borne a? À, 2 28°. 


1° Case = 


= tg& b @ 
17 DR RE = en 
tgo = y2é Te £ a V2 E — x 
Ds ae 
: V2 
a, cel tee; ons ee eee 
C= ye reels te C= telly ely) i Vee Ba Ty 2B 


8.2.2. Il est facile (méthode de P6LYA) d’obtenir une borne supérieure pour: 
4,(G), donnée par la premiere valeur propre du rectangle de côtés a et a + 2b;; 
en effet, sa fonction propre fondamentale fournit, par transplantation, une» 
fonction concurrente pour le principe de RAYLEIGH de G. Donc 


A(G) £ 7 (<3 = re b)? E 


8.2.3. Cas limite bla > 0. Pour 6=0, on. sait que a? A, = 227; prenome: 
& = x — ©? alors 


A 22(n—6)? & 2m —4nerR 27-42 m, 


IN 
à 
nw 
m 
+ 
—_— 
[= 
+ 
D 
oA 
oe 
E 
à 


20% — 4 es 
a 


Par conséquent : 


b 
ANS ETAT EE 
WA 


La courbe donnant a? A, en fonction de b/a est inconnue; mais on connaît sa 
tangente au point bla = 0. 


8.2.4. Le rapport b/a varie de 0 à oo lorsque le paramètre £ diminue de 
à environ 2,07165 (valeur pour laquelle tgh y= let y= ©). 


€ = x, nous obtenons b/a = 0 et a? = 27°; 
pour & = x/V2 = 2,22144: dja = 0,5914 et a? < a? À, < 1,210 72: 
eZ, 07100: bla = oo et 8,5835 < a? 1, <n2. 
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La figure 2 donne les évaluations par defaut et par excés pour a? À, en 
fonction de b/a. 

8.3. Membrane circulaire de rayon 1, fixee le long de sa circonference et sur le 
segment réel — 1 < x < (fig. 3). 

Nous calculerons des bornes inférieures pour A, à l’aide du § 4.5. Partageons 
G en I et II par le cercle concentrique de rayon | o |. Nous devons considérer 
séparément les cas 9 SO eto = 0. 

8.3.1. Bornes inférieures pour le cas @ < 0. 

Définissons les composantes radiale p, et azimutale p, du champ auxiliaire 
p ainsi: 

1 


d 2 BER 2 
Dans I: ,(7, 0) = — HA a RER ey 7 COU SIP) 


HA Oy Oa Oty Oy 0 aa yo = Ro 


Dans-ll:-, (7, 6) = 


d’où yılr, 0) = k— 


c 4 BEN) = 12 es 
J-172(%) ler cosx; N_4(x) = | Be me 


1 . 
4 72? 


1 , 6 = 5 
Por, 0) = DE te 2? d'où 7,(7, 0) = Kat Xe = Fp. 


Pour que ce champ p soit admissible, il faut que ?,(r, 0) soit continue en 
= — o, d'où la condition: 


b { £ 1 a Z_112 (— ha 0) | 
| 2k, 0 Zus (= k 


Nous obtiendrons une meilleure borne (cf. § 4.3.1) en choisissant 7, + Ya = 
const dans tout G, c’est-a-dire en prenant 


Bh, =P; 
et en choisissant p, singulier en 7 = 1, c'est-à-dire 
Ze (Ro i 1) = 0 Cs 


Nous avons donc trois relations qui déterminent k,, k, et «: ß en fonction de 


So. Posons 
—ko=v, 
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nous obtenons 
ctg(k — v) = a _ —. (12) 


Prenons maintenant v comme paramétre: a l’aide de (12), nous déterminons 


d’abord la borne k < VA,, puis e = — v/k. 
Lorsque v decroit de 7, = 2,4048 à zéro, o croît de — 1 à zéro et k croit de 


Jo a. Nous constatons que VA =k pour 9 = — 1 et pour p = 0. 


& 
NS 
d 
Ss 
SD 


24 

~10 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 10 
Du 

Figure 3 Figure 4 


(Cas @ > 0). La borne inférieure est fournie par la méthode proposée 


8.3.2. Bornes supérieures pour le cas o S 0. 
On sait [8] que VA, < jo[r, où est le rayon conforme maximum. Ici, p < 0 


le maximum 7 est atteint en un point réel x (0 <x < Va"), La représentation 
conforme fournit les relations entre 0, x et 7: 


Prenons donc x comme paramètre, nous calculerons les valeurs correspont} 
dantes de 9, 7 et j,/r = VA. 
D'autre part, il est clair (monotonie) que Ay <0) < At-0 = 7. 
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8.3.3. Bornes inferieures pour le cas o =0. 


Définissons un champ auxiliaire p par ses composantes radiale p, et azimu- 
tale p, (cf. $ 4.5). 


Dans I: p,(r, 0) = RE 


1 9 
Per, 6) = — > cte0, d'où gr =; m+m=#. 
SE 1 d 1 Z k 
Dans II: (UGS Mt) EE ne Zoo r) = À, La 112 27) | 


6 ER 
ra) 


Pour que ce champ p soit admissible, p,(r, 0) doit être continue en 7 = 0, 
d’où la condition: 


le Vale, [at 78.0) | 
E (LA Q Jı(kı o) J 2 | 2 ks 2 Zyj2(Re 0) 2 
Pour obtenir une meilleure borne, nous choisissons Xı + X2 = const dans 


tout le domaine, donc k, = kp, et p, singulier en 7 = 1, donc Z,),(k,) = 0. En 
posant À o = w, nous obtenons 


ctg(k — w) = =~ a (12) 


Prenons w comme paramètre, nous pourrons calculer les valeurs correspon- 
dantes de la borne À < Va et de p = wk. 


Lorsque w croît de zéro à 7, = 3,8317, o croît de zéro à 1 et k croît de x a 4j. 
On voit que Va, = pour p — 0et pour p = 1. 


8.3.4. Bornes supérieures pour le cas 0 = 0. 
A cause de la monotonie de À,, une borne supérieure est fournie par la 
première valeur propre d’une membrane circulaire de rayon 1 — o, fixée le 


long de sa circonférence et sur un rayon: De £ x/(1 —0). D’autre part, égale- 
ment à cause de la monotonie, VA,(o) < VA,(1) = 7, = 3,8317. 


8.3.5. La figure 4 indique les bornes inférieures et supérieures obtenues pour 


VA,, en fonction de 9. On remarquera que la borne inférieure (fournie par le 


principe de maximum) se confond avec la valeur exacte pour 9 = — 1, 0 = 0 
D 0 — + 1. 


s 
r 
es 
ie 
er 
4 


406 Joseru HERSCH ZAMP 


8.4. Comparaison de la fréquence fondamentale d'une membrane avec celles que 
l'on obtient en deformant linéairement le domaine dans trois directions 


8.4.1. L’inégalité suivante est une conséquente immédiate du 87.2: 

Soit G un domaine de l’espace a trois dimensions, de surface is appelons 
3 la première valeur propre du problème Au + Au = 0 dans G, # = 0 sur rs 
appelons A,, la première valeur propre de la membrane (fixée) couvrant l’inter- 


section de G par le plan z = %, et A,, = inf, A,,; définissons de façon analogue 
Ajeet Az,, alors es ey) (13) 


Cette inégalité est, très simplement, l’une des transpositions possibles, pour 
trois dimensions, de l'inégalité initiale de PAYNE-WEINBERGER [6]. On a l’éga- 


lité si G est un parallélépipède rectangle, d’arétes parallèles aux axes Ox, Oy, Oz. 


8.4.2. Soit G un domaine du plan, À,(G) la première valeur propre de la 
membrane fixée qui le recouvre. Construisons, dans l’espace, le prisme infini G 
de section droite G. On sait que Az = 2,(G). Tout plan o non parallèle aux 
génératrices du prisme, coupe G suivant un domaine A, qui n’est autre qu'une 
déformation affine de G, orthogonale à l'intersection des deux plans. 

Il suffit de choisir trois plans 01, 02, 64, orthogonaux deux à deux, pour que: 
l'inégalité (13) donne 

A4) + AA) + A4) S 2 A(G). (13°) 


2 


Cette inégalité est à rapprocher de la propriété de convexite de A, (cf. POLYA- + 
SCHIFFER [7]). Si l'on choisit o, parallèle aux génératrices du prisme, 2,(4,.) est 
à remplacer par n?/L?, où L est la borne supérieure des longueurs des segments ¥ 
dans G et parallèles à la trace de o3. 


§ 9. Relations avec le principe de Thomson 


Pour montrer que le principe de maximum qui fait l’objet de ce travail est 
très proche du principe de THOMSON, je vais rejoindre celui-ci, pour les pro 
blèmes de la capacité électrostatique et de la rigidité à la torsion, en raisonnan 
comme aux $$ 2-4: en comparant le problème donné à des problèmes auxiliaire 
à une seule dimension. 

9.1. Capacité électrostatique 


9.1.1. G est un condensateur dans l’espace, I’, et I", ses électrodes (surfaces 
supposées suffisamment régulières). Le problème de DIRICHLET: Au = 0 dansG,} 
u = 0 sur I), u = 1 sur J’, permet de définir la capacité C par 


4 C= Din) = || actu av = ff 3 as. 
€ rt 
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9.1.2. Construisons des problémes auxiliaires A une dimension: choisissons 
dans G trois fonctions «(x, y, z), B(x, y, 2), y(x, y, 2). Sur chaque segment + | O x 
dans G, à extrémités sur Jy, supposons résolu le problème aux limites: 
H(%, Yo, 20) = 0 aux extrémités, f,,(%, Yo, 20) = (x, Yo, 20); la solution 102) 
de ce problème est aussi l’extrémale du problème de variation: v(x, AN) 


aux extremites, / (v5 + 2av) dx = min. La solution # du problème initial 


T 
dans l’espace est concurrente, sur T, pour ce problème auxiliaire ; donc 
| (w+ 2au) dx = | (P+ 2af\ dx. (14) 
Si t était à extrémités sur J, on aurait imposé f= 1 aux extrémités; si t 
reliait /, à J, on aurait imposé f = 0 à l’extrémité sur I), f = 1 à l'extrémité 
part; 

Appelons g(x,, y, 29) les solutions des problèmes analogues, à une dimension, 
sur les segments || Oy, avec g,, = B(xo, y, 20); et A(X, Yo, 2) les solutions des 
problèmes analogues sur les segments | Oz, avech,, = y(%, Vo, 2). En intégrant 
et sommant toutes les inégalités du type (14) ci-dessus, nous obtenons, si la 
condition 

atPptys0 (15) 
est partout satisfaite, l'évaluation 


A ay C—=Diu) > fff z+ 2aut w+ 2put ub +2yu) av 
ge (16) 
> [iR +2a/+ 8 +2Bs+M+2yMav. 
ve 


9.1.3. Cette inégalité est d’un usage malaisé, car il faudrait encore résoudre 
tous les problèmes auxiliaires à une dimension. De façon analogue au § 3, 
retournons donc les problémes auxiliaires: partons de leur solution! Choisissons 
trois fonctions: f(x, y, z) continue en x et deux fois dérivable par rapport à x; 
g(x, y, 2) continue en y, etc:; h(x, y, z) continue en z, etc.; valant toutes zéro 


sur J, et 1 sur /\ et satisfaisant a la condition 


De sr h,, = (15’) 
Alors nous choisissons 


CAMs A Bee NERO 


et nous obtenons 
Ancz ff +2 thet GH 26 byt H+ Zur)”, 
a 
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soit, en intégrant par parties, 


On 0% og 0y oh | ua 22) dV 
net) ds — [Jere | 
= (16°) 


sous la condition (15’). 


9.1.4. Definissons le champ vectoriel 
ae N 
DZ 02 7072921 ° 
la condition (15’) devient 
divp <0 (15 


et notre evaluation (16’): 


4nC 


IV 


2 {fe nds - |] peaV. (16”) 


G 


C'est le principe de THOMSON, appliqué ici aux champs p définis par (17) avec | 
fe =O sur. sors: 

Pour obtenir de bonnes évaluations, on appliquera (16’) de préférence a} 
des fonctions f, g, h satisfaisant même f,,+ g,, + h,, = 0 dans tout G. 


9.2. Rigidité a la torsion 


9.2.1. G est un domaine plan simplement connexe, de contour J’; u(x, y) est : 
déterminée par Au = — 2 dans G, w=0 sur I; la rigidité à la torsion est: 


Papa = 2 fu da. 


9.2.2. Problèmes auxiliaires à une dimension: choisissons deux fonctions à 
a(x, y) et B(x, y); sur tout segment + | Ox dans G, à extrémités sur J’, résolvons: 
le problème aux limites: f(x, y,) = 0 aux extrémités, f,,(x, yo) = a(%, yo); Fa 


une propriété extrémale, d’où / (w2 + 2a u) dx = f (8 +2«af) dx. De même, | 


imposons g(x,, y) = 0 sur I’ et g,,(% y) = B(%, y). Intégrons et sommons les} 
inégalités: 


[1 + max, (a+ 8] P2 ff (+ 24 f+ &à + 28 9) dA 


G 


9.2.3. Retournons les problèmes auxiliaires: choisissons f(x, y) continue en! 


x et deux fois dérivable par rapport à x; g(x, y) continue en y, etc.; toutes deux, 
s’annulant sur J”. 
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Prenons alors «(x, y) = f,,, B(x, y) = g,,; nous obtenons 


[+ max (+ 1 P 2 if (E+ 2h het + 28 0) dd = +2) 44 
ë ë | 
P < [ming(— f,.—g,,) — 1 ff (2 + aa. (18) 
(© 


Cette évaluation est optimalisée, parmi les multiples (kf, kg) du couple de 


fonctions (f, g) par le choix k = Zinc (— fs ¢),) 3 d'où 
fi fi + gf) dA 
4 = r Er (— ie = ak un 


ou bien, en normant ming (— f,, — Lyy) = 2: 


Si ie Le 20 Gas Gyalors PS ee +. g) dA . (18”) 
RR 
On a deux fois l’égalité si f(x, y) = g(x, y) = u(x, y). 
9.2.4. Définissons le champ vectoriel 
D Pet A (19) 
nous avons: Si div p = 2 dans tout G, alors P < | p? dA, c’est le principe de 


G 
THOMSON pour le probleme de la torsion [8], appliqué à nos champs p définis 
par (19) avec fj = g = 0 sur I’. 
Pour obtenir de bonnes bornes supérieures, on appliquera (18”) de préfé- 
rence a des fonctions f, g satisfaisant — f,, — g,, = 2 dans tout G. 
Remarque. En vertu de (18’), le principe de THOMSON peut aussi s’écrire 


Z ming: (— ee Bun) 


—= = Max hoix de f et 
yP re fers aA 


forme analogue a notre (7). 


§ 10. Interprétation physique 
10.1. Considérons, pour simplifier, une membrane G fixée: u =O sur le 
contour J’. Le probleme de la fréquence fondamentale est généralement énoncé 
ainsi: 
«Quelle est la premiere valeur propre À, d'une membrane homogene de masse 
spécifique (par cm?) 1 sur le domaine G?» 


410 Josern HERSCH ZAME 


Une question équivalente est la suivante: 

«Quelle est la masse spécifique A, d'une membrane homogene sur G, vibrant a 
la fréquence fondamentale 1?» 

10.2. Interpretation des inégalités de Barta-Pölya. Soit (cf. § 3.3.3) f(x, y) une: 
fonction positive continue et deux fois derivable dans G, nulle sur J”. On sait 
alors que la membrane sur G, fixée sur son contour et de masse spécifique : 
— Af/f, vibre à la fréquence fondamentale 1, la fonction propre correspondante : 
Lan ie, 9) 

En effet, soit v(x, y) continue et dérivable dans G, et nulle sur J’, alors 


grad?v + a u div( > grad/) + grad?v + a grad?f — 2 = grad v gradf 
0e / v 2 
= div( grad/) ao (grad Fe grad/) P 


d’où en intégrant: 


R = — : Le 


masse spécifique = (—4//f) [v] 


tandis que Tae epecitique=(— ara = 1. 

Nous utilisons maintenant un principe général sur les systèmes vibrants} 
(COURANT-HILBERT I [1], p. 357): une diminution des masses ne peutf 
qu’elever la fréquence, une augmentation des masses ne peut que l’abaisser ; pati 
conséquent, une membrane homogène sur G, vibrant à la fréquence fondamentale 1 
doit avoir une densité de masse À, comprise entre 


int [2 un Er 


Ces inégalités ne sont autres que celles de BARTA-POLYA (cf. § 3. 3. 3). 


10.3. Nous considérons maintenant (cf. $3.2) deux fonctions positive: 
données: f(x, y) continue en x, etc.; g(x, y) continue en y, etc.; pour simplifie 
supposons j= ¢ = 0 sur I. 

Decoupons un exemplaire du domaine G en lanières horizontales de largeud 
dy; chacune sera assimilée à une corde vibrante de masse spécifique (par unit} 
de longueur) = (—f,,/f) dy et de module d’élasticité (à une dimension) = 1 d 
toutes ces cordes vibrantes ont la fréquence fondamentale 1 et la fonction 
propre correspondante /(x, y): 


fix + 1 (-%=) 0, 


de même, découpons un autre exemplaire de G en lanières verticales de large 
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dx; chacune sera assimilée à une corde vibrante de masse spécifique = (—g,,/g) dx 
et de module d’élasticité = 1 dx: ces cordes vibrantes, elles aussi, ont toutes 
la fréquence fondamentale 1. Nous avons donc un système de cordes indépen- 
dantes ; le système entier vibre avec la fréquence fondamentale 1. (La valeur propre 1 
a une dégénérescence > oo lorsque dx > 0 et dy = 0.) 


10.4. Modifions maintenant le système vibrant en lui imposant des con- 
traintes supplémentaires: nous «soudons» en chaque point (x,, yo) la corde 
horizontale d’ordonnee y, et la corde verticale d’abscisse Xo. Quelle est l’influence 
de ces contraintes supplémentaires sur la fréquence fondamentale? En vertu 
d’un autre principe général sur les systémes vibrants (cf. [1], p. 354), celle-ci 
ne peut en étre qu’augmentée. Nous obtenons donc une membrane (inhomogene 
en general) de masse spécifique — f,,|f — £,,/g et de fréquence fondamentale > 1 
(le module d’elasticite étant égal à 1), 

Comme une diminution des masses ne peut provoquer qu'une nouvelle 
augmentation de la fréquence fondamentale ([1], p.357), nous avons le 
théorème : 

Toute membrane inhomogene de masse spécifique o(x, y) < — Ballet 
de module d’elasticite 1): 


Au+pmo(x,y)u=0 dans G et u=0 sw I, 


a une premiere valeur propre u, = 1. 


10.5. Il en est ainsi pour la membrane homogene de masse spécifique 
Fo = inf (— f,,/f — g,,lg); donc: | 
| Une membrane homogène sur G, vibrant à la fréquence fondamentale 1, doit 
avoir une masse spécifique À = inf, (— f,,lf — g,,/g)- 

Cette interprétation est très voisine du raisonnement qui sert de base a la 
| «méthode de découpage» ([2], cf. aussi [4]). On n’oubliera cependant pas la 
remarque 3.3.4: les cordes vibrantes auxiliaires peuvent avoir, par endroits, 

une masse spécifique négative. 


10.6. Notre principe se laisserait peut-être généraliser par l'introduction 
d’une liaison élastique, en chaque point (x,, y,), entre les deux cordes auxi- 
haires qui s’y croisent: ce qui serait analogue aux «problèmes intermédiaires» 
de WEINSTEIN et ARONSZAJN. De ce fait, la dégénérescence (cf. $ 10.3) serait 
levée: le principe deviendrait applicable également aux valeurs propres supé- 


rieures. 
§ 11. Adaptation à l’&quation de Schrödinger 
L’équation de SCHRÖDINGER indépendante du temps est de la forme 


Au(x, y, 2) + A — W(x, y, 2)] u(x, y, 2) = 0, 
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ou W(x, y, 2) est une fonction donnée dans l’espace; en outre, on doit imposer 
à u(x, y, 2) des conditions aux limites, qui assurent Vintégration par parties 


D(u) -/| s — W) u? av. 


Adaptons par exemple l'expression du principe donnée au $ 3: Soient de 
nouveau f(x, y, 2) > 0 continue en x et deux fois dérivable par rapport à x, 
g(x, y, 2) > 0 continue en y, etc., h(x, y, 2) > 0 continue en 2, etc. Sous réserve 
des conditions aux limites à imposer à f, g, h, on obtient à partir de (6): 


0 < D(u) + N rs z a = dV 
= ii (a = W+ le ee u a, Pre) u2 dV: 
d’ou 
a, = inf[W(x, y 2 e fur >]. (20) 


Comme au § 7.1, on a l’egalite si f(x, y, z) = Oly, 2) u(x, y, 2) 
B(x, y,2)= Pla, x) ulz, ys 2), Wx, y, 2) = QO, y) Ue, 9.2). 
L’expression vectorielle du § 4 s’adapte ainsi, sous réserve des conditions aux 


limites: 
170 A, = inf[W{x, y, 2) + divp — pl. (20°) 


On a l'égalité si p = — grad u/u. 
On se reportera au $ 4.3 pour les discontinuités admises du champ p. Un 
bonne borne inférieure sera obtenue si l’on définit p en sorte que 


W(x, y, z) + div p — p? = constante. 
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Summary 


The starting point of the present paper is a simple method of PayNE-WEINBER- 
GER to obtain lower bounds for the first eigenvalue of a membrane through com- 
parison with the Rayleigh principle for homogeneous strings. A generalization of 
this idea to auxiliary non-homogeneous strings leads to a maximum principle (7) 
(of which an inequality of Barrta-PöLva is a special case) or (7’); in its form (8), 
it was essentially known (although with some unnecessary restrictive hypotheses) 
to M. H. PROTTER in 1958. — This principle is closely related to the Thomson 
principle of boundary value problems; in particular, the allowed discontinuities of 
the concurrent vector fields (in the formulation (7’)) are the same as in THomson’s 
principle. — Some applications of the principle to the calculation of rather sharp 
lower bounds are indicated, as well as an intuitive physical interpretation (in terms 
of variation of masses and constraints). It is valid in three dimensions as well; we 
indicate its extension to SCHRÖDINGER’S equation. 


Post-scriptum 


(a) Complément au § 4.3.3 et au $ 10: la formulation vectorielle du principe 
de maximum admet également une interprétation physique simple. 

(b) On aura avantage à lire aussi le travail, très voisin, de M. H. PRoTTER: 
Vibration of a nonhomogeneous membrane, Pacific J. Math. 9, 1249-1255 (1959). 


(Regu: le 6 février 1960.) 


Uber den Zusammenhang zwischen der Fliessbedingung 
eines starrplastischen Körpers und seinem Fliessgesetz 
Von Hans ZIEGLER, ETH, Zürich 


1. Einleitung 


In der Plastizitätstheorie wird heute angenommen, dass zwischen der 
Fliessbedingung eines Körpers und seinem Fliessgesetz eine enge Verknüpfung 
bestehe. Diese ist erstmals von KR. v. Mises [1]!) postuliert worden und wird 
gewöhnlich als Theorie des plastischen Potentials bezeichnet. Man kann sie, 
wenn man sich auf starrplastische Körper beschränkt, in der von W. PRAGER 
([2], S. 18) verallgemeinerten Gestalt, aber ohne Verwendung der Potential- 


funktion, etwa wie folgt formulieren: 


1) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 426. 
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Es seien g, (k = 1, 2,..., ) die verallgemeinerten Verformungen des starr- 
plastischen Körpers, das heisst ein Satz von Lagekoordinaten, welcher seine 
Deformation mit der gewünschten Genauigkeit beschreibt. Ferner set (unter 
Verwendung der bekannten Summationsregel) 


dA = 0,44; (1. | 


die elementare Deformations- bzw. Dissipationsarbeit. Dann kann man die: 
Q, (k=1,2,...,n) als verallgemeinerte Kräfte bzw. nach W. PRAGER als; 
verallgemeinerte Spannungen bezeichnen. Sowohl der Verformungs- wie der! 
Spannungszustand lassen sich durch Punkte mit den Fahrstrahlen q bzw. QM 
im n-dimensionalen euklidischen Spannungsraum À, darstellen. Definiert man 


hier zum Zwecke der Metrisierung das Skalarprodukt zweier Vektoren mit 
Org 0 a (1.28 
so ist die elementare Dissipationsarbeit (1.1) durch 
aA = Q- dg (1.33 


gegeben. Es entspricht dann jedem verallgemeinerten Verformungs- bzw.) 
Spannungszustand g, bzw. Q, ein Vektor q bzw. Q oder, wie wir im folgender 
auch sagen werden, ein Punkt q bzw. Q in R, und umgekehrt. 

Betrachtet man den Körper in einem gegebenen Stadium des Verformungssf 
prozesses, so lassen sich vom momentanen Spannungszustand aus gewisses 
andere ohne plastischen Fluss realisieren. Diese sollen als aplastische Spannungs 


zustände und die Gesamtheit ihrer Bildpunkte in R, als aplastischer Bereich Ri 
bezeichnet werden. Ferner sei unter einem aplastischen Spannungsinkremem 
dQ* ein solches verstanden, das zwei benachbarte aplastische Spannungszu! 
stände Q und Q’ ineinander überführt. Die Fliessgrenze, eine Hyperfläche it 
R,, wird dann als Oberfläche des aplastischen Bereiches durch diejenigerk 
aplastischen Punkte Q gebildet, für die nicht jedes hinreichend kleine Span 
nungsinkrement dQ aplastisch ist. Liegen die benachbarten Punkte Q und 
an der Fliessgrenze, dann nennt man das aplastische Spannungsinkrement dQ 
neutral. Liegt von den beiden Punkten genau einer an der Fliessgrenze, dan 
stellt dQ* eine Entlastung bzw. Belastung dar. 


Für die im aplastischen Bereich R,, aber nicht an der Fliessgrenze liegende: 
Spannungspunkte ist das Verformungsinkrement dq null. Für die Punkte a: 
der Fliessgrenze kann es gleich oder ungleich null sein. Bezüglich seiner Rich 
tung gelten folgende Sätze: 


Satz 1: Mit Q’ und Q” ist auch jeder Spannungszustand 
DO AOL ON wl Ocean (1. 
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aplastisch. Mit anderen Worten: Mit zwei beliebigen Punkten Q’ und Q” liegt 
auch ihre ganze Verbindungsstrecke im aplastischen Bereich, das heisst der 
aplastische Bereich ist konvex. 


Satz 2: Ist Q ein Spannungszustand an der Fliessgrenze und dQ* ein be- 
liebiges aplastisches Spannungsinkrement, das vom wirklichen Spannungsin- 
krement dQ völlig unabhängig ist, so gilt 


dQ* -dq <0. (1.5) 


Mit andern Worten: Die Normalprojektion des Verformungsinkrements auf 
jedes mit dem wirklichen Spannungszustand verträgliche, aplastische Span- 
nungsinkrement ist nichtpositiv. 


Satz 3: Für das wirkliche Spannungsinkrement dQ gilt 
dQ-dq 20. (1.6) 


Das heisst: Die Normalprojektion des Verzerrungsinkrements auf das wirk- 
liche Spannungsinkrement ist nichtnegativ. 

Die hier gewählte Gestalt der Sätze 1 bis 3 ist mit einer Formulierung von 
D. C. DRUCKER [3] äquivalent. Sie vermeidet die Benützung der Fliessfläche 
mit ihren allfälligen Singularitäten und ins Unendliche reichenden Teilen und 
lässt sich zudem leicht auf den Funktionenraum übertragen. Wird R, in Q 
durch ein reguläres Stück der Fliessfläche begrenzt, so folgt aus (1.5), dass dq in 
ihre äussere Normale fällt. Hat die Fliessflache in Q eine Kante oder Ecke, so 
kann diese nach (1.4) nur ausspringend sein; dq wird durch (1.5) auf den 
Winkelraum beschränkt, der durch die Grenzlagen der äusseren Normale bei 
der Annäherung an Q gebildet wird, und schliesst zudem nach (1.6) mit dQ 
einen nichtstumpfen Winkel ein. 


2. Problemstellung 


R. v. Mises hat den durch die Sätze 1 bis 3 beschriebenen Sachverhalt 
anders ausgesprochen. Hervorzuheben ist vor allem, dass er ihn ausdrücklich 
als Hypothese und zudem unter Beschränkung auf ein Raumelement statuiert 
hat, indem er als Verformungen g, und Spannungen (0, die lokalen Verzerrungs- 
komponenten &,, und die Spannungskomponenten o,, benützte. Es ist das 
Verdienst von W. PRAGER, die Theorie im Sinne von Abschnitt 1 verallgemei- 
nert zu haben. Gegenüber der v. Misesschen Fassung bedeutet dies eine 
wesentliche Erweiterung, deren praktische Bedeutung auf der Hand liegt; am 
hypothetischen Charakter der Theorie ändert aber diese Neufassung nichts. 

Es sind bisher drei Versuche unternommen worden, die Sätze 1 bis 3 zu 

begründen. Zunächst haben J. F. W. BıshoP und R. Hırı [4] gezeigt, dass die 
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Sätze 1 und 2 für das polykristalline Raumelement aus einer plausiblen Hypo- 
these über das Verhalten des Einkristalls beim plastischen Gleiten folgen. 
Sodann hat D. C. DRUCKER [3] nachgewiesen, dass sie in der v. Misesschen 
Fassung richtig sind, wenn man über das Verhalten des Raumelements zwei 
Voraussetzungen machen darf. Er postuliert, dass dann, wenn man am be- 
liebig vorbelasteten Element eine zusätzliche Belastung langsam anbringt und 
wieder entfernt, die durch diese Zusatzlasten geleistete Arbeit während der 
Belastung positiv und über den ganzen Prozess nichtnegativ sei. Diese Voraus- 
setzungen sind indessen nicht ganz so selbstverständlich, wie sie scheinen 
mögen. So ist zum Beispiel ein Element aus einem Material mit dem Span- 
nungs-Dehnungs-Diagramm von Figur 1, wenn es in einachsigem Zug bis an 


€ 
Figur 1 


Spannungs-Dehnungs-Diagramm eines starrplastischen Materials mit Verfestigung. 


die Fliessgrenze o, vorbelastet wird, unter konstant gehaltener Belastung ;[ 
im labilen Gleichgewicht, da sich mit dem Beginn des Fliessens infolge der : 
Querkontraktion die Normalspannung erhöht. Um den Vorgang quasistationär | 
zu halten, muss eine zusätzliche Druckkraft eingeführt werden, und wenn die} 
bei B einsetzende Verfestigung genügend stark ist, gibt es auf dem zugehörigen 
Teil des Diagramms einen Punkt C, in dem die Zusatzlast wieder auf null ab- 
sinkt. Ihre Arbeit ist sowohl während des Aufbringens wie über den ganzen 
Zyklus negativ und erfüllt damit keines der beiden Postulate. 

Ein Versuch ganz anderer Art, die Sätze 1 und 2 zu begründen, wurde vom 
Verfasser [5] unternommen, und zwar im Rahmen einer Erweiterung der} 
Theorie irreversibler Prozesse von L. ONSAGER [6]. Auch diese Beweisführung: 
beruht auf zwei Postulaten, nämlich auf der Annahme, dass sich irreversibl 
Vorgänge unter mikroskopischen Schwankungen abspielen, die erstens selbst 
reversibel und zweitens im Vergleich zu den Molekularbewegungen langsam] 
sind. Das sind im wesentlichen die Voraussetzungen, die schon der Onsager- 
schen Theorie zugrunde liegen. Aus ihnen kann meines Erachtens auf di 
Richtigkeit der Sätze 1 und 2 direkt in ihrer verallgemeinerten Pragersche 
Form geschlossen werden. Die in [6] angewandte Schlussweise macht aber vo 
statistisch-thermodynamischen Anschauungen Gebrauch und liegt damit aus: 
serhalb der Mechanik im engeren Sinn. Sie ist zudem zweifellos im einzelner 
noch verbesserungsfähig. Tatsache ist jedenfalls, dass sie zurzeit noch nicht 
als anerkannt gelten kann, auch wenn sie kaum auf Kritik gestossen ist. 


Vol. XI, 1960 Zusammenhang zwischen der Fliessbedingung eines Körpers 417 


In dieser Situation scheint es nicht unangebracht, sich für einmal zu be- 
scheiden und unter Verzicht auf alle physikalischen Postulate wenigstens in 
aller Strenge nachzuweisen, dass aus der Annahme, die Sätze 1 bis 3 seien in 
der v. Misesschen Fassung, das heisst für das Raumelement richtig, auch ihre 
Gültigkeit in der Pragerschen Verallgemeinerung, das heisst im Sinne von 
Abschnitt 1 folgt. Dieser Nachweis soll im folgenden gebracht werden, und 
zwar unter Verwendung einer neulich von J. L. SYNGE [7] in anderem Zusam- 
menhang beschriebenen Darstellungsart. 


3. Ein Beispiel 


Zunächst soll ein Beispiel, das von W. PRAGER ([2], S. 44) diskutiert 
worden ist, die Sätze 1 bis 3 illustrieren und gleichzeitig als Testfall für 
die weitere Orientierung dienen. Für ein einzelnes Raumelement kann man 
als Verformungen die Hauptdehnungen ¢,, ¢,¢, und als Spannungen die 
Hauptspannungen oj, 0,3, 0, verwenden, da dA = a; de, die elementare Dissi- 
pationsarbeit ist. Unter der bekannten Fliessbedingung von R. v. Mises ist der 
aplastische Bereich R, ein Kreiszylinder vom Radius (2/3)1'2 9, wenn o, die 
Fliessgrenze für den linearen Spannungszustand bezeichnet, und die Achse 
dieses Zylinders bildet mit den positiven Koordinatenachsen in R, gleiche 
Winkel. Unter der Fliessbedingung von H. TRESCA dagegen ist R, ein reguläres 
Prisma mit hexagonalem Querschnitt, das dem v. Misesschen Zylinder einge- 
schrieben ist. Figur 2 zeigt beide Körper, in axialer Richtung betrachtet, und 
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Figur 2 
Aplastische Bereiche nach R. v. Mises bzw. H. TRESCA im Hauptspannungsraum. 


zwar unter der Annahme, dass noch keine Verfestigung stattgefunden habe. 
Satz 1 ist offensichtlich in beiden Fällen erfüllt, und nach Satz 2 ist der Vektor 
de,, de,, de, des Verzerrungsinkrements entweder normal zur Oberfläche nach 
aussen gerichtet, oder er ist normal zu einer Kante, liegt im äusseren Winkel- 
raum, der durch die Normalebenen durch diese Kante zu den anschliessenden 
Bten gebildet wird, und zwar so, dass der Winkel zwischen ihm und dem 


Vektor do,, do,, do, nicht stumpf ist. 
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Es sei nun ein Balken mit rechteckigem Querschnitt aus diesem von 
jetzt an als idealplastisch vorausgesetzten Material auf Zug und Biegung 
beansprucht und hievon in Figur 3 eine Scheibe der Dicke 1 betrachtet. 


Figur 3 


Elementarscheibe des auf Zug und Biegung beanspruchten Balkens. 


Der Verformungs- und der Spannungszustand in dieser Scheibe sind in 
Wirklichkeit kompliziert und werden, falls man die Längeneinheit hinrei- 
chend klein gewählt hat, durch je sechs von y und z abhängige Verzerrungs- 
bzw. Spannungskomponenten beschrieben. Man kann aber das Problem im 
Sinne der Festigkeitslehre durch die Annahme vereinfachen, dass die Quer-: 
schnitte bei der Verformung eben bleiben und sich wie starre Körper bewegen. . 
Um mit der Inkompressibilität des Materials nicht in Konflikt zu kommen, ‚| 
muss man sich dabei freilich vorstellen, dass der Zusammenhang zwischen den 
Längsfasern gelöst sei, und das ist natürlich nur dann erlaubt, wenn der Span-- 
nungszustand im wesentlichen linear mit x als Achse ist. Wie Figur 4 zeigt, ‚| 
wird die Verformung der Scheibe in dieser Näherung durch die Dehnung e sowie } 
die Krümmung der elastischen Linie, nämlich den Winkel x zwischen deni} 
beiden Stirnflächen, beschrieben, und die zugehörigen verallgemeinerten Span- 
nungen sind die Normalkraft N sowie das Biegemoment M, da die elementare: 
Dissipationsarbeit durch dA = N de + M dx gegeben ist. 


€ 
| 
Iz 
jr 
Figur 4 Figur 5 
Verformung der Scheibe. Plastische Spannungsverteilungin der Scheibe > ; 


Da das Material als starrplastisch vorausgesetzt ist, kommt es zur Verfor-[ 
mung gemäss Figur 4 erst dann, wenn der ganze Querschnitt plastisch geworde 
ist. Die Lage der neutralen Faserschicht ist durch 7 gegeben, und die Normal 
spannung ist bei Beginn des Flusses gemäss Figur 5 über den Querschnitt} 
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verteilt. Dabei gilt, wie man leicht überprüft, 


E=7H (3.1) 
und 
(te by = b pa > h h 
N=+2bro, M-+42 #49). (-4<r<}) (82 
bzw. 
N=+bho, M=0 (r<-}, +2). (3.3) 


Der aplastische Bereich R, wird also (Figur 6) durch die beiden Parabeln 


b h2 N 2 
M=+-; all (3.4) 
begrenzt. Er ist konvex, und man überzeugt sich leicht davon, dass das Ver- 
formungsinkrement de, dx in die äussere Normale bzw. in einen der beiden 
schraffierten Winkelräume, beim Abwandern des Spannungspunktes aus einer 
Ecke aber auf den näheren Rand des zugehörigen Winkelraumes fällt, so dass 
auch in dieser Darstellung die Sätze 1 bis 3 gelten. 


M 


Figur 6 


Aplastischer Bereich für die auf Zug und Biegung beanspruchte Scheibe. 


Wie in diesem Beispiel, so wird auch in jedem anderen Fall der Übergang 
vom wirklichen Problem zur vereinfachten Darstellung gemäss Abschnitt 1 
dadurch vollzogen, dass man den Freiheitsgrad des Körpers beschränkt und 
nur Verformungen in Betracht zieht, die sich durch wenige Parameter 4, 
beschreiben lassen. Diese speziellen Verformungen brauchen nicht kinematisch 
zulässig, das heisst mit den kinematischen Randbedingungen, den Kontinui- 
tätsbedingungen und allenfalls der Forderung der Inkompressibilität verträg- 
lich zu sein, auch wenn die Vereinfachung natürlich um so brauchbarer ist, je 
weniger von diesen Bedingungen verletzt werden und je besser die zugehörigen 
Spannungszustände mit den wirklichen übereinstimmen. Die verallgemeinerten 

Spannungen Q,, welche den Verformungen g, entsprechen, ergeben sich aus der 
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Darstellung (1.1) der elementaren Dissipationsarbeit und werden im allge- 
meinen nicht statisch zulässig, das heisst mit allen dynamischen Randbedin- 
gungen sowie den Gleichgewichtsforderungen im Einklang sein. 


Um den aplastischen Bereich R, zu erhalten, muss man diejenigen Span- 
nungszustände im Körper angeben können, welche für verschiedene Verhält- 
nisse der Q, erstens an der Fliessgrenze liegen und zweitens mit den gewählten 
speziellen Verformungszuständen verträglich sind. Das ist um so leichter, je 
einfacher die durch die g, dargestellten Verformungszustände sind; auf alle 
Fälle steht und fällt mit dieser Möglichkeit die Brauchbarkeit der Vereinfa- 
chung. Es mag gelegentlich von Vorteil sein, wenn man den Körper als ela- 
stisch-plastisch betrachtet und von der elastischen Spannungsverteilung aus 
auf diejenige an der Fliessgrenze schliesst. Für das Folgende ist indessen nur 
die Spannungsverteilung an der Fliessgrenze von Bedeutung, und es ändert 
sich an den Ergebnissen nichts, wenn man sich vorstellt, dass bei gegebenem 
Verhältnis zwischen den Q, der Spannungsverlauf unterhalb und an der Fliess- 
grenze nur in der Intensität, nicht aber in der Form verschieden sei. 

Der plastische Fluss setzt im besprochenen Beispiel erst dann ein, wenn 
alle Elemente der Scheibe an der Fliessgrenze angelangt sind. Im allgemeinen 
ist dies nicht nötig. Wenn etwa der ganze Balken betrachtet und angenommen 
wird, dass nur die Scheibe von Figur 3 gefährdet sei, dann liegt ein Beispiel 
für den Fall vor, wo der Körper als solcher die Fliessgrenze erreicht, ohne dass 
dies alle seine Elemente tun. 


4. Der lokale Spannungszustand 


Um den am Schluss von Abschnitt 2 in Aussicht gestellten Beweis zu: 
erbringen, seien die Verzerrungs- und Spannungskomponenten in einem belie- + 
bigen Element des betrachteten Körpers mit e,, bzw. o,, bezeichnet und durch: 
die Vektoren e bzw. s im neundimensionalen euklidischen Spannungsraum Rg , 
dargestellt. Definiert man hier das Skalarprodukt mit 


sce=0,8&,, (4.1) )F 


so ist die elementare Dissipationsarbeit je Raumeinheit durch 


44e O;; de; = S- de (4.2) 

gegeben. | 

Mit Rücksicht auf die Symmetrie der Tensoren e;; und o,, liegen die Vekto 
ren e und s in Wirklichkeit in einem sechsdimensionalen linearen Unterraumi 
Rs von Ry. Hier entspricht jedem Verzerrungs- bzw. Spannungszustand e;; 
bzw. o;, ein Vektor e bzw. s und umgekehrt, und der aplastische Bereich win 
wie in Abschnitt 1 definiert. Er kann sich wie in den Fällen von Figur 2 in 
Unendliche erstrecken; so schliesst man ja gewöhnlich plastischen Fluss unte 
einem hydrostatischen Spannungszustand aus, ; 
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Es sei von jetzt an vorausgesetzt, dass für den lokalen Spannungszustand 
und das zugehörige Verzerrungsinkrement die Sätze 1 bis 3 gelten. Dann ist 
erstens nach (1.4) mit s’ und s” auch jeder Spannungszustand 


Sr Stes aes ie Oel) 
oder in anderer Schreibweise mit oi; und 6;; auch jeder Spannungszustand 
=O) (0 << EU) (4. 3) 


aplastisch. Zweitens gilt nach (1.5), wenn s bzw. o;; ein Spannungszustand an 
der Fliessgrenze und ds* bzw. do}, ein beliebiges aplastisches Spannungsinkre- 
ment ist, für das wirkliche Verzerrungsinkrement de bzw. de;; die Ungleichung 
ds* - de < 0 oder 


do* de,, <0. (4.4) 


Drittens gilt nach (1.6) fiir das wirkliche Spannungsinkrement ds bzw. de die 
Ungleichung ds - de > 0 bzw. 
do;,;de,;,; 20. (4.5) 


Diese Voraussetzungen sind insbesondere in den beiden Fallen erfiillt, die 
in Abschnitt 3 im Zusammenhang mit Figur 2 diskutiert worden sind. 


5. Der globale Spannungszustand 


Der Verformungs- und der Spannungszustand des ganzen Körpers werden 
durch die von den Koordinaten x, y und z abhängigen Funktionen e;,, bzw. 0; 
dargestellt, und diese lassen sich [7] als Vektoren E bzw. S im Funktionen- 
raum F interpretieren. Da die elementare Dissipationsarbeit durch das über 
den ganzen Körper K erstreckte Raumintegral 


dA = foi, de,, dv (5.1) 
1 


gegeben ist, empfiehlt es sich, für die Metrisierung des Funktionenraums das 
Skalarprodukt hier durch 
S-E =| Oy Ey a (5.2) 
K 


zu definieren. Diese Definition ist zulässig (vgl. [7], S. 37), da ihr zufolge, wie 
man leicht überprüft, das kommutative Gesetz $-E=E-sS, das distributive 
S:(E+ E')=S-E+S-E’, die Beziehung $-O = 0 für die Multiplikation mit 
dem Nullvektor und schliesslich das assoziative Gesetz (a $):E=a(S-E) für 
die Multiplikation mit einem Skalar gilt. Die Metrik in F ist dann positiv 
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definit, und die elementare Dissipationsarbeit (5.1) ist durch 


dA=S:dE (9) 
gegeben. 

Jedem Verformungs- bzw. Spannungszustand im Körper K entspricht ein 
Vektor im Funktionenraum. Dabei beschränkt sich diese Darstellung keines- 
wegs auf kinematisch zulässige Verformungs- und statisch zulässige Spannungs- 
zustände; vielmehr sollen alle denkbaren Zustände zugelassen sein, für welche 
die Integrale (5.1) und (5.2) existieren. Der aplastische Bereich F im Funktio- 
nenraum wird analog wie in Abschnitt 1 definiert. Er kann sich ins Unendliche 
erstrecken; so nimmt man ja gewöhnlich an, dass kein plastischer Fluss auf- 
trete, wenn der Spannungszustand überall in X hydrostatisch ist. Im allge- 
meinen werden gewisse Elemente des Körpers X schon für Spannungszustände 
S plastisch, die noch nicht an der Fliessgrenze liegen. Plastischer Fluss ist aber 
erst möglich, wenn ein genügend grosses Teilgebiet von K plastifiziert ist, und 
bei Fliessbeginn befinden sich im allgemeinen die Elemente von K in gewissen 
Teilbereichen an ihrer Fliessgrenze, in anderen noch darunter. 

Es sei nun angenommen, dass Satz 1 zwar für jedes Element von k, aber 
nicht für den ganzen Spannungszustand gelte. Dann gibt es zwei aplastische 
Spannungszustande S’ und S$” sowie einen Wert a so, dass der Spannungs- 


zustand 
S=S'’+a(S’—S), (Oz 1) (5.4) 


nicht aplastisch ist. Das ist aber nur möglich, wenn in wenigstens einem Ele-- 
ment von K die Fliessgrenze überschritten, mithin im Widerspruch zur erster il 
Annahme von Abschnitt 4 der Spannungszustand (4.3) nicht aplastisch ist, ‚[ 
obschon es die Spannungszustände o/, und of; sind. 

Ebenso einfach ist der Nachweis, dass für einen Spannungszustand S$ ani} 
der Fliessgrenze, ein beliebiges aplastisches Spannungsinkrement 4S* und dasq 
wirkliche Verformungsinkrement dE die Ungleichung 


ASaE = 0 (5.5) 
bzw. nach (5.2) 


| do de; du < 0 (5. 6X} 
K 


besteht, falls fiir jedes Element von K Satz 2 richtig ist. Man kann nämlich| 
diese Elemente in zwei Gruppen einteilen, je nachdem sie unter dem wirkliche 
Spannungsinkrement dS fliessen oder nicht. Für die Elemente der zweite 
Gruppe ist de,, = 0; sie liefern also keine Beiträge zum Integral (5.6). Für 
die] enigen der ersten Gruppe gilt (4.4), da dS* nur mit allen do*; aplastisch ist | 
ihre Beiträge zu (5.6) sind demnach nichtpositiv. | 


Royer 
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Schliesslich folgt aus der Gültigkeit von Satz 3 für jedes Element von X, 
dass für das wirkliche Spannungsinkrement dS die Ungleichung 


aS -dE=>0 (527) 
bzw. 
| do; ; de; ; dv = 0 (5.8) 
E 
besteht. Die unter dS nichtfliessenden Elemente leisten nämlich keine, die 


übrigen nach (4.5) nichtnegative Beiträge zum Integral (5.8). 
Somit hat man 


Satz 4: Gelten die Sätze 1 bis 3 für das Raumelement, dann sind sie auch 
für die Darstellung des ganzen Verformungs- und Spannungszustandes im 
Funktionenraum richtig. 


6. Behandlung im linearen Unterraum 


Wie in Abschnitt 3 ausgeführt wurde, bedeutet der Übergang vom wirklichen 
Problem zur vereinfachten Darstellung von Abschnitt 1 die Beschränkung auf 
Verzerrungszustände, die sich durch Überlagerung aus n speziellen, voneinander 
unabhängigen Zuständen gewinnen lassen. Im Funktionenraum bedeutet dies 
stets die Restriktion auf einen linearen Unterraum 7, (vgl. [7], S. 28), der den 
Ursprung enthält und durch eine orthonormale Basis I, (k=1,2,..., n) dar- 
gestellt werden kann, so dass 

E=(E-L)T, (6.1) 
ist. Die zugehörigen Spannungszustände werden im allgemeinen nicht durch 
Vektoren S aus F, dargestellt. Indessen kann ein beliebiger Spannungszustand 
S (vgl. [7], S. 61) gemäss 

DNS, 8 = (SAT) 1 (6. 2) 

in seine Normalprojektion S’ auf F, und einen zu F, orthogonalen Vektor $, 

zerlegt werden, und da nach (5.3), (6.1) und (6.2) die elementare Dissipations- 
arbeit durch 

dA=S-dE=(S-L)(dE-L)=S/-dE (6. 3) 

gegeben ist, liegt die Vermutung nahe, dass dennoch die Behandlung im linearen 


Unterraum 7, möglich sei. | 
Diejenigen Vektoren S’, die durch Normalprojektion aus aplastischen 


Spannungszuständen S hervorgehen, bilden die Normalprojektion F' des apla- 
stischen Bereiches F auf F,. Ein Punkt, der F’ nicht angehört, kann nicht durch 


Projektion eines Punktes aus F erhalten werden. Somit gilt 
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Satz 5: Die Normalprojektion dS*’ jedes aplastischen Spannungsinkre- 
ments 4S* liegt im Bereich Fr. 

Ferner ist nach (6.2) die Normalprojektion des Vektors S = $,+a (S,—S;) 
durch S’ = S{ + a (S; — Si) gegeben. Daher gilt 


Satz 6: Mit dem aplastischen Bereich F ist auch seine Normalprojektion F4 
auf den linearen Unterraum F, konvex. 

Die Beschränkung auf die speziellen Verformungszustände (6.1) hat zur 
Folge, dass für plastischen Fluss nur diejenigen Punkte S auf der Fliessgrenze 
in F, das heisst auf der Oberfläche von F, in Betracht zu ziehen sind, für die 
mindestens ein Verformungsinkrement dE dem linearen Unterraum 7, ange- 


hört, mithin von der Gestalt 
dE=(dE-L)I (6.4) 


ist. Stellt dann dS* ein beliebiges aplastisches und dS das wirkliche Spannungs- 
inkrement dar, so gilt analog zu (6. 3) 


dS*.dE=dS*.dE, dS-dE=dS'-dE (6.5) 
und nach (5.5) bzw. (5.7) 


dS*'.dE<0. dS’-dE=0. (6.6) 


Aus der ersten Ungleichung (6.6) folgt zunachst, wenn man noch Satz 5) 
beachtet: 


Satz 7: Diejenigen Spannungszustände, welche an der Fliessgrenze liegen ı 
und mit Verformungszuständen der Gestalt (6.1) verträglich sind, ergeben beiif 
der Normalprojektion auf F, die Randpunkte des Bereiches Fi 

Damit ist die Möglichkeit der Behandlung im Unterraum F, nachgewiesen,, 
und die Sätze 6 und 7 sowie" die Ungleichungen (6.6) können schliesslich wie} 
folgt zusammengefasst werden: 

Satz 8: Bei Beschränkung der Verformungszustände E im linearen Unter- 
raum F, von F kann man ganz in diesem Unterraum arbeiten, wenn man die 
Spannungszustände § und den aplastischen Bereich F durch ihre Normalpro- 


jektionen 8’ bzw. F’ ersetzt. In den projizierten Grössen gelten die Sätze 1 bis 35 


7. Der verallgemeinerte Spannungszustand 


Wir verfügen jetzt hinsichtlich der verallgemeinerten Verformungszustände 
von Abschnitt 1 über zwei Darstellungen, nämlich durch Punkte E in Fy 
sowie durch Punkte q in R,. Ferner gehört zu jedem Spannungszustand, wel 
cher mit dieser Einschränkung der Verformung verträglich ist, ein Bildpunkt $) 
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in F, und ein solcher Q in R,. Diese Bildpunkte stellen nicht die ganzen 
Spannungszustände dar, nach (1.3) und (6.3) aber diejenigen Anteile hievon, 
die bei Verformungen der hier betrachteten speziellen Gestalt Arbeit zu leisten 
vermögen. Im Hinblick auf die Eindeutigkeit der virtuellen Arbeit entspricht 
einem gegebenen Spannungszustand nur je ein einziger Bildpunkt in den 
Spannungsräumen F, und R,. Zwischen den Punkten S$’ und Q besteht also 
eine umkehrbar eindeutige Zuordnung. Da die beiden Punkte den gleichen 
Spannungszustand darstellen, müssen zudem beide gleichzeitig innerhalb, aus- 
serhalb oder auf der Oberfläche des zugehörigen aplastischen Bereiches F’ 


bzw. R, liegen. Damit entspricht insbesondere einem aplastischen Spannungs- 
inkrement dS* in F, ein solches dQ* in R,. 

Da das Skalarprodukt in beiden Räumen F, und R, durch die Deformations- 
arbeit definiert ist, hat es für entsprechende Vektorpaare S’, dE bzw. Q, dq den- 
selben Wert. Somit folgt aus (6.6) die Richtigkeit von Satz 2 und 3 auch in der 
ursprünglichen Form (1.5) bzw. (1.6) von Abschnitt 1. Nimmt man ferner an, dass 
in 7, mit S$’ und §” auch jeder Punkt (5.4) im Inneren der Verbindungsstrecke 
von S’ nach S” aplastisch sei, so folgt dies sofort auch für die Bildpunkte Q’, Q” 
und Q in R,. Um schliesslich noch zu zeigen, dass Q im Inneren der Strecke 
von Q’ nach Q" liegt, beachten wir, dass man die Ortsbeziehung (5.4) zwischen 
_ 8’, S” und S bei geeigneter Wahl der orthonormalen Basis 1, in F, auch durch 
die Feststellung ausdriicken kann, dass 


(SSII 20, (S=S) 71> 0 (7.4) 


sei, während die entsprechenden, mit den übrigen Einheitsvektoren gebildeten 
Skalarprodukte sämtlich verschwinden. Mit Rücksicht auf die Übereinstim- 
mung des Skalarproduktes in den Räumen 7, und R, geht die orthonormale 
Basis I, von F, in eine solche J, von R, über, und es folgt aus (7.1), dass 


CeO ea 0,2007, 0 (7.2) 


ist, während die entsprechenden Produkte mit den übrigen Einheitsvektoren 
verschwinden. Damit ist aber bewiesen, dass mit F’ auch R, konvex ist, und 
es kommt daher schliesslich 

Satz 9: Gelten die Sätze 1 und 2 für das Raumelement, dann sind sie auch 
für die Darstellung der verallgemeinerten Verformungen und Spannungen in 
R, richtig. 


Abstract 


This paper supplies a proof, free of any physical assumptions, that v. Mises’ 
theory of the plastic potential, if valid for the elements of a rigid-plastic body, also 
holds for the representation in generalized strains and stresses. 
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Laminar-Film Condensation on a Flat Plate in the Absence 
of a Body Force 


By RoBERT D. Cess, Pittsburgh 35, Pa., U.S.A.!) 


1. Introduction 


Analyses of laminar-film condensation generally deal with condensation of & 
saturated vapor on a surface located within a gravitational field and with negligibl 
vapor velocity. This problem was originally studied by Nusserr [1]?) for the caseq 
of a vertical flat plate, and both fluid acceleration and thermal convection withi 
the liquid film were neglected. SPARROW and GREGG [2] have recently obtained & 
solution to this problem without neglecting acceleration and convection effects: 
This was accomplished through application of boundary-layer techniques anc 
subsequent utilization of a similarity transformation. 

A further consideration of laminar-film condensation on vertical surfaces i 
volves a finite vapor velocity. Here the motion of the liquid film is affected by botl 
the gravitational body force and the sweeping effect of the vapor. In this situation 
a similarity transformation does not exist, and a complete solution to the problem 
would be quite complicated. Only approximate solutions have been obtained basee 
upon the assumption that the shear stress at the liquid-vapor interface is a constant 
known quantity?). 


!) Heat Transfer and Flow Section, Mechanics Department, Westinghouse Research Laboré 
tories. 


2) Numbers in brackets refer to References, page 433. 
3) For example, see Reference [3]. 
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The purpose of the present paper is to investigate laminar-film condensation 
on a flat plate for the case in which no body force is present. The motion of the 
liquid film therefore results solely from the sweeping effect of the adjacent vapor. 
This problem is illustrated in Figure 1. A saturated vapor at temperature T,, flows 


NZ 


Figure 1 


Physical model and coordinate system. 


with a free-stream velocity U, across a cooled flat plate having a constant surface 
temperature 7,,. The vapor condenses on the plate surface produeing a liquid film 
of thickness 6. 

Physically, such a situation can occur in one of two ways. First, if the plate is 
oriented normal to any acting body force; for example, if the plate is placed 
horizontally in a gravitational field. The second situation involves the complete 
absence of a body force as would occur in a nonrotating space vehicle. 


2. Basic Equations 


It will be assumed that a continuous laminar film of condensate exists. Let u 
and v be the velocity components of the liquid, and U and V be those of the vapor. 
Temperature is denoted by T. For y < 6 the equations expressing the conservation 
of mass, momentum, and energy may be written as 


Ou Ov 
See ra =i 1 
Oe dy (7) 
du du ou 
len gen 2 
OT Oy : (ies © (2) 
oT it 0 „er G) 
CAE PEN CONS RE TT 


while for the vapor (y > ö) the continuity and momentum equations become 


OU OV 
3 —_ = 0 4 
Ox Ov (4) 
OU OU U 
Zi ee 5 
AU, 0 ya (5) 


The quantities « and v are the thermal diffusivity and kinematic viscosity, respec- 
tively. Further, the nomenclature will be adopted that a physical property with no 
subscript refers to the liquid, whereas the subscript v denotes the vapor. | 
The boundary conditions at the plate surface are u = v — 0 ande They while 
T= 7, for y = 6 and U = U, for y = oo. Three additional boundary conditions 
are necessary. Across the liquid-vapor interface both velocity and shear stress 
must be continuous, so that within the framework of boundary-layer theory u = U 
and u du/dy = u, 0U/dy for y = à, where y is the dynamic viscosity. In addition, 


SSS 
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continuity of mass across y = 6 requires that 


oe i. 


vith o denoting density. | 
x Equations (1) and (4) are satisfied by introducing stream functions y and # 
defined by the relations 
Ov 
u = a y = — ci ; i = V =— ya 
oy? Ox dy Y 
Defining further = 
4 à ee CUS 

! == ar F = —— O(n) = = a N a 3% ; PAS 
nm) (7) Vs is x TS 1e, x 


P= 
equations (2), (5), and (3) transform, respectively, to the ordinary differential 
equations 


) 


1 OPA [14 

rea (ejrree 9 
1 1 " NM 
a en or (7) 
‘A TERE il Des a 8) ) 
ae 2 

The boundary conditions become 
HO ND) mo (9a)) 


fm) = (24) Fin)» Fa) = Fin)» 10) = (222) Find, Om) 0, (90) 


il) = il, (90) 

where 75 = 0 Ur, # « 
One may note that equations (7) and (9b) are analogous to vectored blowing o: 
suction, where in this case the vectored blowing or suction is specified at n = nad 
rather than 7 = 0. In view of this result, consider a function G(n) defined by 


GN + 5 GE = W (10% 
with the boundary conditions 
G(0) = G,, G (Uy; Che) = 1, 


w’ 
This corresponds to the problem of normal blowing or suction as treated by Em: 
MONS and LEIGH [4], and it has been shown that vectored blowing or suction car 
be determined from the solution of equation (10) with its boundary conditions 
through use of a fictitious origin for 7. Consequently, the solution of equation (7 
may be written as 

Fy) = Gln =), (12 


where y and the appropriate value for G,, are constants to be determined from th: 
boundary conditions at n = np. 
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The quantity 7; remains to be evaluated, and this may be accomplished in the 
same manner as considered by SPARROW and GREGG [2]. An over-all energy balance 
on the liquid film yields 

x ö ù 
DO ; (OP ac 
A | lend 4 ait — 0 hee | udy+oc, / u (Io — T) dy, 


0 0 0 


where c, is the specific heat of the liquid at constant pressure, k is the thermal 
conductivity, and h,, denotes the latent heat of condensation. Writing this in 
terms of the boundary-layer variables, and lern Att = T,, there isobtained 


v EAN 1 (ns) 

£ ee in). 12 
| y, | | Pr | 2 O'(N5) (12) 
with Pr representing the Prandtl number (Pr = v/a). Thus, a fixed value of ny defines 
the parameter on the left-side of this equation. 


3. Approximate Solution 


The solution of the preceding equations can be obtained by numerically inte- 
grating equation (6) and matching this solution with equation (11) through use of 
the boundary conditions at 7 = 75. Equation (8) may then be solved through a 
separate numerical integration. Such a procedure would, however, be somewhat 
tedious in view of the number of parameters involved (o,/o, v,/v, ns, Pr), and an 
approximate solution will instead be considered. 

It may readily be verified that series solutions of equations (6), (7), and (8) are 
of the form 


v ? in 2 
Ce ; INGE. 
Zu ve meer, (14) 
IP: 
O(n) = 1 — © n + Fe + net... (15) 


where equation (14) follows from equations (10) and (11), GG (0) ane and a 
are constants. For all practical purposes, it will be necessary to evaluate equation 
(14) only in the neighborhood of 75 so as to satisfy the boundary conditions at 
n = ns. The assumption will now be made that No and (75 — y) are sufficiently small 
such that the preceding equations may be rewritten as 


tn = (2) Fone, (16) 
Fin) = Gy + (y, (17) 
O77) =1= 07. (18) 


Physically, the neglect of higher-order terms in equation ( 13) is the same as 
neglecting acceleration effects within the film, since equation (16) gives d?u/dy? zu) 
In turn, equation (18) neglects thermal convection within the film, and the resulting 


temperature profile is linear. 
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Equations (16), (17) and (18) contain five unknowns (B, y, 0, Guy Gj), and four 
of these may be evaluated from equations (9b) giving o = 1/n; and 


peace: a 
y =p (1 2), (19) 


(Gol fi f yp A 2 s 
com % (30-C3 Te ws 


The remaining unknown, G/, has been tabulated as a function of G,, by EMMONS | 


and Lercu [4], and an abbreviated listing of their results is given in Table 1. 
abled Valwesvor Gi) 

G,| © 1217102 oe ioe | 0s) rein | 

Gi |0-332 | 0-369 | 0-406 | 0-483 | 0:563 | 0-645 | 0-729 | 0-945 | 1-169 | 2-590 | 5-049 i 


Now, from equations (16) and (18), equation (12) gives 


A Ge lly 
aces oe Die 20 
76 B Cp, u) (24 


Further, for most physical applications (o,/o < 1) equation (19c) may be rewritten 


as 
G w 1 Vy 2 
G" = 2 » 15 


w 


and combining this with equations (19a) and (20) 


ee AG) aI arf 


w 


Employing Table 1, the quantity G/, is completely determined for a given value 0% 
the parameter 


yr (Ge) 
Dy! On Pr hr) 


1 


Asymptotic expressions may also be obtained for G7. 


(21) is very small, then G,, ~ 0 and 


If the right-side of equation 


G" = 0-332. (22: 


On the other hand, if the right-side of equation (21) is large, then G, ~ 2 Ge 
and equation (21) reduces to 


= 1 y \1/2 0 GH 
GC Ale TR nai naa a 
ee eg le (3; i,.) | 7 


4. Results 


The results of usual practical importance are the shear stress and heat transf 
at the plate surface. Consider first the local shear stress t, which is given by 


du 
res (etes ung | 
OY /y=0 Vo, Ung # (0) 
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From equations (16) and (19a), it is found that 
T 
nee 24 
Gus) : (24) 


where Re is the vapor Reynolds number defined as Re — Uc */,. 

The shear stress results are illustrated in Figure 2. For small values of the 
abscissa, a constant value is asymptotically approached given by equation (22) 
Equation (23) represents the asymptotic result for large values of the abscissa. 
One may note that since acceleration effects have been neglected the shear stress is 
constant throughout the film, and the results for + also apply at the liquid-vapor 
interface. 


6, 2 = 
6) — +—t 
=== Equation(23) 
4 —-—fquation(22) 
A 
ee 
Ee | 
) | = 
| ee —— 
| = L Ik 


0 = 1 a ee | | 
01 02 04 06 08 1 2 4 Bo) 
7 7 

| [2 jr (ef). 
| vl \\y Prhgg | 
Figure 2 


Variation of local shear stress. 


With respect to heat transfer at the plate surface, the local heat flux per unit 
area g is given by 
00) a 5 | 
g=—h (To — T,) (+ ) anh (To Ts) = @'(0) . 
v= 


w 
PN 


From equation (18), and writing the result in terms of a local Nusselt number 


SALE ne /R 


Combining this with equations (19a) and (20), then 
Nu ( _ : kan i( el. [(¢") gras (25) 
VRe \¥ F0 N» CAEN AI 


v 


A plot of the Nusselt number is shown in Figure 3. For small values of the 
abscissa, the asymptotic relation is found from equations (22) and (25) to be 


ala) Pe) (eval (26) 
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Upon combining equations (23) and (25) 


Nu 2 a ose (27) 


[Re \Vo 


12 
Su ET En RU EE Equation (27) | 
à —-— Equation (26) 
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| 06 
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Figure 3 


Variation of local Nusselt number. 


5. Discussion of Results 


It will be recalled that higher-order terms have been neglected in equation (13) 
and that this corresponds to negligible acceleration effects within the liquid film 
The neglect of acceleration terms is therefore permissible if the condition 


Ê 


7, <p n3 


is satisfied. From equation (20), this may be rewritten as 


In a similar manner, thermal convection within the film will be negligible only 
higher-order terms are small in equation (15), and this gives 


Cp AT 


Vig 


— < 12. 


À final requirement follows from equation (14) to be 
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Admittedly, the present results neglect any ripple effects within the liquid film, 
and this could be an important factor in the actual physical process. Nevertheless, 
the analysis gives an insight into the physical phenomena involved, and illustrates 
the effect of the various parameters. 
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Zusammenfassung 


Die laminare Strömung von gesättigtem Dampf über eine gekiihlte ebene 
Fläche wird untersucht für den Fall der Kondensation eines Films an der Ober- 
fläche. Es wird angenommen, dass keine Gravitationskraft vorliegt und dass die 
Bewegung des Kondensats lediglich durch die Reibung am strömenden Dampf 
hervorgerufen wird. Ergebnisse für die Scherkraft und die Wärmeübertragung an 
der Oberfläche werden mitgeteilt. Die wesentlichen Rechenergebnisse konnten in 
zwei Diagrammen zusammengefasst werden: Figur 2 gibt die zu erwartenden Schub- 
spannungen wieder, Figur 3 den Wärmeübergang. 


(Received: April 21, 1960). 


Signalfluss und Analogiedarstellung der Neutronenökonomie 
beim Abbrand von Reaktorbrennstoffen 


Von WALTER HÄLG, Zürich!). 


1. Allgemeine Bemerkungen 


Bei sämtlichen Untersuchungen, welche die Gestehungskosten der Atomenergie 
zum Gegenstand haben, bildet die Frage nach der ökonomischen Verwendung der 
im Reaktor vorhandenen Neutronen eine ausschlaggebende Rolle. Jedes Neutron, 
welches aus dem Reaktorkern entweicht oder welches nicht zur Einleitung einer 
Kernspaltung oder zur Umwandlung von nichtspaltbarem Stoff in spaltbare Kerne 
Verwendung findet, stellt ein Ausgabenposten in der Bilanz dar. Lewis?) hat ver- 
schiedentlich gezeigt, dass es zweckmassig ist, die Neutronenbilanz der Kernbrenn- 
stoffe von derjenigen der übrigen Reaktorbaustoffe einschliesslich Leckanteil 
separat zu betrachten. Man erreicht dadurch eine weitgehend universelle Behand- 
lungsweise der verschiedenen Reaktorkonzeptionen, weil sich der komplexe zeit- 
liche Ablauf von Neutronenproduktion und Neutronenkonsumation im Spaltstoff 


gleichartig darstellt. 
1) ETH und Eidg. Institut für Reaktorforschung, Würenlingen. | 

2) Vergleiche zum Beispiel W. B. Lewis, Low cost fuelling without recycling, AECL, Nr. 382, oder 
AECL Nr. 651. 


ZAMP X1/28 
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Lewis definiert für den Einheitsneutronenfluss einen Neutronenüberschuss o,(#) 
pro urspriinglich vorhandenem spaltbarem Kern N,,,(0), für ein anfängliches Ge- 
misch aus U23® und U®® zum Beispiel 

ee Nee DON Eee 1) ee | 
A ) N siss(0) [2 u q li i — t t 
Ce v 


Dabei bedeuten N, die Konzentrationen der Atome eines der Figur 1.1 ent-- 
sprechenden Spaltstoffzyklus*). 

Die Summation erstreckt sich über sämtliche mit thermischen Neutronen spalt-- 
baren Kerne, welche zum gewählten Zyklus gehören, so für den mit U*5 gestarteten ı 
Uran-Plutonium-Zyklus über i = 25, 49, 41 und beim Th332-U233-Zyklus über: 
j= 23, 25. 

Die Wirkungsquerschnitte?) sind dem speziellen Neutronenspektrum anzupas- - 
sen; sie können im allgemeinen Fall irradiationsabhängige Grössen sein. Der erste: 
Summand entspricht der durch den Spaltstoff erzeugten Neutronenzahl, während 
der zweite Term die im Spaltstoff absorbierten Neutronen berücksichtigt. Zur Ver- 
einfachung wurde eine abgekürzte, für sich selbst sprechende Schreibweise?) ein- 
geführt. 

Die Definition (1.1) enthält, wenn man das Neutronenspektrum des Reaktorss 
als gegeben betrachtet, ausser p keine Grössen, welche durch die Konstruktion dess 
Reaktors beeinflusst werden, sondern nur Materialkonstanten des Spaltstoffes. Ist 
der Wert von o, positiv, dann muss in einem kritischen System dieser Überschussf 
durch spaltstoffremde Absorption (N o), und Oberflachenverluste (N o);,, kom- 
pensiert werden. 

Die spaltstofffremde Absorption enthält auch den in den Regelorganen kompen- 
sierten Anteil des Neutronenüberschusses. Weil nun aber für einen bestimmten: 
Reaktor die Kompensationsterme durch die Konstruktion gegeben sind, folgt aus: 
der Kenntnis von o, unmittelbar die maximal mögliche Betriebsdauer eines Reak- 
tors durch 

N 7580) oe = (N or ne (N OL ET (de 2,5 


2. Differentialgleichungen der Atomkonzentrationen 


Zur Berechnung von o,(f) ist die Kenntnis der Konzentrationen der Atomkerne 
des Spaltstoffzyklus notwendig. Die entsprechenden Differentialgleichungen für 
den mit U®5 gestarteten Pu-Zyklus wie auch für den Th®2-U33-Zyklus sind imp 
Figur 2.1 und 2.2 zusammengestellt. 

0%», OF, oF und of, bedeuten dabei effektive Absorptionsquerschnitte, welchef 
neben der thermischen Absorption auch die Resonanzprozesse der betreffenderd 
Kerne berücksichtigen. Solche Resonanzeinfänge können alle von verschiedener} 
spaltbaren, Kernen erzeugte Neutronen erleiden, sofern sie auf die entsprechende 
Resonanzenergie abgebremst sind. Daher enthält zum Beispiel N, 64 neben einem 
thermischen Anteil Ngo, noch einen Zusatzterm ¥ N, o; N: Bg; wobei By, die 


. . . .. . . ¢ 
Wahrscheinlichkeit dafiir beschreibt, dass ein schnelles Spaltneutron des i-te 
) Die Indizes entsprechen der tiblichen Kennzeichnung, wobei anstelle der Doppelindizes 
einfache verwendet werden, sofern Missverständnisse ausgeschlossen sind. 


À Wenn keine besondere Bezeichnung angegeben ist, beziehen sich die Symbole auf die Abe 
sorptionsquerschnitte. 


3) y symbolisiert die Spaltprodukte, 
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Figur 2.1 
Differentialgleichungen für die Atomkonzentrationen des U-Pu-Zyklus. 
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Figur 2.2 
Differentialgleichungen für die Atomkonzentrationen des Th-U-Zyklus. 
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spaltbaren Kerns die Resonanzenergie des U288-Absorbers erreicht und dort auch 
eingefangen wird®). 

Für natürliche oder nur schwach angereicherte Uransysteme bleibt N,(f) nahezu 
konstant, so dass auch ®,,; als konstant angesehen werden darf. Dasselbe gilt für 
Systeme mit grossem Anfangsgehalt an Tee, 

Anders verhalten sich Pu? und U2*, deren Konzentrationen zeitabhangige 

Funktionen darstellen, so dass auch die entsprechenden $ zeitlich variabel sind. 
In erster Näherung wird dieser Effekt dadurch berücksichtigt, dass man 8 propor- 
tional zu den entsprechenden Atomkonzentrationen setzt, wobei ein eventuell zeit- 
lich veränderliches Resonanzintegral, welches in die Ausdrücke für po(t) resp. 
pat) eingeht, auch in den nunmehr nicht mehr linearen Differentialgleichungen 
noch unberücksichtigt bleibt. 

Wir schreiben also zum Beispiel 


Ny of = Nc + 27 N, Pos) & No So + Nift) 2 N, O5 Mi PB) . (2.1) 
i ih 


Die Wahrscheinlichkeit $#,(4) ist auf ein N,-Atom bezogen und bleibt, sofern man 
die Effekte im Resonanzintegral unberücksichtigt lässt, zeitlich konstant, das heisst 


PF (2) = Pi; € Ps (1 — Pu)*e ir , (2. 2) 


wobei der zeitliche Mittelwert (1 — p,)* ebenfalls pro N,-Atom gegeben sei. 
Die gewählte Darstellung erlaubt, für jeden Brutstoff’) (b) einen zeitlich varia- 
blen Spaltstoffregenerationsfaktor y,(/) zu bestimmen. 


va pro Zeiteinheit gebildeter Spaltstoff N,(t) of (2) jie 
0 pro Zeiteinheit verbrauchter Spaltstoff N N,;{t)o, ' 2.9 


7 
Sind mehrere Brutstoffe vorhanden, so sei der Regenerationsfaktor des Zyklus 
gegeben durch | 
v(t) = vl) . (2.4 


Die üblicherweise verwendeten, ursprünglichen Regenerationsfaktoren (initial con- : 
version ratio, initial fuel regeneration factor) ergeben sich aus den Anfangswerten | 
7,(0) resp. y(0). 

Der allgemeine Ausdruck y(f) für den U-Pu-Zyklus ist in der Formelzusammen- 
stellung Figur 2.1 enthalten. 

Die Spaltprodukte sind durch drei Pseudoprodukte N, ,; P = 1, 2, 3 gemäss 4 
der Darstellungsweise nach Hurst’) beschrieben, wobei die sich rasch aufbauenden ı 


Produkte mit grossen Einfangsquerschnitten wie Xe und Sm separat berücksichtigt: 
worden sind?). 


3. Signalflussdiagramme 


Lösungen der im vorhergehenden Abschnitt diskutierten Differentialgleichungs- 
systeme können numerisch mit Digitalrechenmaschinen erhalten werden. Solche: 


) (1 = Pa). 
) Der Brutstoff ist eine Substanz, welche durch Absorption von thermischen oder Resonanz- 
neutronen auf neues, spaltbares Material führt, also zum Beispiel Th®2, U238, U234, Pu240 
> +] ? 2 


) Dr G. URS alculated C: oss-Sec 1 NS Î | NY 
ñ À tated F SS 
H RSAC lc lat 4 | tio 0. Irrad 1SS10on vi roducts, AECL Nr. 346 (1956) 4 
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sind beispielsweise in AECL Nr. 651 wiedergegeben, wobei das dort verwendete 
Gleichungssy stem für den U-Pu-Zyklus Se plaise Unterschiede gegenüber dem- 
jenigen der Figur 2.1 aufweist. 

Es ist aber auch möglich, die Differenti: algleichungen näherungsweise zu lineari- 
sieren und das daraus durch Laplacetransformation erhaltene algebraische lineare 
Gleichungssystem entweder mit klassischen Methoden oder mittels eines Signal- 
flussdiagramms") aufzulösen. Die letztere Methode ist besonders dann nützlich, 
wenn man die Auflösung nicht durchzuführen gedenkt, sondern ein Kriterium zur 
Vereinfachung des G De stems sucht. Der Rechenaufwand wird nämlich, 
besonders bei gekoppelten U-Th-Pu-Zyklen, ausserordentlich umfangreich, so dass 
es wünschenswert ist, weniger bedeutsame Rückwirkungen von erst nach langer 
Bestrahlungsdauer ie... Atomkernen zu Bie ca 


4. Auswertung durch Analogierechner 


Die Signalflussdarstellung legt eine Auflösung der Gleichungssysteme mittels 
Analogierechengeräten nahe, obwohl selbstverständlich für diese Auswertung die 
Erstellung eines solchen Diagramms keine Notwendigkeit bildet. Im allgemeinen 
wird eine Analogierechenmaschine mit Multiplikationseinheiten ausgerüstet sein, 
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Figur 3.1 
Signalfluss für Uran-Plutonium-Zyklus 


f U i i ssdiag ie die Regeln zu dessen Auflösung ver- 
Gt 10) Über die Erstellung des Signalflussdiagramms sowie die Reg g 
cs zum Beispiel S. J. Mason, Feedback-Theory; Further Properties of Signal Flow Graphes, 


Proc. IRE 44 (7), 920 (1956). 
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Figur 3.2 


Signalfluss fiir Thorium-Uran-Zyklus. 


so dass auch die im Signalfluss nicht zur Darstellung gelangenden nichtlinearen 
Terme mit berücksichtigt werden können. 

Figur 4.1 stellt das Analogieschaltbild des U-Pu-Zyklus dar, nach welchem mit 
der am Institut für Atomenergie in Kjeller, Norwegen, vorhandenen Maschine!) 
die nachfolgenden Resultate erhalten wurden. 

Obwohl die Differentialgleichungen (Figur 2.1) geringe Abweichungen gegen- 
über den von Lrwis verwendeten aufweisen!?), ergibt eine Gegenüberstellung 
(Figur 4.2) einiger in AECL Nr. 651 wiedergegebenen Resultate und jenen eines 
druckenden Digitalvoltmeters einen Hinweis auf die Genauigkeit unserer Analogie- 
rechnungen. 

In Figur 4.3 sind Registrierkurven für verschiedene Anreicherungen des ur- 
sprünglichen Spaltstoffes als Funktion der Irradiation (Neutronenfluss x Zeit) 
wiedergegeben. Dabei sei nochmals bemerkt, dass alle Grössen mit Ausnahme des 
Regenerationsfaktors pro ursprüngliches spaltbares Atom angegeben sind. Dies hat | 
man bei Vergleichen, besonders bei der Bestimmung der maximalen Reaktor-- 
betriebsdauer, zu berücksichtigen. Die Terme für Fremdabsorption und Oberflächen- - 
verluste sind ebenfalls in den entsprechenden Einheiten einzuführen. 


11) PACE 231 R (30 Integratoren, 45 Summationsverstärker, 100 Potentiometer, 4 Mehrfach- 
Multiplikatoren). 
Ich danke auch an dieser Stelle Herrn B. WINTHER sehr für die mir gebotene Gelegenheit, die: 
Maschine zu benutzen und für seine tatkräftige Hilfe bei meinen Berechnungen. 


12 
) Lewis verwendet einen mit der Irradiation veränderlichen Wirkungsquerschnitt für Plu- 
tonium. 
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Analogieschaltbild für Uran-Plutonium-Zyklus. 
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Figur 4.3 
Uran-Plutonium-Zyklus für verschiedenen U*#-Gehalt. 
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Die Kurve des Regenerationsfaktors y durchläuft ein Minimum. Dieses tritt in 
erster Näherung bei derjenigen Irradiation aut, wo die mit dem Wirkungsquer- 
schnitt multiplizierte Zerfallsrate von U”? gerade denselben Wert des entsprechen- 


den Produktes bei Pu??® annimmt. 


Summary 


The Laplace transforms of the linearized equations for long term irradiation of 
reactor fuel are arranged as a signal flow diagram which can either be used to 
solve the system or will make clear the correlation of important terms. 

Solutions for the Uranium-Plutonium cycle obtained with an analog computer 
are compared with Canadian results from digital evaluations. A general definition 
for the irradiation dependent fuel regeneration factor is introduced. 


(Eingegangen; 16, Mai bzw. 15. Juli 1960). 
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2nd ILMAC from 15th to 20th October 1962 


According to the great success of the first ILMAC, International Congress and! 
Exhibition of Laboratory, Measurement and Automation Techniques in Chemistry,} 
which took place in November 1959 in Basle, the organizing committee decided 
unanimously to repeat that event. The second ILMAC will be accomplished froma 
15th to 20th October 1962 again in the building of Swiss Industries Fair in Basle: 

M. TROTTMANN 


Journal of Mathematical Analysis and Applications. The first number 
of the Journal of Mathematical Analysis and Applications has been released by 
Academic Press Inc., New York. Volume 1, Number 1, contains contributions by 
N. Levinson, A Nonlinear Volterra Equation Arising in the Theory of Superfluidity ! 
J. M. RicHARDson, The Hydrodynamical Equations of the One Component Syste 
Derived from Nonequilibrium Statistical Mechanics; H. OsBorn, The Dirichlet Func: 
tonal. I; J.G. KEMENY, Ergodic Theorem for General Functions; R. P. Boas, JE} 
Inequalities for Monotonic Series; A. SCHILD, On the Radiation Emitted by an A ccelek 
vated Point Charge. 

The Editor of the Journal of Mathematical Analysis and Applications is Dr. R: 
BELLMAN, the RAND Corporation, 1700 Main Street, Santa Monica, Californi 
Volume 1 will consist of four issues, to be released in 1960 at $16.-. Subscription 
orders should be sent to the Publishers, Academic Press Inc., New York 3, & 
London, S. W.1, England. L. HEnLEI: 
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Berechnung von Beulwerten mit Hilfe von 
Mehrstellenoperatoren’) 


Von PETER LÄucHLı und HEINZ WALDBURGER, Zürich 2) 


1. Problemstellung 


Die Differentialgleichung für das elastische Beulen der isotropen ebenen 
Platte [1]°) 
d 
AAu = — a (Cpe 2 Ty Mig Oly) 4 (1) 
wobei d = Plattenstärke und D = Plattensteifigkeit, reduziert sich für den 
Fall des Schub-Beulens auf die folgende Form [2]: 


d 
AAu = D 2 ey Lay (2) 


Mit 
=, bo, mm Djdb: 


erhalten wir 


AAu —2k as Un, = 0 (3) 
(0; = Eulersche Knickspannung eines Plattenstreifens der Breite 1 und der 
Lange b). Der Beulwert k vergleicht die Beulsicherheit der Platte mit derjenigen 
eines entsprechenden Plattenstreifens. 

Zur numerischen Behandlung des durch Gleichung (3) gegebenen Eigen- 
wertproblems (der erste Eigenwert 2 kn?/b? entspricht dem gesuchten Beul- 
wert k, der zugehörige Eigenvektor der Beulfläche) wählen wir ein verbessertes 
Differenzenverfahren (Mehrstellenverfahren [3]), welches unser Problem in ein 


allgemeines Matrix-Eigenwertproblem 
(A —A B)u=0 (4) 
überführt. 


1) Die vorliegende Arbeit wurde ermöglicht durch die Schweizerische Volkswirtschaftsstiftung. 


Die Verfasser sind dieser Institution zu bestem Dank verpflichtet. 


2) Institut für angewandte Mathematik der ETH. 
3) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 454, 
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Die Differenzen-Operatoren OP, und OP,, welche die Matrizen A und B 
erzeugen, werden derart aus den Differentialausdrücken hergeleitet, dass in 
deren Entwicklung nach dem Taylorschen Satz w und die partiellen Ableitungen 
von u bis zu Gliedern möglichst hoher Ordnung verschwinden. Dabei wird es 
uns gelingen, einen dem Mehrstellenverfahren entsprechenden höheren Taylor- 
abgleich zu erhalten, ohne indessen gewisse Ableitungen als neue Unbekannte 
einführen zu müssen. 


2. Herleitung der Operatoren 


Wir wählen als OP, den nachstehenden von CoLLATz [3] gegebenen Aus- 
druck für AAu in einem quadratischen Gitter: 


| \ ; 
| -0 6 | jude = N sus 1.) (5) 
ae: 


und bestimmen eine dazu passende Approximation von #,, durch einen Diffe-# 
renzenausdruck, genauer einen Differenzenoperator OP; derart, dass 


/ 


4 


1 
1 \ | 
ANTON = (OP) ee an). (6 
il 
Dadurch wird erreicht, dass beim Ers-tzen des Eigenwertproblems AAu = A’u,,.) 
durch ein Differenzengleichungssystem die Abbrechfehler der beiden Seiterik 


der Eigenwertgleichung von derselben Ordnung sind, nämlich AS. 
Zur Herleitung von OP; drücken wir zunächst den Ausdruck 


durch w,, und seine partiellen Ableitungen im Sternmittelpunkt aus; mat 
findet 


Sy = 6 Uy + A? (u, +), +E...) , 


also 
; 1 
“J a 
sul : 1 Way = S TEM, tN! gy a gy ed one (ay 
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Nun ist aber bekanntlich 


„tu 


+ A8 (...), (8) 


x yylxy 


Sr > 
? 
| 0 0 | ae TP U. Me (u 
I eee | 


so dass mit 
DEE 1. 
OP, == | teh | 
1 QO — À, 


in der Tat die Beziehung (6) besteht. Damit wird nun 


1 
(OP,) u — (OP) w= : hi | iy 1] (AAu — 7 Ma EHE), (9) 
d 1 


N 


so dass das gestellte Eigenwertproblem (3) mit 2’ = 2 k n2/b2 bis auf Fehler der 
Ordnung h* durch das algebraische Eigenwertproblem 


(OP,) u = 1 (OP;) u (10) 


ersetzt werden kann, welches von der Form (4) ist. 
Es ist allerdings etwas bequemer, statt des Operators OP; den Operator 


’ — 1 0 1 
OP, = OR =| 0 9 0 (11) 
1 QO —1 
einzuführen und das Eigenwertproblem 
(OP,) 4 =A (OP,) % (10’) 


zu lösen; die Beulwerte k stehen dann nach (3) mit den A in der Beziehung 


2 b2 : 
Die Operatoren OP, und OP, fiir die Matrizen A und B sind nur dann in der 
in Gleichungen (5) und (11) angegebenen Form giiltig, wenn alle beteiligten 
Punkte innerhalb des Gebietes liegen. Ihre Anpassung an die Randbedingungen 
sowie die Aufstellung der Matrizen sind anhand des nachstehenden Beispiels 


ausführlich beschrieben. 


, 


448 PETER LÄucHLi und HEINZ WALDBURGER ZAMP 


3. Beispiel 


= =D —— 
Figur 1 
Rechteckige Platte mit Netz. 


Zur Berechnung des Beulwertes k der Platte mit den Seiten a= 2 und 
b = 1 legen wir ein quadratisches Netz mit der Maschenweite = 0,2 derart 
über die Platte, dass das Gitter sich auch mit dem Rand der Platte deckt. Die 
Platte sei an allen Rändern frei drehbar (gelenkig) gelagert, was den folgenden 
Randbedingungen entspricht [4]: 


N) für = Oundx =, 
u=u,, =0 fir y= 0 und y= 0. 
mir t Us 

| 
Figur 2 


Ausschnitt aus dem Netz. 


Mit den Bezeichnungen von Figur 2 können wir die zweite Ableitung u, , 


schreiben als 
U) — ZU, U; 


Uy x = h2 © (13) 5 


Ist #, ein Randpunkt, also #, = 0, so wird auch u,, = 0, da die angenommene 


gleiche Betrage, aber umgekehrte Vorzeichen zuordnet (uy = — uz). Analoges¥ 
gilt fiir w 


yu' 
Unter Verwendung der «Spiegelung am Rand» stellen wir nun die modifi- 
zierten Randoperatoren auf, welche die Vorschriften geben für die Gleichungen] 


der randnahen Punkte. Figur 3 zeigt die Modifikationen des Operators OP; 
Figur 4 diejenigen des Operators OP,. 
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Figur 3 


Operator OPp mit Modifikationen. 
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Figur 4 
Operator OP4 mit Modifikationen. 


gleichungen (4), deren absolut kleinster Eigenwert gemäss 


Ge ID Zia 


TES a k = — À 


3n? h? 
… mit der kritischen Schubspannung zusammenhängt. 


d 


“ZAMP X1/29 
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Dadurch, dass die Differenzengleichung in jedem inneren Punkte des 
Netzes angeschrieben wird, entsteht die Gesamtheit der Matrix-Eigenwert- 


(14) 
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Die beiden Matrizen A und B sind durch OP, und OP, und das Netz 
bestimmt. | 

Eine Betrachtung der Symmetrieeigenschaften, welche die beiden Differen- 
tialoperatoren im rechteckigen Grundgebiet aufweisen und welche sich auch 
auf die beiden Matrizen À und B übertragen, zeigt, dass die Beulflächen 


OMG ee UR OM BEE Ts Weis 
7 34-11 (MOS =2 OI 
Zus) 351 ea a 
Se ied 99 11 1-2-10-2 0 1 7 7 
fe OM ZI, SA 0 210001 fing 
HN i OD sas (le i ik 
6 |-2-10-2 1-70 36-10 1 2-0-2 1 1 1 1 
7 | 1-2 -10-2 1 -10 36-107 -2 0-2 0 7 7 7 
8 | 0 21010850 12-100 iO) 
Qf PO ee eS Gail az I I a ar 
22 ARE Peele Ih i 2 
11 NN EE I ML STE 2 
12 MOO 2 TG 1 -10°35 0 =a ih 
13 OI 1G ONZ 1 0 06-1 ZI NA 
1h 1 11 0-2-10-2 1-1087-9 2-1 -22 
15 oa Weta, Pog 370-1 -12 
16 Pt SE ST 2 103511 -1 
17 0 1111-11 1135-9 
al UAE SP SBSH ae) Ag. 

Figur 5 


Durch den Operator OP 4 erzeugte Matrix A. 


punktsymmetrisch bzw. -antimetrisch sein müssen. Man kann deshalb die: 
Anzahl der Variablen auf die Hälfte reduzieren und den symmetrischen und 
den antimetrischen Fall getrennt behandeln (siehe Figur 1), selbstverstandlich 
unter Erhaltung der gewöhnlichen Diagonalsymmetrie von A und B. Damit 
wird der Rechenaufwand erheblich herabgesetzt. Figur 5 und Figur 5a zeigen 
die Matrizen im symmetrischen Fall unseres Beispiels von Figur 1. 

Im Falle des Quadrates wäre noch eine weitere Reduktion möglich gewe 
sen; wir haben davon jedoch keinen Gebrauch gemacht. Schliesslich brachte 
eine darstellungstheoretische Diskussion am ehesten Licht in die Symmetrie- 
betrachtungen; sie lieferte insbesondere sofort die Dimensionen der invariante 


Unterräume von AB. 
4. Behandlung des Matrix-Eigenwertproblems 


Im folgenden soll noch kurz die numerische Methode skizziert werden, nacH 
welcher die Eigenwerte und -vektoren von 


AB) 0 


(15) 
auf der ERMETH berechnet wurden. | 
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Es wurde die Tatsache benützt, dass A und B symmetrisch sind und 
dass ferner A positiv definit ist und sich somit symmetrisch in ein Produkt von 
zwei Dreiecksmatrizen zerlegen lässt: 


A=LR mit L=R); 7,=0 für i>é. 
123456 78 9 101 1213 1415 16 17 18 

i Poo 000-1 

2)000010-1 

3100000107 

4|000000100 

510100000007 

Cli GeO 8 OP Pos 

% 01000004904 

8 10000000100 

9 0010000000- 

10 EIER WLI RR 

11 DCI D ND O0 ALOT 

12 12000000190 

18 Ü 0 00 00 FOG D 1 

14 HO ND D DAT ONE) 

15 Yat OAT OT ab 

16 S00 8000 1 

17 To Pato. o 

18 79 ONE 

Figur 5a 


Durch den Operator OPB erzeugte Matrix B. 


Statt (15) lösen wir dann das Problem 


ETA A By) RY Ra = 0 
oder: 
Em Cy Ue 
wobei 


CS a SS IRD e 


(16) 


Damit ist die urspriingliche Aufgabe auf ein spezielles Matrix-Eigenwertpro- 


blem mit symmetrischem € zurückgeführt. 


Diese neue Gleichung wird mit einem modifizierten Iterationsverfahren?) 
angegangen, welches zuerst die absolut grössten u, und damit die vor allem 
interessierenden kleinsten À liefert. Es werden ständig zwei (im allgemeineren 
Fall5) mehrere) Vektoren v, und v, mitgeführt, die wir zur zweispaltigen 


Matrix V = [v,; v,] zusammenfassen. 


4) Die Tatsache, dass B singular sein und somit (16) den Eigenwert u = 0 haben kann, ist hier 


unerheblich. 


5) Es handelt sich um den Spezialfall eines von H. RUTISHAUSER angegebenen Verfahrens, 


welches später publiziert werden wird. 
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Der k-te Iterationsschritt besteht aus folgenden Operationen: 

V ®) wird orthonormiert, und zwar orthogonal zu allfälligen schon berech- 
neten Eigenvektoren. Diese neue Matrix nennen wir Y =|[y;7 ye). Nun drehe 
man in der Ebene der y, auf Hauptachsen, das heisst Y ist mit einer solchen 
zweireihigen orthogonalen Matrix U zu multiplizieren, dass die Spalten von 
YU extremale Rayleighsche Quotienten liefern. Wegen der Orthogonalitat von 
Y heisst das aber nichts anderes, als dass in jedem Schritt das «kleine Eigen- 
wertproblem» für die zweireihige Matrix Y7 CY zu lösen ist. Die Eigenvektoren 
sind die Spalten von U, die Eigenwerte sind zugleich Näherungen für die 
Eigenwerte u von (16). Die Iteration von YU mit C ergibt das neue V’: 


Per CY Oe 


Praktisch wird zuerst Z = CY und Y’Z gebildet und, nach der Berechnung 
von U, V®+1) = ZU. Es wird bei derartigen Problemen oft übersehen, ist aber 
numerisch von ausserordentlicher Wichtigkeit, dass die Matrix C= L + BR 
gar nicht explizit aufgestellt zu werden braucht, sondern es wird in jedem 
Iterationsschritt der Reihe nach von links mit R-!, B und L~? multipliziert. 
Für die Multiplikation mit R-1 und mit L-1, sowie auch für die Zerlegung 
A = LR am Anfang, wurden bei uns Teile eines Programms für die Auflösung 
von symmetrischen Gleichungssystemen nach GAUSS-CHOLESKI verwendet, so J 
dass sich auch die Berechnung von L~! und R-! erübrigte. 
| Als Kriterium für das Abbrechen der Iteration kann die absolut grösste : 
Anderung in den Komponenten des normierten Vektors y, mit einer vorgege- | 
benen Toleranz verglichen werden. 

Am Schluss hat man wieder auf À = 1/u und u = R-1v zurückzutranstor- 4 
mieren. 

Das beschriebene Verfahren liefert ohne weiteres Paare von entgegengesetzt } 
gleichen Eigenwerten, wie sie in unserer Anwendung auftreten. 


5. Resultate 


Figur 6 zeigt den Beulwert k, und die zugehörige Beulfläche für den sym- 
metrischen Fall: 


k, = 6,700 


Figur 6 


Beulflache im symmetrischen Fall. 
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Figur 7 zeigt den Beulwert k, und die Beulfläche im antimstrischen Fall: 


Beulfläche im antimetrischen Fall. 


Dak, < k,, wird die Platte (Seitenverhältnis 2:1) also gemäss Figur 6 aus- 
beulen. Für höhere Seitenverhältnisse, z. B. 3:1, ist hingegen der dem anti- 
metrischen Fall entsprechende Beulwert k, kritisch. | 

Zur Erzeugung der Matrizen A und B für beliebige Seitenverhältnisse a: b 
und für beliebige Maschenweite À wurde ebenfalls ein Programm aufgestellt, 
welches erlaubt hat, die weiter unten angegebenen Fälle durchzurechnen, ohne 
dass dazu die Matrizen A und B von Hand aufgestellt werden mussten. 

Die nachstehende Tabelle zeigt die Resultate der Rechnungen für verschie- 
dene Seitenverhältnisse mit jeweils verschiedener Maschenweite h. 


innere Gitterpunkte h A; LA Aa Ra 
Quadrat 
DE? tile 23,238 14,127 36,000 21,885 
aK 4 ae 5,807 9,806 7,324 12,369 
Co ae 2,855 9,451 3,549 11,747 
8x 8 De IPS 9,372 225 11,618 
Rechteck 2:1 
DREI 2e 13,236 8,046 15,553 8,240 
4x 9 aie 3,968 6,700 3,994 6,744 
Rechteck 3:1 
PS Js 11,848 7,203 119518 7,002 
4x14 Le 3,600 6,079 


6. Extrapolation der Beulwerte 


Da aus der Gleichung (9) durch Division mit h? hervorgeht, dass die Diffe- 
renzengleichung (10) bis auf einen Fehler der Ordnung A? mit Adu=Au,, 
übereinstimmt, kann man annehmen, dass die Eigenwerte von (10) und damit 
die Beulwerte (12) mit Fehlern behaftet sind, die im wesentlichen zu A? propor- 
tional sind. Höhere Fehlerglieder sind zu h®, h®, usw., proportional. 

Man kann daher eine bessere Approximation für den Beulwert finden, 
indem man mit Hilfe der Werte k(h), die man mit verschiedenen Maschen- 
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weiten h gefunden hat, mit dem Ansatz 


k(h)=k+ch"+dh° 


das Interpolationspolynom konstruiert und %(0) berechnet. Beispielsweise: 
wurden für den kleinsten antimetrischen Beulwert die in der folgenden Tabelle 
angeführten Werte k(h) gefunden. 


| Netz | h | R(h) | (k(h) — k)/ht 
222 0,333333 21,885 837 
4x4 0,2 12,369 514 
6x6 0,142857 11,747 480 
8x8 0,111111 11,618 466 | 


Mit dem Ansatz k(h) = k + c h4 + d h$ findet man aus den drei letzten Tabel- 
lenwerten: ee 

und damit die neben den k(h) aufgeführten Werte von (k(h) — k)/h*, welche of- 
fenbar den Ansatz rechtfertigen. 

Es soll freilich nicht verschwiegen werden, dass diese Art der Extrapolatior 
nicht ohne Gefahren ist. Sie soll jedenfalls nur unternommen werden, wenn dief 
Beulwerte für mehrere verschiedene Maschenweiten berechnet wurden; ausser- 
dem sollen immer auch die Kontrollgrössen (k(h) — k)/h* berechnet werden ı 
bei unruhigem Verlauf derselben ist die Extrapolation zu verwerten. 

Es ist schliesslich noch darauf hinzuweisen, dass diese Extrapolation nu 
dann mit Erfolg ausgeführt werden kann, wenn die Beulwerte für die verschie 
denen Maschenweiten h mit überschüssiger Genauigkeit berechnet wurden. E! 
wirkt sich daher sehr vorteilhaft aus, dass Rechenautomaten mit wesentlich 


mehr Stellen arbeiten, als man bei technischen Problemen normalerweis; 
benötigt. 
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Summary 


: Buckling of a plate leads to an eigenvalue problem for which a very accuratf 
Hnite difference approximation is given. The resulting algebraic eigenvalue prol 


lem Ax = À Bx is solved for specific problems by an improved iteration methoo} 
Numerical results are discussed. 
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Kritische Drehzahlen unter Torsion und Druck 
bei Berücksichtigung des Eigengewichtes 


Von Horst LEIPHOLZ, Stuttgart, Deutschland 1) 


1. Einleitung 


Es sollen einfach besetzte Wellen mit mehrfach beaufschlagten Turbinen- 
scheiben betrachtet werden. Die Wellen seien zusätzlich durch 98 auf Torsion 
und durch ® und q auf Druck beansprucht. 

Das Torsionsmoment A werde durch die Turbinenscheibe in die Welle 
eingeleitet; $ greife als Einzelkraft an den Enden der Welle an; q sei eine 
kontinuierlich verteilte Längskraft (zum Beispiel Eigengewicht); $8 und q 
mögen stets die Richtung der unverformten Wellenachse beibehalten; YB sei 
semitangential. Die Welle sei von gleichbleibendem kreisförmigem Querschnitt; 
die Biegesteifigkeit a und die Torsionssteifigkeit c sind daher konstante Grössen. 
Alle Verformungen, die die Welle erleidet, seien sehr klein. 

Bekanntlich [1]?) werden die kritischen Drehzahlen durch die Torsions- und 
Druckbeanspruchung der Welle beeinflusst. Untersuchungen hierüber sind auch 
von H. ZIEGLER [2] durchgeführt worden, der insbesondere gezeigt hat, dass das 
Problem für die angenommene Belastung konservativ ist und dass die Annahme 
eines semitangentialen Momentes für mehrfach beaufschlagte Scheiben be- 


sonders sinnvoll ist. 
Unter den gemachten Voraussetzungen und ohne Berücksichtigung der 


Kreiselwirkung gilt, wie man bei H. ZIEGLER [3] nachliest, die Beziehung 


9 1 

Wa 4 (1) 

wobei o, die kritische Drehzahl, m die Masse der Scheibe und « die Einflusszahl 

für die Durchbiegung der Welle an der Stelle ist, wo die Turbinenscheibe sitzt. 
Das ganze Problem besteht also in der Bestimmung von «. 

Es sei noch besonders darauf hingewiesen, dass sich die kritische Drehzahl 

nur deshalb in der einfachen Beziehung (1) darstellt, weil das Torsionsmoment 

als semitangential vorausgesetzt worden ist. Die Begründung hierfür ist in der 


zitierten Arbeit von H. ZIEGLER angegeben. 


1) Institut für technische Mechanik, Technische Hochschule Stuttgart. en 
2) Die Ziffern in den eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 471. 
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Als neu gegenüber früheren Arbeiten soll jetzt x auch noch unter Beriick- - 
sichtigung von q errechnet werden. 


2. Differentialgleichungen und Randbedingungen 


An Hand von zwei Beispielen soll die Aufstellung der Differentialgleichun- 4 
gen und der Randbedingungen gezeigt werden. Die Überlegungen lassen sichı 
dann leicht auf andere Fälle übertragen. 


2.1 Die fliegende Welle 


Die fliegende Welle ist in Abbildung 1 dargestellt. Sie ist mit dem unteren. 
Ende in einem «langen» Lager eingespannt und erfährt am oberen Ende durch 
eine Horizontalkraft 9 eine Auslenkung. 


xY 


Abbildung 1 


Die fliegende Welle. 


Die Belastungen haben folgende Komponentendarstellung: 


DW oe ET DA 
‘Wee Ck th, 9S, | 
Zee 
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und der Tangenten-Einheitsvektor der Stabachse ist 


V7. 1. (3) 


y 


Für kleine Auslenkungen der Wellenachse hat man für die Komponenten 
des inneren Stabmomentes die Beziehungen 


M,=ax", | 
M,=-ay”, (4) 
Pons | 


wobei r die infolge der Torsion auftretende Verwindung pro Längeneinheit der 
Welle ist. 
Durch Anwendung des Schnittprinzips und der statischen Gleichgewichts- 
"bedingungen erhält man 


ax"=—Wy' +5 Wy) +H,l—2) + Pix) — x) | 
1 
+ | 90) [x(C) — x(2)} ae, 
mae) 
ay" =W x — > VEO Eb 2m)» 
1 
+ | 20) WIE) — ve) de. | 
Es seien noch weitere Bezeichnungen eingeführt: 
1 
pe | q (£) at 
W A, = A, o(z) = ee == 6 
h,= u h, = eo g(z) = zi , (6) 


(7) 
i” wt + g(z)t, = — h,. | 


Das ist ein lineares, inhomogenes Differentialgleichungssystem 2. Ordnung 
mit teils konstanten und dem variablen Koeffizienten g(z). Abhängige Variable 
ind die Komponenten Z, und #, des Tangenteneinheitsvektors, unabhängige 
ariable ist z, welches die Länge der Wellenachse vom unteren Ende her zählt. 
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Als Randbedingungen hat man 
2.11: wegen der Einspannung des unteren Wellenendes: 


=0b, L=0 tir g=0, (8)) 


x I 


2.12: als Momentenbedingung am oberen Wellenende: 


rm 


ID 


2.2 Die beiderseits gelagerte W elle 


Wie Abbildung 2 zeigt, soll die Welle beiderseits «lange» Lager haben, s 
dass ihre beiden Enden als eingespannt gelten können. 


os, 
gWy'(25) Hy 


— —«- 


<A 


Abbildung 2 
Die beiderseits gelagerte Welle. 


Für die an der Welle angreifenden Belastungen gilt wieder (2), für die Kom} 
ponenten des inneren Momentes (4). Zusätzlich braucht man jetzt für di 
Rechnung noch die an den Lagern auftretenden Auflagerkräfte. Diese ha 
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die Komponenten: 


l—z, W . 
ri], 
= a W 1 / 
AE, + 21 Us) — #0], 
Io W FT 1 {N\1 
Ba tele) yO), 
Bs W aie r 
B,=H, ] +,;% (0) — x'(2,)], 


und es ist z, der Wert von z, der angibt, wo die Turbinenscheibe sitzt. 
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| (10) 


Wieder durch Anwendung des Schnittprinzips und der statischen Gleich- 


gewichtsbedingungen liest man aus Abbildung 2 ab 


2.21 fir den Bereich 0S 2 = 2.: 


ax =—-Wy+,Wy()—-A2-Px-x|gd 


Cay 
= 
<= 
— 
ras) 
Er 
= 
— 
T 
= 
= 
D 
re 


ay"=—B,0—2)>Py— q( 


& 


Verwendet man auch hier (3), (6), sowie 


 chungssysteme 


(12) 


(13) 


und differentiiert man (11) und (12), so hat man die beiden Differentialglei- 
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DION: un aan Wace 0 Ses Ae 


E+ wi He | a4) 
t” —wt, + g(z)t, = — 4 | 


und 2.22: für den Bereich 2, 2S: 


In diesem Fall gelten folgende Randbedingungen: 
2.23: wegen der Einspannung der Wellenenden: 


D 0 lie a (16) ) 
2.24: aus Stetigkeitsgriinden : 
ty (z, = 0) 7 ty (2, En 0) ’ | 


ty (2, — 0) = A ain 0), | 


3. Die allgemeine Lösung der Differentialgleichungen 


Von den bisher aufgestellten Differentialgleichungen sind (7) und (14) vom 


gleichen Typ. Wie man ihre Lösungen erhält, soll am Beispiel des Systems (7} 
gezeigt werden: 


Man führt die komplexen Grössen 


ot, + ae | 
(191 
h=h+ih, | 
em und erhält statt (7): 
oe" —1W0 +tgo=-h. (20) 


Als neue Bezeichnungen seien 
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benutzt, dann wird aus (20): 


eo” +2iuo-(W+No=—h, (22) 
was sich mit der Transformation 
0 = y e-tuz (23) 


auf 
ry" —Vr = —heirz (24) 


zurückführen lässt. Die zu (24) gehörende homogene Gleichung 
" __Vxr=0 (25) 


sei die «Basisgleichung» genannt, denn ihre linear unabhängigen Fundamental- 
lösungen 7, und 7, beherrschen die weitere Rechnung. Der Charakter von Fa 
_und 7, ist bestimmt, wegen V und der Bedeutung von g, durch die Art der 


| Längsbelastung g(z). 
| Unter Verwendung der Wronskischen Determinante 


weten (26) 


die in diesem Fall eine Konstante ist, erhält man durch Variation der komplexen 
Integrationskonstanten Y und 8 für die inhomogene Differentialgleichung (24) 
die allgemeine Lösung 


ra Un + Bn tay | | re" dir | Vs ei) (27) 
nt 


0 


Hieraus folgt, wegen (23), als allgemeine Lösung der Differentialgleichung (22): 


(= unten (n/ nets dir, | neva) CENTS) 
0 


\ 0 


Das ist dann aber auch die gesuchte Lösung des Systems (7), wenn man noch 
die durch (19) und (21) festgesetzte Bedeutung von 9, h und u beachtet. 
Ganz entsprechend erhalt man mit 


=H, +H, (29) 


als allgemeine Lösung von (14): 


= Jen N oa) Cte 50) 


0 0 
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Als letzte der bisher betrachteten Differentialgleichungen können die 
Gleichungen des Systems (15) mit o und mit 
B=B8,+7B, (31) 
auf die Form 
eo" + gz)e=8 (32) 
eebracht werden, die vom Typ der inhomogenen Basisgleichung (24) ist. Be- 
zeichnet man die Fundamentallösungen von 


y" + g(2)r =0 (33) 
mit » und »$, und die zu (33) gehörende W ronskische Determinante mit WE, 


so Salome man daher, ganz entsprechend wie bei (24), fiir (32), durch Varia- 
tion der Konstanten, die allgemeine Lösung 


ent ante Adern fat). (34) 


0 0 


3.1 Die Berechnung von « 


Wie (1) zeigt, kennt man die gesuchte kritische Drehzahl w,, bei gegebener : 
Scheibenmasse m, vollkommen, wenn es gelungen ist, die Einflusszahl « für die: 
Durchbiegung der Welle an der Stelle z = z, anzugeben. 

Der Bedeutung von o entsprechend gibt 

v(z,) = / o dz (35) 1f 
F 
gerade die Durchbiegung der Welle in vektorieller Form unter den in den Ab- 
bildungen 1 und 2 gezeigten Belastungen. 

Wie schon H. ZIEGLER [4] gezeigt hat und wie es auch hier die weitere: 
Rechnung bestatigen wird, ist es dem Wirken eines semitangentialen Torsions- 
momentes zu verdanken, dass die Welle sich unter einer beliebig gerichteten 
horizontalen Kraft 9 in Richtung der Kraft § verschiebt. Das heisst aber: 
Auslenkung v(z,) und Kraft § haben gleiche Wirkungslinie. Wählt man also: 
für die Komponenten von § Kräfte vom Betrag 1, so wird auch v(z,) Kompo- 
nenten haben, die betragsmässig gleich sind, und dieser gemeinsame Betrag 
ist das gesuchte «. 

Die weitere Rechnung hat demnach so zu verlaufen, dass man 

v(z,) = | o dz 
6 


unter der besonderen Bedingung § = 1 + i (was sich in entsprechenden Wertert 
für h, « und ß ausdrückt) errechnet und den Realteil (oder den gleichgrosse 
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Imaginärteil) von v(z,) ermittelt. Dann ist 
«= Re(v(z)) für G—=1+5. (36) 
Für o stehen die Lösungen (28) oder (30) zur Verfügung 
1 
( würde man mit (34) rechnen, so wäre d2,)= — / 0 ix) 2 
in denen aber noch Integrationskonstanten vorkommen. Die Anwendung der 
in Absatz 2 gegebenen Randbedingungen gestattet jedoch die Bestimmung 


dieser Konstanten. Es ist nur noch nötig, auch die Randbedingungen 
komplex zu schreiben. Aus (8) wird 


0 — Tun Ve 0; (37) 
aus (9) wird 
0 = CUO Kar el: (38) 
aus (16) wird 
o=0 für z=0 und z=|!; (39) 
aus (17) wird 
und aus (18) wird 
25 1 
| ee) 4 + | ol) de = 0. (41) 
0 24 


Hat man mit Hilfe der Randbedingungen (37), (38) oder (39) bis (41) die 
Integrationskonstanten ermittelt, so steht der Berechnung von v(z,) und dar- 
über hinaus von « nichts mehr im Wege. Die wirkliche Durchführung der bisher 
nur angedeuteten Rechnung soll am Beispiel der fliegenden Welle erfolgen. 


4. Kritische Drehzahl für die fliegende Welle 


Für diesen Fall muss man (28), (37) und (38) benutzen. Durch Anwendung 
der Randbedingungen (37) und (38) auf die allgemeine Lösung (28) von o er- 
hält man für die Integrationskonstanten: 

1 I 
ne) | vo eur dz — v;(l) | 1, ei“ dz 
/ ! 


h 
We Oe v;(1) 7(0) — #30) 74(0) | 


(42) 
vi (1) i Va EU dz — 73 (I) / ne dz 
0 h ù : 
BZ 0 20) — 70 7,(0) 
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Mit den Abkürzungen 


rill r;(0) 73(2) 
ayy = NBA) Be = — — or 
Ww À w(;) 
(43) 
EEE O7 Le OA 
11 > EMO et: | w 0 
w( ë 
und mit (42) folgt dann aus (28): 
/ 1 1 
h —iuz 4 iuz —iuz i iuz dz 
MAC ine 2zd2 + Gyo € | ne À 
0 0 
aie On ie ar Vo eiuz az Dis BS e-tuz / Vs eiuz dz (44) 
0 0 
ae Verde ne | vA u) 
0 0 


womit man v(z,) nach (35) errechnen kann. 
Vor Ausfiihrung der nach (35) vorgeschriebenen Integration sollen weitere 
Abkiirzungen eingefiihrt werden: 


l I 


I Fre ais : 
Si= / 7, SIN U 2 az , Su = | nsinuzdz, | 


0 0 


(45) 


1 l 


10 i 
Si [m cosu x dz, = | Va COSU 2dz. 
i) 0 


Hiermit erhalt man: 
1 1 


frere dr [mer = (SL SE + St Sig) +5 (Sit Si sb SD, 
0 0 


l l 


fn e-iuz dz | eiuz dz — (SP) + (Saas 
0 0 


1 I 


fn Cee dz | ra ef"? dz = (SP)? + (Si0)2, 
0 0 


| 
| 6) | 
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U 1 
y e-iuz dz iuz Jo — (SI0 cl0 , ClO cl0 : (GIO cl0 CIO C10 
| Le d | ed se Se SR SU 

0 0 


1 2 1 Zz 
/ Ê e-iuz / its eiuz 1 dz — / ta e-iuz | N eiuz dz — 
0 0 ù Ö 


t (46) 
: 1 l 
= | ncosuz S3 dz + / r, sinu z S3) dz — / 1, COSU2 Si dz 
0 0 0 
1 
= | tse 2S dit 1 (5, 50) SY SE) 
0 
Benutzt man ausserdem die Bezeichnungen 
Lan) = Sye Soe + SS, Li) = (Si)? + (Sip)? 
LE) = Ste SX — SK Se Zell) = (S22)? + (So)? 
1 1 E 
iy = / 1, cosu z SP dz + | r,sinu z SŸ de — / 7, cosu 2 SP dz (47) 
0 ù 0 


1 
= / FSU 2,52. AS, 
0 
so lässt sich mit (44) bei Verwendung von (45 bis 47), die Ausrechnung von 
(35) schreiben: 


0(2,) = 7 {au Lra(l) + à LAO] + ae Zul) + dur Lal) 


(48) 
+ bio [Las () — à LEW) — Ll) +1 LEO}. 
Es ist aber immer, wie man an Hand von (43) nachpriifen kann, 


so dass bei (48) wegen (49) die imaginären Terme aus der geschweiften Klam- 
mer herausfallen und man 


v(z,) = rn) [ay + dis] + ag Zi) + Oy, Zell) — L())} (50) 


hat. Daraus ersieht man, dass das Wellenende sich tatsächlich unter einer 
beliebig gerichteten horizontalen Einheitskraft um die Strecke x in Richtung 
der Kraft verschiebt. 


ZAMP X1/30 
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Aus (50) erhält man die gesuchte Einflusszahl «, indem man für h = 1/a 
setzt. Das ergibt: 


te aw {Lio() Lans + Dial + are Li) + by Lol) — Ls. (51) 


Die Gleichung (51) kann für alle möglichen Lastverteilungsgesetze q(2) 
angewendet werden. 

Der Fall g = 0 wurde bereits von H. ZIEGLER behandelt. Hier besteht die 
Druckbelastung nur aus der Einzelkraft P, die an den Enden der Welle an- 
greift. Mit wer T2 


a= Vo} eg +75 = konst. (52) 


heissen daher die Fundamentallösungen der Basisgleichung (25): 


1, = SiN 2 | 
(53) 
V3 = COS Up 2- | 
Das gibt 
F0) = 0, 70) =) =a) os ne unit, 
; 0 
W = — Up, (7) = — Ug COSUy/, 
so dass man nach (43) 
==), Qe ten, det = 0 (54) 


erhalt. 
Setzt man (54) in ay ein, so ist 


ete eT ete aL) (55) 


a Vo 


Verwendet man für die Ausrechnung von L(/), L,(/) und L,,(/) die Formeln 
(45-47) und für 7, und 7, (53), so ergibt sich: 


LQ). = _ Id ne 2 | sin a9 1 cosul — on cosv,Zsinul — vg N 
Il) = 5 [2 ee Sin? Vp) 1 — 23 7% cosy 1 cosu I | 

— 2 ar sin Up / sin wll > 
Leh) > [sin v, 2 cosud — arr LCOSU, 1] . | 


Dies, in (55) eingesetzt, führt nach einigen Zwischenrechnungen zu 


- 1 Tv + uw? 
DES | N 
IP | Vo 


a 
(PA tg Uo l 


2ua sinul 
pP <C6s0, neh | 


(57) | 
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Der Ausdruck (57) stimmt aber genau mit einer für diesen Lastfall auf anderem 
Wege von H. ZIEGLER [5] berechneten Formel überein, wenn man den Unter- 
schied in der Bezeichnungsweise beseitigt: 


den Bezeichnungen i ieser 
; g ER in dieser 

bei H. ZIEGLER entsprechen Arbeit 

U = = — 2u 

[07 — 2% 

b —— Pla 


Der Fall g(z) = q=konst. soll jetzt neu in diese Arbeit aufgenommen 
werden. 
Als Fundamentallösungen der Basisgleichung (25) hat man für ihn: 


As els"): | 
58) 
= 3!" Ja 8) | | 
mit 
CN Mdr Nez, | 7 
2 c 
BEER | 


A 0 
Die Funktionen (58) sind in (26, 43, 45-47) zur Berechnung von W, w( } 


411 43, Our, O42, Lil), Zi), L(t) und L,,(2) zu verwenden. Dann hat man alles 
für die Bestimmung von « nach (51) zur Verfügung. 

Die Rechnung muss im konkreten Fall numerisch erfolgen, da sich wegen 
der Kompliziertheit der Funktionen die nach (45) und (46) vorgeschriebenen 
Integrale wohl kaum geschlossen ausrechnen lassen. Die Durchführung der 
Rechnung wird zur Erläuterung der Formeln an einem Zahlenbeispiel vorge- 
nommen. Für die Bestimmung der Funktionen /,,, und /_,,, konnten die 
Tafeln von Watson [6] benutzt werden, da die Argumente für das gewählte 
Beispiel alle positiv reell bleiben. 

Gegeben seien: 


7 10. kpl IE, aim, f= 5m; 


Es ist die Konstante W wegen 
dr, 


2 
= B83 Jos (= 3") j | 

dz 3 

% ; (60) 

Zr = — B83 J_os (3 se) | 
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gleich > sin 2 
W = Bi 33/2 (Jus Jos + ET J 213) = pus >= lm, 4 (61) 


Mit den gegebenen Werten errechnet man nach (59) und (21): 


3108 AVION ae 
Ce an ee DRE 
2 = 13- 10-2 (10-2)-28 — (10-2) ¥8 z = 0,215 (13 — 2), 


2-109 


Sor = — 0,316. 


u = 


Die weitere Rechnung wurde in Tabelle I durchgeführt. Mit den Werten 
der Tabelle I erhält man für 7 = 3 durch numerische Differentiation: 


r.(3) = = (0,095 — 8 - 0,352 + 8 - 0,738 — 0,835) = 0,196 , 


1,8) = 5 (— 0,612 + 8 : 0,428 + 8 - 0,056 — 0,307) = 0,246. 


Tabelle I 
- | 0 | ı | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 
3 2,795 2,580 2,365 2150) 1,935 1,720 1,505 | 
Awe 1,673 1,606 1,539 1,466 1,393 1231! 1,229 
a 4,657 4,173 3,652 Spill 2,703 2253 1,856 || 
CG = 2/3332 Silat 2,78 2,44 2,10 1,80 1,50 1,24 
Jıirs(e) — 0,094 | +0,059 | +0,229 | +0,396 | +0,530 | + 0,637 | +0,701 
JC) — 0,429 | — 0,381 | — 0,278 | —0,128 | +0,040 | +0,234 | +0,421 
V1(2) =3! 2: Jiuy3(0) | —0,160 | +0,095 | +0,352 | +0,581 | +0,738 | +0,835 | +0,862 


ral) =312-J_ (0) | —0,718 | —0,612 | —0,428 | —0,188 | +0,056 | +0,307 | +0,51 


Damit und mit 7,(3) und 7,(3) aus Tabelle I erhält man nach (43) 


0 
wii) = — 0,160 - 0,2462 0,718 0,1096 =0.1012, 


ne Sera 20811303, 
ee m lan = 1740, 
He Be = 0315, 
bp = 160: 0,246 __ 0,300 


0,101 
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und nach (61) 
- 3 
W = — :0,215>0,866 = 0,178. 


It 


Die Berechnung der in (47) festgelegten Werte erfolgt durch numerische 
Integration in Tabelle II, aus der man 


Ot, Se 044, SPS 21,340, 50,513, 
il ! 
| COS, di 0057, / r, sinu 25, ,dz = — 0,074, 
0 ù 
L 1 
/ y, cosu 2 S,, dz = — 0,601, / r, sinuz S, dz = — 0,189 
0 ù 
_ herausliest, womit man eben nach (47) 
L,.(3) = — 1,340 : 0,464 — 0,474 - 0,513 = — 0,865, 
L, (3) = 0,464? + 0,474? = 0,440, 
LAS 15540? -- 0513" = 2,059, 


L (3)= 0,601 + 0,189 — 0,057 — 0,074 = 0,659 


erhalt. 
Jetzt steht alles zur Verfügung, um nach (51) errechnen zu können: 


2 1 
C= 0,178 - 108 [(— 1,393 + 0,390) - 0,865 + 1,749 - 0,440 + 0,315 : 2,059 


065912953107 


Zum Vergleich sei noch nach Formel (41) gerechnet und dazu angenommen, 
dass die Längskraft nicht verteilt sei, sondern als Einzelkraft P = 3 - 10° kp 
an den Enden der Welle angreift. Alle anderen Daten sollen unverändert 
bleiben. 

Dann hat man nach (32): 


2 Jone 40 - 108 J j 
te 105 ATOUT IS 10-2 EEE O0 LOL 


und es ist bereits bekannt: # = — 0,316, u? = 10 : 102. Hiermit gibt (57): 


= 1 135 102 AE iQ HE 105 es 
ET | 3,606 - 10-1 In (3,606 - 10-1 - 3) 


20316 sin (0163) 3| 7052102 
SET TE cos (3,606 : 10-1 : 3) | 
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Horst LEIPHOLZ 
Tabelle II 
z 0 1 2 3 
u: 0 — 0,316 — 0,632 — 0,948 
cosu 2 1 0,950 0,807 0,583 
sinu z 0 — 0,301 — 0,591 — 0,81 
V1 COSU Z — 0,160 0,090 0,284 0,339 
7, sinu 2 0 — 0,029 — 0,208 — 0,472 
Va COSU Z — 0,718 —0,581 — 0,345 — 0,110 
Yo sinu 2 0 0,184 0,253 0,153 
Se | 7, cosu z dz 0 — 0,035 0,152 0,464 
0 
5 
Sais / 7, sinu z dz 0 —0,015 = 0,134 — 0,474 
0 
sd = / 1, cosu 2 dz 0 — 0,649 211% — 1,340 
0 
se / 1, sinu 2dz 0 0,092 0,310 0,513 
0 
Sig’ Ya COS U z 0 0,020 — 0,052 _ 0,051 
SP + r, sinu z 0 — 0,003 — 0,034 = 0.073 
SE + Pi COS & 0 — 0,058 — 0,316 — 0,454 
SR + ri sinu z 0 — 0,003 — 0,064 — 0,242 
z 
i Si, Pa cosu z dz 0 0,010 ~ 0,006 ~ 0,057 
0 
4 
1 SP re sinu z dz 0 — 0,002 — 0,020 — 0,074 
0 
FA 
| ey V1 COSU 2 dz 0 — 0,029 = 0216 — 0,601 
0 
z 
~20 A 
/ Soo 1 Sinu 2 dz 0 — 0,002 — 0,036 — 0,189 


0 
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Nach (1) ist das Verhältnis der zugehörigen Drehzahlen (®;, für die konti- 
nuierliche Längskraft g, «, » für die entsprechende Einzelkraft Bi: 


rg /1,91 a7 


Sur 217 
/ 1,293 12417 H 


Ok p 


woraus man ersieht, dass man bei Beriicksichtigung der kontinuierlichen Ver- 
teilung der Last eine merkliche Erhöhung der kritischen Drehzahl erhalten 
kann. 
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Summary 

The paper deals with the critical angular velocities of continuously loaded shafts. 
A method is given for the solution of the problem and an example is presented 
which shows that the critical angular velocities increase, when, instead of a 
single concentrated load on the ends, the shaft carries a continuous load of the 
same magnitude. 


(Eingegangen: 16. März 1960.) 


Steady-State Thermal Stresses in an Elastic Cone’) 


By Rokuro Muki and ELI STERNBERG, Providence, KR. I., U.S.A.?) 


1. Introduction 


The stress analysis of circular cones, and of bodies bounded by two coaxial 
onical surfaces with a common vertex, has received repeated attention in the 
linear theory of elasticity. Thus MICHELL [2]%) established the solution appro- 
priate to a semi-infinite solid cone under a concentrated force of arbitrary 
rientation, applied to the vertex. L. Förpr [3] disposed of the analogous pure 


1) The results communicated in this paper were obtained in the course of an investigation 
nducted under Contracts Nonr 562(20) and Nonr 562(25) of Brown University with the Office 
f Naval Research in Washington, D. C. 

2) Division of Applied Mathematics, Brown University. 

3) Numbers in brackets refer to References, page 495. 
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torsion problem. NEUBER [4] extended MICHELL’s results to the case of a conica 
shell of linearly flaring thickness and, in addition, treated the flexure of suc} 
a shell due to a concentrated couple at the apex. Some of the solutions container 
in [4] were recently re-derived in a different manner by Knops [5]. 

Certain axisymmetric problems concerning solid and hollow cones subjecter 
to surface tractions which are distributed over the conical boundary we 
considered by MORGAN [6, 7]. In [6] the lateral loading is assumed proportion 
to an arbitrary real power of the distance from the vertex, while [7] presupjf 
poses piecewise continuous surface tractions which vanish identically beyon 
a fixed distance from the vertex. 

In the present thermoelastic investigation we seek the thermal stresse 
produced in a solid, homogeneous and isotropic, elastic cone of semi-infinit 
extent, which is free from external loads but is exposed to a stationary disco 
tinuous surface temperature: the tip of the cone (up to a given distance fror 
the apex) is held at a constant temperature, while the remainder of the bour 
dary is maintained at another uniform temperature. 

Throughout the interior of the body the temperature field is required t 
obey the equation of heat-conduction. In the absence of thermoelastic coupling} 
the stress inducing temperature field is therefore characterized as the soluti 
of an independent Dirichlet problem. Since the solution to this heat-conductiof 
problem was deduced separately in a previous publication we may proce 
directly to the determination of the associated thermal stresses. 

Evidently, the thermal-stress problem to be considered presently bears 
close mathematical relation to the ordinary elastostatic problems discussed E 
MorGaAN [7]. The method of attack sketched in [7] is a generalization of a pre 
cedure employed by TRANTER [8] in connection with similar two-dimensiona 
equilibrium problems for an elastic wedge. MORGAN’S scheme rests on the us 
of the Mellin transform together with Love’s stress function for torsionle: 
rotational symmetry. In contrast to TRANTER’s work, MORGAN’S treatment 
purely formal. He leaves the problem, except in the degenerate case of tt 
half-space, after recording complex inversion integrals for the desired comp» 
nents of stress (and without specifying the appropriate choice of the corr 
sponding path of integration). The chief complications inherent in the analyst 
however, merely begin to arise at this stage; they stem from the need to secu | 
a representation of the solution which is amenable to a complete numeric 
evaluation. 

Instead of applying Love’s stress function, we approach the thermoelast: 
problem at hand on the basis of the axisymmetric version of PAPKOVIC 
general solution to the elastostatic field equations, which is readily modified 
account for the presence of a temperature field’), With the aid of the Me 


4 : ; 
) See [9], where this scheme was used in the steady-state thermoelastic study of an elas4 
half-space. 
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transform and of the corresponding inversion theorem we thus deduce complex 
integral representations for the required temperature stresses. These complex 
integrals, in turn, are transformed into real integrals involving Legendre func- 
tions of the first kind of complex degree. The validity of the solution in this 
final form is examined; its numerical evaluation is discussed in detail and is 
illustrated by a specific example. The method adopted here lends itself equally 
well to a complete isothermal stress analysis of an elastic cone which is sub- 
jected to piecewise continuous surface loads. In fact, the latter problem is 
distinctly less troublesome than the one under present consideration. 


2. Formulation of Problem. Stress Functions 


We recall at this place the general formulation of boundary-value problems 
in the classical theory of steady-state thermoelasticity. With reference to 
rectangular cartesian coordinates x; (¢=1, 2, 3), and in the usual indicial 
notation®), the governing system of field equations may be taken in the 
following form: 


Li=%; (1) 
1 2(1+ 7) « 
Cake De 12, (M (2) 
20; 
Tip = HY Mg + ee | eu 1 +9)0 7] (3) 


Here T(x,, %2, X3), U;(%1, X, X3) and T,,(X,, X, x3) denote the temperature field, 
the components of the displacement vector, and the components of the stress 
tensor, respectively. The constants «, u, and y», in this order, stand for the 
coefficient of thermal expansion, the shear modulus, and Poısson’s ratio, 
whereas 0,, designates KRONECKER’S delta. Equation (1) is the equation of 
heat-conduction; (2) and (3) represent the displacement-equations of equili- 
brium (in the absence of body forces) and the stress-displacement relations. 
The foregoing field equations, which must hold throughout the space region 
occupied by the medium, are to be supplemented by appropriate boundary 
onditions. If the temperature itself is prescribed along the boundary B, and 
rovided the surface tractions vanish identically, one has on B 


T = T* (xy, %, Xs) , (4) 
Tijl=0, (5) 


here T* is the given distribution of the surface temperature and /; denotes 
he components of the unit normal to the boundary. 


5) Summation over repeated subscipts is implied. Subscripts preceded by a comma indicate 
- differentiation with respect to the corresponding coordinate. 
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Once the independent Dirichlet problem characterized by (1), (4) has beer 
solved, the temperature field T(x,, X, X3) in (2), (3) is known. The integration} 
of (2), (3), subject to (4), may then be approached conveniently with the aid 
of an obvious modification of PAPKkovicH’s [10] general solution to the isc 
thermal elastostatic field equations which was introduced previously in [91 
Thus, the complete integral of (2) admits the representation 


20, = 04 (Sr) VIRUS (6 
= I Wi,jj = 0 . (7 


Consequently, the determination of the thermal stresses (and displacements) ı 
reduced to finding stress functions y, y; which satisfy (7) and — in the sense c 
(3), (6) — generate stresses conforming to (5). 

With a view toward the particular thermoelastic problem described in thr 
preceding section, it is expedient to introduce spherical coordinates (7, 0, 6) ba 
means of the mapping 


% =F SIO COSO % = 7 SIG SIN ey COS D: | 

OSr<oo, 0S0Sn, 0S$< 2a. | 

Suppose the axis of the cone in question coincides with the x,-axis, let it} 

apex be at the origin, and let 9, (0 < 6, <r/2) be its semi-opening angled} 
Further, it is helpful to introduce the auxiliary variables 

p= cos), g=sinl; pp=Ccoshy, m En: ge 


The region D is in this instance then given by 0<r<w, {<p 
(0 S py < 1), while the boundary B corresponds to p = fy. 

By virtue of the rotationally symmetric character of the problem, tH 
temperature field is independent of the longitude ¢, so that the Laplac 
equation (1) here becomes 

VAL p= 0: (10 
with 
; 0? 2 0 il 0 0 
Cig eel — ı —— —— ee = — 1 
VY? = ee op a p?) ab (1 
On the other hand, the boundary condition (4) to be met at present, appears & 


Ir po) = Ty (OS 7 a) TD) = ON = 7 zo: (1: 

In addition we require that 
Ty, p) +0 as 4-00 (1. 

and that the temperature be bounded in D + B. 
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Two alternative forms of the solution to the foregoing heat-conduction 
problem were established in [1]. We cite here merely the integral version 


is PE PL ee) 
CE ER PT lan, 14 
(¢ ) 2nyo, Sailer P_ır ;&(Po) s 
where 
o= 7, BlE 0) =cos(E loge), Y(&,0) = sin(£loge) , (15) 


and P_;5.;: stands for the Legendre function of the first kind of degree 
— 1/2 +76, which is real-valued for real arguments. 

In the case of axisymmetry about the x-axis, the general solution (6), (7) 
of the equilibrium equations (2) remains complete if y and y, are restricted by 


P=97,~), Yr=vlr, ph), Yi = Ya = 0, (16) 


whence (7) now reduce to 


2(1+w) ua 


Vor, p) = en Cou T, V(r, p) 08 (17) 


in which the Laplace operator V? is once more given by (11). Equations (6), 
when referred to spherical coordinates, pass over into 


Ow 


Oop | 2 
Or 


Or Cpe 


0) Ow 
ug Ba + B42) oy. 


ue (3— 4) py, | 


(18) 
| 


The spherical displacement component w,, of course, vanishes identically. 
On substituting from (18) into the spherical counterpart of (3), one arrives 

at formulae relating the spherical components of stress to the stress functions 

g(r, p) and y(r, p). These formulae, after some simplifications based on (17), 


read: 


— 


2(1+») wo To 0?p 


Try Dre or? 
Oy Ow 2vg?® Ow 
coe | N or je (Oya) © 
2(1+ 7) pa 
‘Op Ten en: Op? 2 opt Or 


q? 0% p oO” 1 09 | Gay 


2 )2 0 
+ FC SE + (1-2) pe - HUN, 
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Dike?) pho ven Peo Ue can nu 


Tag — 1-» 2 Op | + Or 
Be — 2») [p 52 A 
Dr op ME Poon op: (19) 
1 0p NUE 
Tr0 R op r Op Or 
CE) j Ow N =] 
P Spor a Or ln vr Op | 


The remaining shear stresses Ty, and To vanish. 
Condition (5) is met for the surface of the cone if 


lt, tol by) =0 | <r<o). (20) 


To these boundary condıtions we adjoin the regularity conditions 


Tr Tam Tag Ta 0) aS 7 >05 (21 


as well as the requirement that the entire stress distribution be bounded inp 
D + B,i.e. forO Sr < oc, po Sp <1. The problem under consideration thus 
reduces to finding solutions @ and y of (17) such that the stresses (19) obey 
(20) and (21). 


3. Application of the Mellin Transform®) 


vet Tb, s), P(p, s), and p(p, s) be the Mellin transiorms with respect to : 
of T(r, p), r ? p(r, p), andr y(r, p) , s being the transform parameter. Thus 


oo 


T(p, s) = | Tir, 6) ear, 
0 
BB, 8) = | pr, rar, (2 
0 
Hb, 8) = | lr, p}r tar. 
6 
Further, suppose 
y-2 -1 0 il oy 
DOTE REED a = Or) as 7 >00, (5, 0 


6) See Doetscu [11] for an exposition of the theory of the Mellin transform. 
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In addition, assume that the four functions appearing in (23) remain bounded 
as y > 0. Then (22) and integration by parts imply the identities 


oo oo 


à en 2. ee, 3 
4 Sd = — (s — 2) ®, qi = ys—1 dy — (s a 1) (s = 2) (4 | 
0 0 
. (24) 
poy eee A poy ro À | 
rot dr = —(s— 1), J apa at = S{S— 1) ps | 
0 0 


provided s is confined to the strip 0 < Re(s) 
now formally apply the Mellin Se to (1 
(17) by 7. Bearing in mind (11), (22), and (2 
Legendre equations 


< s, of the complex-s-plane. We 
Da ter multiplying the second of 
4), we obtain in this manner the 


ONE. m 2A = py woe 
ip (1-9 A Fi eee ee a (25) 
d dy). : i 
F [a -# ap | + 6-2) (s—1)=0. 


Next let #,(p, s), #,(p, s) be the Mellin transforms of r1 u,(r, p), 7-1 ug(r, p), 
and denote by 1,,(f, 5), Tgg(P, s), etc. the transforms of the corresponding 
components of stress. Explicitly, 


u,(P, s) = fu Da An, ELCs 
=; (26) 
tA; 8) = rt. PD) Joh dns ete: | 
Equations (18), (19), because of (22), (24), (25), (26), now yield 
2 uh, =—(s—2)>—pls+2(1—20)]9, | 
do, , dÿ (27) 
2 Ug |. en (3 4») 9]; | 
Te nS es) (s — 2) | 
+ (s—1) (s+ 2—27) p ÿ — Cie | 
; 2 | (28) 


—s1) (s- 1-29) pp+[1— 3-20) a) 


RO 
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A 2(Ii+»)ua 7 D» à do 
lee eu de 


- 1-20) 6-)#$-1-(1-2n917 


= 16-9 -u-296 1)»+(s+1 A 


Finally, the boundary conditions (20) in the transform domain become 
dt, Tod) = 0. (29) | 


The Mellin transform of the particular temperature field (14) is given by’)) 


Ty a PR, 1) 


/ 30 | 
Sem: 9) 


T(p, s) = 


Taking account of (30) and bearing in mind that the thermal displacements and 
stresses sought must be regular along the axis of the cone, i. e. for p = 1, we} 
take the solution of (25) in the form 


j CM a IP alG 
Op; Ss) As 2) (1+) 4 a’ P._,(p) 


(1 — v) s (2s — 3) P,_4(Po) ’ (31) 


il 


The arbitrary functions A(s) and B(s) appearing in (31) are to be determinedi 
consistent with the transformed boundary conditions. To this end we substituted. 
from (31) into the second and last of (28), and subsequently invoke (29). The 
solution of the resulting pair of simultaneous equations in A(s) and B(s) may b 
simplified with the aid of the recursion relations’) 


Ci P;(p) FT [P PB) ci Paap) ’ 


| (32) 
(2s + 1) p Pls) = (s+ 1) Path) +5 P.(p). | | 


Setting 


(Po, S) = 2 (1 — ») p§ — (s— 1) (s — 2) &, 
A(Po, s) = —(s — 1)? (s — 2)? Po [P._2 (Po)? 
— (s =) (s — 2) gÿ P._2(P0) Py albo) 
ATA (Ly) 5 1) I 2) Ce ae (nF oa) 


7) See Equation (10) of [1]. 
8) See, for example, [12], p. 161. 


*) Primes attached to Legendre functions are used henceforth to indicate differentiation witt 
tespect to the argument shown. 


(333 


— 
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and making repeated use of (32), one may put the final formulae for @, y into 
the form 


ga Atmel pP, | 
19 s (s — 1) P,_s(Po) 
2(1+ 7) maT, as EE #9 (s — 2) Bsp) 
S W(Po, S) s—1 P,_1(Po) 
ee ; Te 5) | Po(s Ins 2) (2 v) P._o(Po) 
ER j (34) 
F2(L—») [+ 98 (s — 2120} PB], 
p= (+ruax Ty a (s — 2) P, ,(p) { qi 
S O(Do S) | — v) Ps_1(Po) 
= CEE = Pols — 2) 2 -2(Po) +R P bo). | 


Inserting (34) in (28), and once again using the recursion relations (32), we 
ultimately reach the following expressions for the transformed spherical stress 
components, in which 

E=2 (1+) (35) 
is the modulus of elasticity. 


bor = ape Boar (28 + 9° (5 — WIPO) — pa Pp) 


Pe (P (5 — 2) {2 bo (s — 1) 6-2) P aff) 
[2 (1 — ») 63 — 48s (s — 1)] P/_ 6} Pb) 
+g? {by (8 — 2) [2 — 5 (5— 1)] Pal) 


Set ve PY Pe )}. 


EaTy a | ~ (Bits 2) — 6? (s — 1)] Ps) | (36) 


%00 = s o(Po; S ME, 
— p (p3 — p°) P 1. 


Le s) (6 (s 1) (s a= 2) {Po (s a 1) (s =) P._2(Po) 


Ur) G(s - 16-3) P._ (Po) } P._9(P) 
nom = 4) (2 pgs (s 22) PD) 
sel) 26 a a) 


— 6-1) 6-21 Pi alba} BA), 
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A Ea Ta | Ll fee Dre De ee 
Tor > 5 (Po S) eae.) (125 go (s 1) ] ED) Si % ? ad) 


+ (2 (1%) p§ + (SH P=:(20)} PB) 
=p {21 = 9) Pom 2) Palio) ale (er) 


gz (s — 1) (s — 2)] Des 2(P0)} P_1(b)]| 2 | 


The analogous formulae for #, and %, are omitted here since we shall not pursue 
further the explicit determination of the thermal displacements. 

In order to pass from the transformed stress functions and stresses to theix} 
antecedents in the physical domain, we appeal to the inversion theorem for the 
Mellin transform. By virtue of (22) and (26) we are thus led to 


c +100 
R 


pl”, ren (p, s) 1-5 ds , 


c—100 


c +100 
n 


= i DS WSay Lek: (3 


c—i0 


The integrands in (37), (38) are fully accounted for through (34), (36). Thi 
completes the formal solution in complex integral form of the thermal-stre 
problem at hand. The determination of the parameter c which enters throug: 


the limits of integration in (37), (38), will be discussed in the succeedin: 
section. | 
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4. Real Integral Representation of the Thermal Stresses 


The solution just obtained is evidently not affected by the particular value 
of c as long as the position of the line of integration Re(s) = c is varied within 
one and the same strip of regularity of the integrands in (37), (38). The selection 
of the appropriate strip of regularity, in turn, is dictated by conditions (21), 
along with the requirement that the stresses remain bounded as 7 > 0. 

If we take c = 3/2, the line of integration is given by 


Seg Ee VA PO ee). (39) 


This choice of c is suggested by the observation that the Legendre function 
P,_,, as well as the auxiliary functions « and A occurring in (34), (36), are all 


real-valued when s assumes the values (39), as may be inferred from the Mehler- 
Dirichlet integral?) 
u 
/2 f eos[(s+ 1/2) a] da 
er 
0 


O<8< 7x). (40) 


P(p) = | Seh 
(P) /cos/ — cos 6 

Further, if Re(s) = 3/2, we note on the basis of the recursion formulae (32), 
that all Legendre functions entering (34), (36) may be expressed as linear 
combinations of the real-valued functions P,_, and P/_,, with coefficients which 
are rational functions of s. Thus 


(s—1) PP ,~)=p6—N2_.6) —¢ P_.6), | 
CAP ble?) BF Pb), (41) 
DD = (s — 1) 12 D) P ef) . | 


Also, the identities (24), underlying the developments in Section 3, are evi- 
dently valid on Re(s) = 3/2, provided s, in (23) obeys the inequality s, Z 3/2. 

We show next that the integrands in (37), (38), regarded as functions of s, 
are free from singularities if (39) holds, provided 


Tt \ 1 
DE Cr 0£0<6 (0= 0,57}, NP 


It is clear from the structure of (34), (36) that the singularities in question 
could arise only from the zeros of the functions 


A(s) = s (s — 1) w(fo, s) P,-a(Po) ; Q(s) = s wo, 8) A(Po 8) - (42) 


It is easy to see with the aid of the first of (33) that w(p,, s) cannot vanish when 
's is restricted by (39), the same being true of the factors s and s — lin (42). 


10) See [13], p. 315. Recall that P,(1) = 1. 


ZAMP X1/31 
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The roots of P.(f,), considered as a function of s, are known to be real"). By: 
(40), Pyo(P) is positive for 0 < py < 1, so that P_,(p9), and hence A(s), has: 
no zeros on the line of integration (39). 

To confirm that Q(s) is also free from zeros we have yet to show that: 
A(P, s) does not vanish on Re(s) = 3/2. For this purpose we recall first certain: 
properties of the associated Legendre functions of the first kind, which will also) 
be needed at a later stage. For arbitrary complex degree s and positive: 
integral order m, we have the relations!?) 


m = mm am PAP ) 
TE 
Pre) = (-1)" PE); | 
(44) 4 
= mr m x 
Ey (p) == ate m nr rf [14 O(9’)] 2 9 =a) 2 


provided J’ denotes the Gamma-function, and the recursion formula 
PP) + 2 (m + 1) z PB) + (s—m) (s+ m+ 1) Pm(p)=0. 4 
Finally, the appropriate generalization of (40) reads 


a 


0 
maps, — WZ Gia ©" cos[(s + 1/2) A] da 
P"(p) le RT ‘ Tosi=cogmne (0<6<7, Reim) < 1/2), 
0 M 
(46) 


We now substitute for s from (39) into the second of (33), write A(p,, &) iz 
place of A[?,, s(£)], and prove that A($,, €) is negative. To this end we differen- 
tiate A(?,, €) with respect to 0, and find with the aid of (43), (45), and of the 
Legendre ue that 


OA (Po, 3 1 
ON = TE Pyesislb) (+9) 41/4) Plan) | 


(47) 
ln) P° y sielPo)] OC = T2), | 


According to (46), 
PPyasielbo) > 0 (m=—1,—3), (0<d,< 5) (48 


and, in view of the first of (44), these inequalities remain valid also for m = 14 


11) See [14], p. 91. 
12) See [12]. p. 140 et seq. 


H 
13) Here p! —1/24de and P® ~1/24+ig are associated Legendre functions of order one and the 
respectively. 
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Consequently, (47) yields 


0A(Po, §) 7 
pa -(0< 8 SS), (49) 
while from (43) and the second of (44), 
Ss 1 raus 
Al a a le ale CCE (50) 


It follows from (49), (50) that A(d,, &) < 0 for 0 < 6, < m/2and — oo < & <oo. 
We are now in a position to conclude that the integrands in (37), (38) are 
indeed regular for c = 3/2, as was claimed earlier. Instead of pursuing the 
justification of this choice of c further at present, we continue to proceed 
formally for the time being and subject the integrals (37), (38) to the change 
of the variable of integration (39). This results in a real integral representation 
of the solution, the validity of which will be examined subsequently. 

The highly cumbersome computation just alluded to may be outlined as 
follows. We first eliminate P,_,, P,_,, P/_, from (34), (36) be means of (41), and 
refer (37), (38) to the new (real) variable of integration € defined by (39). The 
corresponding range of integration becomes — © < £ < oo. We then decom- 
pose the transformed integrands into their real and imaginary parts, which are 
found to be odd and even functions of £, respectively). Consequently, the real 
parts do not contribute to the final integrals, which must of course be purely 
imaginary since y, y, and the physical components of stress, have to be real- 
valued. Moreover, since the imaginary parts are even in &, the range of inte- 
gration may be reduced to the interval 0 <& < co. 

With a view toward listing the final results in a reasonably compact form, 
it is expedient to introduce certain abridged notations. Let 


er ee, (51) 
where o, BE, o), and y(£, o) are given by (15). Writing 
P(E, p) = P_sosie(P) » (52) 
let 
XE, Pb) = perry VE bd = per Vo Po) = VE Po Do a 


in which P'(£,p) stands for the derivative of P(é, p) with respect to the 
argument p. Next, set 


#(E, 0, Po) = [Po — 2 93 YolE, Pol] BIE, 0) — 2 Po Ë VE. ©) 
o(&, 0, Po) = [2 Po — % ME Poll C(E, 0) — 2 Po PIE, ©) = 


(54) 


14) Note that P_ 1/2 Lie), and hence P’_ 1/2 45e), is an even function of & since Pere 
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Finally, with reference to the definitions (33) of (po, s) and A(fp, s), set 


w 


w(t, bo) =o (P5478), AE b)=A(t0.5+86), (69) 


and define new functions A,(é, po), A2(E, Po) through 


© 0 = RE fa an ae (&; Po) 
AE, bo) = | +78) Priel). Ae P= esa 


From (55), (56), with the aid of (33), the first of (41), as well as (51), (53), follow 


O(E, Po) = 2 (1 — v) BO + 9 U5) , 
AE, Po) = (8, Po) LP nlE) — Po % Vol, Po) + 9 Yo(S, Po)! » 
Ag(E, Po) = D(E, Po) {— Po u7(E) + 96 n(E) YolE, Po) + PolZ (1 — ») 
+ and] Yo(E, bo)} - 


The desired real integral representation for the stress functions and stresses 
Nero be put into the following form in which the auxiliary functions 
n,6,X,Y, Yo, #,6,&, A,, and A, are understood to be referred to the corre- 
sponding arguments appearing in the defining equations (51), (53), (54), 
and (57). 


0,4 2 oll i woX 2 5 2 
ee. 


ET, 25 
2 MG 26 VY x 
= FER {don — aa 
+ 3 (1 + 95 vo] - Ze [26 BX {bon — 2 (1 —») 8 Yo} 
DEREN col ine iR Wey 


| 
LEE pond + LEE antrat) | 
J 


2 (1-9) (1+ 98m) Ye] | dé 


2 Tr x > 
Te ne i 120304 Gi a Pire a8 Yo}]} de 
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la 
i> 
less 
Ha 
— 
2 
— 


il I" 2 7 9 > 
a [2X — @ (1 — 263) y) 


— {2038p —g Y}]— [Ban V — ab X Yo 
—( =P YY} +0 {2 ho MX — po int 2+} ¥ 
+ À [98 (y +2) +201 —») XV 


+2 [gn + 1—y] Y W}]) ag, 
T (0, p) 1 1 2 oo NZ 
7 ee PME on: / z 6 {B5 BAT Hé Pp? + P6 9°] à } 


EX Y- 2° [2B fog? Y — ab 9X Yo 
2(1 =) [Pa (gl A AL $ {hop n° re + Don [g? (N = 4) 
+2(1—») 21 Y—pn [ge (y—-1 +21 —v) IXY 


= [98 6? y + 2 (1 —») (263 — PM] Y Y]l dé, 
| 
(59) 


——[_- [2 


Ts (9; P) 1 2 re ae 
Er à a Ia: A, lo {P [96 n + 6] X + [Bg yt+1 

— po P71] VY} — x 4 [dé n + £3) X + 95 Y}] 

+ FP {2B {1 — 25) Po? MX — 1-2») gpnÀY 

2(1—v) BY Y}+C{(1—2r) ppm X 

+2hon (96+ 1—») (1—2g)]) Y+(l—2gpuXx Y 

= [ab (1+ 9) — 2 (1 —») (GG + 1 — 228)] Y V]} dE, 
Te(0,P) Ss We OT ER 805 PV pg x mage po 
Eat, 2203? a Po VU] 0 0 0 


=: [2 B{bon? X- En XN-dlan+t2il-"]YY) 
2 


Chr 201) din 75 — 21 —») £5) X-Y, 


mn 


— 6 (gn + 2 (Lo) Y ¥o}]} ae. 


486 ROKURO Muki and ELI STERNBERG ZAMP } 


5. Convergence Considerations. Verification of Solution 


We now examine the validity of the formal solution in real integral form ıf 
deduced in the preceding section. With a view toward establishing the conver- 
gence of the improper integrals in (58), (59), we consider first the asymptotic 
behavior of the corresponding integrands for large values of the variable of 
integration &. In this connection we recall the asymptotic expansions!?) 


r= Vay Tes! ball? oe (me 3 


PE Ds 


ae sin|(s + 7) D (m = 7) | à 0) 


ZI 2 
as |s| > (e<s9<n-e, e>0), (60) 
a Se _ (m—n) (m+n—1) = 
Fea ss [1 De u IL NS ] 
as |s|—oco (m,n...real, —a< arg(s) < x). 


Verre q 
; Eu exp(é 6 3 } 
Pg) = - | SEE [1 - 32 + 0] a 


as 2-00 (62.0 une 5 0). 
Since, according to (43) and the second of (44), 


PED=1, PE N= (@+ 4), (62 
(61), (53) yield | 


X(E, 2, bo) =] © exp[—£ (8, — 9] [1+ OF), | 

X(&, 1, Po) = 2x do 3 exp(—£6,) [1 + O(€-4)], | 
nee 

YE. 2, b)=—|/% £ expl-£0,-O+0E, 1 @ 

VEE, 1, py) = "Le en exp(—£ 6) [1 + 0069] | 

as fo (eS 6=50, 54, ol | 


15) See [12], pp. 147, 162, 47. 
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In view of the continuity with respect to pat p=1 of XE, p, po) and Y(E, 4, Po), 
the estimates (63) may be combined into 


À(E PB. Po) = O {EP exp[—E (65 — A}, | 
Y (5. P, Bo) = O {552 exp[—é (6, — 6)} (64) 
as & —= OS (0 = 6 = GA = =| . | 
In addition we shall require the more refined estimate 
Ye 20) =, [1 220 + 0063] | 
| | (65) 
CET PESTE e> 0), | 


which is also derivable from (53) and (61). Finally, by (15), (51), (54), the first 
of (57), and (65), 


CE, 0) = — sin (€ logo) + O(€-2) , 
x(E, 0, Po) = 2 [qo cos (E loge) — py sin (E logo)] & + O(1), 
o(E, 0, Po) = —2 [do cos (E loge) + gp sin (£ loge)] + O(E>) , (66) 
ol, Po) = EE + O(1) 


IT — 
D ? e> 0), 


IN 


as E>oo (0 < 9 < œæ, =U), 


while (65), (66), and the last two of (57) lead to 


Ax(§, Po) = GE + O(E), AalE, Po) = — 40 & + OLE") | 
(67) 
as E>oo (e50,<=- 5, e> 0). | 
The integrands in (58), (59) are continuous functions of € for 0 <& < oc 
since A,(é, p,) and A,(€, pi) cannot vanish when 0 < 9, < 2/2, as is clear from 
(56) and the discussion following (42). Let f(£, 0, p, po) and g(&, 0, p, Po) denote 
any of the integrands in (58) and (59), respectively. The asymptotic results 
(64) to (67), together with (15) and (51) now yield, as £ > co, 


HE, @, P, Po) = O18 *? exp(i—€ (0, — 8)]}, 
g(&, 0, P, Po) = O {EN exp[—E (6, — 8)]} 


(0<o<o, 05056, 0< B =F). 
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Therefore all of the improper integrals in question converge uniformly and 
absolutely for 0 <o<mw, OS 956—e(e> 9), 0 el 

To prove that the stresses (59) conform to the appropriate field equations, 
it suffices to show that y, y, and the spherical components of stress satisfy (17), 
(19). Substituting from (58), (59) into (17), (19), and formally interchanging the 
order of differentiation and integration, one is led to improper integrals the 
uniform and absolute convergence of which for 0 <9 < oc, 0 < 0 < 0, —e& 
(e > 0), 0 < 0) < x/2 is assured by (64) to (67); this justifies the reversal of 
the two limit processes. In performing the required differentiations under the 
integral signs one needs to make use of the identities 

OX 

a 
which are obtained from (53) with the aid of (52), (51), and of LEGENDRE’S 
differential equation. 

Both (17) and (19) involve the temperature field T(o, p). The integral If 
representation (14), while convenient for the numerical evaluation of the} 
temperature distribution, is not suited for the purpose at hand. What is needed If 
at present is the alternative representation 


=Y, g@—=2fpYinX, (69) 


Cc 


ie En J er 
To, = am | DER - AK -oP Ya, (70) 
0 


which matches the structure of the integrals in (58), (59), and may be established 
as follows. It was shown in [1] that (14) is equivalent to the complex integra! 


c+ic 


a ees 
en a eer ee 4 


where c may be chosen anywhere in the interval 0 < c < 1, provided O<9, <z. 
When 0 < 6) <a/2, as has been assumed in the present investigation, on 
finds by precisely the same reasoning that the admissible range of c may b 
extended to 0 <¢ = 3/2. 

If in (71) we choose c = 1/2, as specified in [1], there results (14); if, on thes 
other hand, we take c = 3/2, employ the first of (41), and make use of auxiliary, 
notation introduced previously in (53), (54), and (57), we reach (70). With the 
aid of (70), and by the procedure outlined above, the field equations (17), (19) 
are eventually found to be satisfied identically throughout the interior of th | 
cone. The underlying computations are, of course, highly voluminous. I 
should be pointed out that the stresses (59) could have been deduced from the 
generating stress functions (58) directly by invoking (19) and without recours 
to (36), (38). The fact that the physical components of stress (59) were actually 
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obtained through an independent inversion of their antecedents (36) in the 
transform domain provides an additional check on the correctness of the final 
results (59). 

In order to verify the boundary conditions (20) one has to go to the limit 
as Pp > Po (0 > 05) in ty4(0, p) and t,,(0, p). Noting from (9,553) that tor 


p=h 
à Tepe l, Vey, (72) 


one finds after an elementary computation that the integrands in the second 
and the last of (59) are identically zero when p = Po Whence ty, and 7,5 
indeed vanish along the boundary 6 = 4). 

We consider next the regularity conditions (21). In this connection we 
observe on the basis of (15), (51), (53), (54), and (57) that each of the definite 
integrals entering (59) may be written as a sum of integrals of the type 


> 2 FE, p, Po) Cos(£ logo) d£, 0°” Î GE, P, Po) Sin (£ logo) d£, (73) 


0 0 


where F(£, p, fy) and G(E, p, Po) are integrable functions of & for , < p <1 
(0 = #, < 1). Hence, appealing to the Riemann-Lebesque theorem"), we gather 
that all stresses tend to zero as 9 = r/a > x. 

Finally, we turn to the requirement that the stress distribution be bounded 
in the closed region 0 <7 < co, 0 < 656, (0 < 6, S 2/2). In view of the 
convergence properties established already, we have to show first in this 
connection that all four stresses in (59) remain finite for 0 < 9 < co, 0= 6. 
This condition is evidently met by Tg,, T,g which were found to vanish for 
p = po, consistent with the boundary conditions (20). Let g,,(£, 0, po) and 
854(5, @, Po) denote the respective integrands of r,, and Ty 4 in (59), evaluated 
at p — p,. Then (72), together with (15), (51), and the asymptotic estimates 
(65) to (67), yield the conclusion 


sin (£ logo 2 
BALE, 0, Po) = OT tee 0 | 


as E>oo (0<e@<oo, 0< <5). 


Consequently, the integral representing r,, is uniformly and absolutely con- 
Wergent for p= fy, 0 <o< oo. Also, by DIRICHLET'S test17), the integral 
appropriate to 7,,(0, Po) converges uniformly for o in any sub-interval of 
0 < 9 < æ which does not include the point 0 = 1. Aloe; 7,410, Po) has 
a finite jump-discontinuity which will be examined in the next section. 


16) See TITCHMARSH [15], p. 403. 
17) See, for example, BRomwicu [16], p. 482. 
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To complete the validation of the solution under consideration we have yet 
to demonstrate that the components of stress remain bounded as 9 = 7/a > 0. 
It is apparent from (59) that this is so provided all four integrals in (59) are 
O(o") as o > 0. Unfortunately, an attempt to establish this order of magnitude 
meets with considerable analytical difficulties. The numerical results presented 
in what follows, however, indicate that the stresses are in fact bounded at the 
vertex of the cone. 


6. Numerical Evaluation of Solution. Discussion 


The integrands in the solution (59) for the desired thermal stresses are seen 
to involve only elementary functions, with the exception of X(&, p, py) and 
Y(E, p, po), defined by (53). The transcendental functions X, Y, in turn, 
contain the Legendre function of complex degree P(é, p) = P_;»,;e(p) and its f 
derivative with respect to p, P (&, p). A computationally convenient integral | 
representation for P(€,) follows from the Mehler-Dirichlet integral (40) 
through integration by parts. Thus 


0 
P(E, p\— 1? f'cos6 (cos — cos 6)1/? 
x (75) 
ae’ (n + 2) (cosA — cos 6)?!?] cosh (E À) dd 
(ORS Oy KU, 
where 77 is given in (51). Similarly, taking m = 1, s = — 1/2 +7 € in (43) and D 


using the first of (44), as well as (46), we reach 


2 es — cos6)12? cosh (EA) dA | | 
mq ; | (76) 


Der ET 


When & = 0, Equations (75), (76) yield in particular 


P(0, ?) = Pub) = + K(sin 4), 


(77)™°) 


2 0 0 
21) BS p= = Esin | © cost K(sin” 
(0, p) _112(®) ap sin, cos? K sin) |, 
ne) Tables of PE, p) appear to be in preparation in the Soviet Union [17]. Observe that the 
integrand in (75), unlike the integrand in (40), has no singularity. Equation (75) 
be deduced by setting m = — 2 in (45) and using (46). 


19) See also [12], p. 174. The second of (77) foll i i iati i 
a (77) follows from the first by differentiation with 


may alternatively 
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in which K and E are the complete elliptic integrals of the first and second 
kind, respectively. The integral representations (75), (76) are valid for 
<6 < 22 the corresponding values for 9 = 0 (p — 1) appear in (62). Evi- 
dently, X(E, p, ps) and Y(E, P, Po) are computable on the basis of (93), (62). 
(75), (76), and (77). 

We recall from Section 5 that the integral representing 7,, (0, Po) is uniformly 
convergent in 0 < 9 < ov, whence the boundary values of T,, are continuous 
in this range. In contrast, as mentioned in Section 5, T34(0, Po) has a jump- 
discontinuity at 9 = 1, wehre the surface temperature 7(0, ,) exhibits a dis- 
continuity of the same type. We now determine the surface discontinuity in 
Tag. Lo this end we observe with the aid of (59), (51), (54), (57), and (72), after 
some manipulation, that 


1 A 
PR; Tr Lt, (0, Po) + Tas (0, Po) | = | 
a =” + ey; (78) 
en | fee 20 son : 2 | 
7 0 0 
Bearing in mind (51), (15), and noting the identities 
[ ED d= pt, | 
5 (79)2%) 
F £ sin (c &) It , R 
/ en dé = 5 sen{c)exp(=6)|\c|) (6>> 0). 
0 Pot 
finds that 
one finds . oe on 
Tage [CEH -g ac (80) 
DER don ol 
where / is the Heaviside unit step-function. From (78), (80) 
Tod (0, Po) an (1 + +) Po 4 of Yo TrplQ, Po) | 81 
ee T, NA, TT 0° !2 1 Al, de EN, (81) 


By (65), (66), (67), the integral in (81) converges uniformly for 0 < 9 < co 
and hence represents a function which depends continuously on o. Conse- 
quently, the discontinuity of 7,,(0, Po) at o = 1 is characterized by 


Tg(1+ » Po) mi, (1, Po) = Eaïs, (82) 
as was to be anticipated in view of (12) and the plane-strain theory of steady- 


20) See [18], pp. 127, 128. 


492 Rokuro Mukı and ELI STERNBERG ZAMP ? 


state thermoelasticity?!). Equation (81), in which the discontinuous part of! 
Ty g(0, Po) has been isolated explicitly, provides, of course, a more efficient: 
means for computing the surface values of t,, than does the corresponding; 
discontinuous integral in (59). 

A procedure for the numerical evaluation of the thermal stresses may be) 
outlined as follows. Let the opening angle 6) (0 < 6) £ x/2) of the cone be: 
given, along with the physical parameters E,», and x. Once P(£&, p), P(E, bo) ) 
and P’(é,p) have been tabulated on the basis of (75), (76), and (77), the: 
values of X(E, p, fo), Y(&,P, Po), and ¥,(&, po) follow at once from (53) and 
(62). At this stage, the auxiliary functions ß(£&, 0), y(£, 0), n(§), CE, @), x, 0, Po), 
o(£,0, Po), QE, Po), Ar(§ Po), Ac(E, Po) are directly computable from thes 
defining equations (15), (51), (54), (57), with the aid of the previously deter- 
mined values of Yj. Thus the integrands in (59) and (81) may now be tabulate 
and one may proceed to the numerical evaluation of the corresponding im- 
proper integrals. 

In connection with the evaluation of the improper integrals just referred to} 
it is helpful to have available asymptotic estimates of the truncation errors thus 
encountered. Since the stresses on the axis and along the boundary of the cone¢ 
are of particular interest, we shall confine our attention presently to the 
truncation errors arising when 0 — 0 (p=1) and 6= 6, (p= po). Suppose 
that t%(0, D; po, Éo) and Tél, D; Do, €) denote the right-hand members ir 
(59) if the lower limit of integration (zero) is replaced with &, (&, > 0). Ap 
plying integration by parts to (59), after making use once again of (63), (66)) 
(67), we ultimately reach the following estimates, which are valid as E > © 
10h 6 0 oo. 0). 


2% U & 0) + 9 Yl&o, @)] 
Tho, 1: Po Be) = Freenet ng | 


+ 0 LE exp(—& 6o)] , 


0 [8 Eo, ACT 
To 6(0, le Po Eo) == 79 Vz 5 = | > ann te ol EXP ag) 05) 


+ 0 [5° exp(—&, 0o)] , ı (SS 


1 


les Poï da) = sm |, [B Ewe) + 2°» (Go, 0)] 


+ zn logo Ci (|&, loge |) : 


+ |loge| [F — Si (lé loge) |! + O€5%) 


?1) See, for example, [19], p. 428, Equation (d). 
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where Ci and Si are the cosine and sine integrals defined by 


co zZ 


cos À a Si(z) = ‘sind 


> dA. (84) 22) 


In an analogous manner one obtains for the truncation error appropriate to 
the improper integral in (81) the asymptotic estimate 


co € Wee 2 V(E,, oO ive Er 
/ en Inden er Pet — loge Ci(|, logo |)| + O(&; *) | 


So (85) 
as >00 (po, e>0). 

For the purpose of illustrating the method of computation outlined in this 
section, the stresses on the axis 4 = 0 (p = 1) and at the surface of the cone 
0 = 0, (bP = fo) were actually calculated for an opening angle of sixty degrees 
i210), f=) 312, G, = 1/2) and for y= 1/4. To this end, Simpson’s rule 
was applied to the evaluation of P(é, 49) and P’(é, ,) from (75), (76) for 
& = 0 (0-2) 20, with 50 subdivisions of the range of integration 0 <4 < 2/6. 
The computation of 7,,, tg at p = 1 and of t,, at p = p, was based on (59), 
while (81) was employed to calculate Tyg at P= Po. In each instance the 
requisite improper integral was truncated at £ = &, = 20 and evaluated numeri- 
cally (once again by Simpson’s rule) for 9 = 0-1 (0-1) 2-5, with 100 subdivisions 
of the interval of integration 0 < & << 20. The stress values thus obtained were 
corrected by means of the truncation-error estimates (83), (85). All of the 
numerical work described here was carried out on an I.B.M. 650 electronic 
computer. The graphs displayed in Figures 1 to 4 are self-explanatory. 

In conclusion we merely mention that the solution to the thermoelastic 
problem of the cone established in this investigation, when 0, = 2/2, must be 


0:08 7 

A 

| fr 
Ke 0:04 + 

fo} 
I 

= 

: 70 25 
IE 1/8 ——> 
- 0-04 - 
Figure 1 


Variation of t,, along axis of cone. 0, = 7/6, v = 1/4. 


22) Numerical tables for Ci(z) and Si(z) appear in [20, 21]. 
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Figure 2 


Variation of top along axis of cone. 0, = 2/6, v = 1/4. 


0:08 | 


Tor / Eel, 


— 0-08) 


— 0-16 ~ 


Figure 3 


Variation of T,, along surface of cone. 0 = 7/6, » = 1/4. 


= 
p> 
1 


15 20 2:5 


Figure 4 


Variation of Thg along surface of cone. 0, = x/6, » = 1/4. 
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reducible to the corresponding results for the half-space reached in [9]. In 
particular it is easily seen from (59) that for 05 = 2/2 (Po = 0) the normal stress 
t,,-(@, P) vanishes identically along the axis 9 = 0 ( = 1), in agreement with [9]. 
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Zusammenfassung 


Diese Arbeit befasst sich mit der Bestimmung der stationaren Warmespan- 
nungen, die in einem elastischen Kreiskegel durch eine unstetige Verteilung der 
Oberflächentemperatur hervorgerufen werden. Die Temperatur der Mantelfläche 
wird oberhalb und unterhalb einer festen Entfernung von der Kegelspitze konstant 
angenommen. Das zugehörige Wärmeleitungsproblem w urde in einer früheren Ver- 
éffentlichung unabhängig gelöst. In der vorliegenden Arbeit wird eine strenge :} 
Lösung fiir die gesuchten Wärmespannungen mit Hilfe der Mellin- Transformation 
hergeleitet. Das hier benutzte Verfahren ist auch anwendbar auf das gewöhnliche : 
Randwertproblem für einen elastischen Kegel, der durch eine entsprechende un-: 
stetige Oberflächenbelastung beansprucht wird. 


(Received: December 24, 1959.) 


Large Deflections of Circular Plates under Uniform 


and Concentrated Central Loads') 


By EDWARD SAIBEL ?) and IRADJ TapjBaKHsH®), Troy, N.Y., U.S.A. 


1. Introduction 


In this paper we present a perturbation solution for the problem of large 
deflections of thin circular plates subjected to the combined action of uniform 
lateral pressure and a concentrated central load. The plate is assumed to be: 
clamped at the boundary with no radial displacement, Figure 1. 

In recent years the problem of large deflections of circular plates based upon 
the von Karman [1]*) equations has received considerable attention. Various: 
approximate solutions have been obtained for the case of uniform lateral loads 
by S. Way [2], CHIEN [3], BROMBERG [4] and Reiss and KELLER [5]. In some: 
simpler instances the questions of convergence of the approximate solutions 
have been successfully treated [4,5]. 

For the present problem a simple solution beyond the linear classicall 
theory seems to belacking. Here we employ the well-known method of pera 
bation to obtain some nonlinear results inherent in the problem. 


*) This work was supported in part by the Office of Ordnance Research, U.S. Army. 
2) Dept. of Mechanics, Rensselaer Polytechnic Institute, Troy, N.Y. 


®) Formerly Rensselaer Polytechnic Institute, presently Inst. Math. Sciences, New Yor 
University. ° + 


=) Numbers in brackets refer to references, page 502. 
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Nomenclature 


With the exception of symbols defined in the body of the paper the follow- 
ing nomenclature is used: 


7, 0 plane polar co-ordinates 
w transverse deflection 
¢@ Airy stress function 
E Young’s modulus 
h plate thickness 
a plate radius 
v Porsson’s ratio 
lateral pressure intensity 


Figure 1 
Clamped circular plate subjected to uniform pressure and concentrated center force. 


2. Formulation 


The von Kärmän equations for rotationally symmetric deformations of a 
solid circular plate assume the following form in polar co-ordinates. 


Em ea a 
E d /dw\2 
AO) Fo ae Cal .- | 


where 
te RP 


ZAMP X1/32 
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Each of equations (1) may be integrated once and the constants of integration 
evaluated by the condition of symmetry at the center, r— 0. The resulting 
equations may then be simplified to yield. 


be ie a = 9742 (veu 2M) 
MN 
3(1— v7) de ais v dw 
p(x) = = he V Wp 0 J (x) = [12 (1 == lg ay , (3) 


a: 12.0 ps 


gt) = PU | 


and primes denote differentiation with respect to x. 

Now if the actual load on the plate consists of uniform load p, and a concen- 
trated central load P, we propose to express the pressure intensity function p 
appearing in (1) as 

P v2 
Haa2elz) 


(4) 


a2 
where ö(£) is the symbolic Dirac-delta function possessing the properties 


le) U for & = 0, 


It is thus seen that equation (4) provides a satisfactory definition of pressure 
intensity, since everywhere it reduces to that of a uniform load p, except at 


the center, where it remains undefined. Furthermore, it satisfies the load. 
pressure relationship 


a 


ies total leads i 2a plr) dr. 


0 


If one thinks of the Dirac-delta function as an even function of its argument, | 
then 


COLLE 
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and therefore, 
1 1 


= ra / Pir(x))dr= rap +2P / O(x) dx 


0 0 


Equation (4) with the aid of (3) can be written in the dimensionless form 


q=4q, ( +28 d(x)], (5) 
where 
a* [12 (1 — »°)82 P 
Ge rn © Ne wap, (6) 


Here f, the ratio of the two applied loads, may assume positive or negative 
values depending upon the relative direction of the application of the loads. 
Substituting (5) into (2) we arrive at the following system of equations 


Vi =g, (1+ Bx) +2Vy, | 


MH € if (7) 
32" +22 V2=0. | 


Boundary conditions at the center, x = 0, and edge of the plate, x = 1, must 
be specified to complete the formulation. From symmetry and regularity 
condition at the center we must have 


(0) = #(0) — 0. (8) 


If the plate is clamped at the edge with no radial displacement, we have 


(9) 
| 


Mm 


The radial and circumferential membrane stresses 07 and 0% are given in 
terms of the new stress function y by 


mi Em 4 
Oro Ba | 
(10) 
EM: ; 


The radial and circumferential bending stresses are given in terms of k by 


De UZ IB Ye al u oe 
> (1 — PR a? ROME Ne 7 
D 12 18, ip? | ; £ en 
ee [12 (1 — »2)]?? a2 [2»,V’+(1-)Vx]. 
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3. Perturbation Solution 


The above nonlinear equations and the accompanying boundary conditions 
may be solved by a variety of approximate techniques. For the present pur- 
poses a perturbation process will be employed. We choose for the parameter 
of perturbation the maximum dimensionless center deflection 


W,, = W(0) , (12) 
and expand 
(yu: VW) = N (An Var W,) Win 
= 1589, ee (13) 
y= D>) vn We 
a= 2,4, 6, <5. 


where W, and V, are related by W,’ = x"! V, and A, are constants which define 
the load as an odd function of the center deflection. From (12) and (13) it is 


rident that 
eviden a W, (0) Se il / W,,(0) == 0 5 y= 3: 3% Ue Sri (14) 


The boundary conditions (8) and (9) carry over directly to the new functions 
V,, y, and W,,. 


Substituting expansions (13) into equations (7) we arrive at a set of ordinary 
linear differential equations the first of which is 


Via (lt px), 


Wi =x V,, 

: (15) 
Vi(0) = Vi) = Wil 0, | 
W,(0) =1. | 


Solution of this system leads to the following result 
u 1 
= 1 (5% + B x log x — Al 
re we | (16) 
pie 
: ] 
which is the linear classical solution of the problem (6). The succeeding Vs; 
and W,,’s satisfy linear equations of the form 


Vi=A, (L+ Bx) +326, | 
We 


V,(0) = V,(1) = W,(0) = W,(1) =0, 
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where 


n—2 


CS he n= 3, IT. 


k=143,3,.2-: 


A formal solution of this system, after some simplification, leads to 


V2, I te &1) Ger fe Gd, (ie) 
0 1 
À = Ay / + los 4G. eds, (19) 
6 
where 
Hx, Ep) = ET (u=x). (20) 
Similarly the differential equations for y,’s are of the form 
1 : 
Yn + es a x? H, = = y,,(0) — y, (1) Se ie y, (1) = 05 (21) 


where 


He ST n = 2,4,6,... 


k=2,4,6,... 


Solving system (21) we obtain 


| fie Ba Ile ae. ( 


Bor n= 2, we have H, = V?. Then from (22) 


iW) 
oS 


j2 7 1 
ve = 5 |#(-5 > x? log? = - 42 log x — Fa 4% %) 


2 
+ B(— 2% log x + > log x + - sue ae ly x) 
il 1 
BEE TA CR a, x) 
se a LE D a a 1 ae % ; 
where 
11 — 7» call 16 — 11» > ee a A 
em hy ae oS Lye? 2 1-1 


71e = [85 ( In 2 (05 + | 
+ 8 (em +7 a 0) 


ZAME 
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At this stage of the solution the load deflection relationship at the center 


of the plate assumes the form 
Takt}, (1+ 8) =P (1+ 8) 


og UO aera 


me m! * 


a2 [12 (1 — v?) |: /2 


p-0 


Figure 2 


Dimensionless uniform pressure g,. Dimensionless center deflection. 


As ß > 0 we obtain the case of uniform load 


32 EM 1 Tinea 
=. eg EN 7 wen et 3 
Pu = Gala (1 — pr [7 lies [5% }" | 


and as ö > oe, a simple limiting process shows that 


Sa E ht 13 47\ 
"a2 [12 (1 — »)jR IM. rer je ae =i} 


Both of the above limiting cases have been previously obtained by variov 
investigators, e.g. reference (3). 
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The numerical work for explicit evaluation of the succeeding /’s becomes 
very laborious beyond this stage and can best be done by means of modern 
digital computers. The question of conver gence of the series 


q, aon wn 


m 
m =, ss, ao 


is a difficult and important one. It is evident that for convergence one must 
limit the range of W, to 


m 


In the engineering spirit and noting that the von Karman equations are 
valid for deflections of the order of the thickness of the plate, we have confined 
W,, to the range 0 <W, = 

Te Figure 2 is depicted oe maximum dimensionless center deflection in 
terms of the dimensionless uniform loading for various values of the ratio of 
concentrated load to distributed load. 
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Zusammenfassung 


Die gewöhnlichen von Kärmän-Föppl-Gleichungen für grosse Durchbiegungen 
einer kreisförmigen Platte unter kombinierter, gleichmässiger und konzentrierter 
Belastung werden in Potenzreihen gelöst. 


(Received: March 11, 1960.) 
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On the Calculation of the Minimum Wave plus Vortex Drag 
of Supersonic Wings!) 


By Raut R. Hunziker, Melbourne Beach, Rlorida, USA) 


1. Introduction 


The calculation of the minimum wave plus vortex drag for a wing of giver} 
planform and carrying a given total lift at supersonic speeds poses the solution © 
the following mixed harmonic problem [1, 2]*) (see Figure 1) 


I 
17 B; Av 
IB D P ly 
FACE i a Sk Q x 
= in I2 Sl LIN 
A B C Hs 
BoP toh nt PCT 


Figure 1 
Conformal Mapping of D on upper plane Q. 


SET + = —0, and (y, 2) = p(—y, 2) over a domain with | a 
symmetry axisz, | | 


= 0, over the curved piece I", of the boundary joining the points 4, D,C, (4 


an 1, over the straight Sienne (EME 1, = 0) joining A, B, C. (@ 


!) The results presented in this paper were obtained in the course of research for Convari 
A Division of General Dynamics Corporation, San Diego, Calif. 

2) Department of Mathematics, Brevard Engineering College, Melbourne, Florida. 

) Numbers in brackets refer to References, page 507. 
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The boundary 1'= I’, u I, of D corresponds to the orthogonal projection for 
2 = 0 of the forward and rear Mach envelopes intersection on the plane y, z trans- 
versal to the direction of motion, The segment J’, corresponds to the projection of 
the wing planform of span 2b. 

The mixed harmonic problem defined by Equations (1), (2), (3) can be solved 
by determining a complex function 


F(s) = p(y, 2) +i ply, 2), (4) 


which is analytic regular over D + I’ with a vanishing real part over J’, and with 
an imaginary part equal to 


y(y) =—(a+y) over T,. ©) 


Condition (5) follows from a Cauchy-Riemann equation. 

This holomorphic problem is a particular case of a more general one, related to 
a contour consisting of m pairs of connected pieces, which was treated by SIGNo- 
RINI [3] who showed that certain m — 1 definite relations are necessary and sufficient 
for the existence of the solution. The same problem was treated later by KELDYSH 
and SEDOV [4] and more recently by Komatu [5]. 

Komatu [5] has given an integral representation of the solution for the case of 
a single pair of arcs of a circumference bearing respectively the prescribed boundary 
values of the real and imaginary parts of an analytic function to be found. Although 
the kernels contained in this representation are expressed by elementary functions, 
an integral formula which is more tractable for the effective calculation of the 
boundary values of the solution g over J’, can be derived. The continuity and 
boundedness of the boundary values (2), (5) assures the existence of the solution 
F(s) without any restriction as in the case m > 1([5]. The uniqueness of F(s) 
follows from the assertion that if a function is analytic and bounded in the domain 
€) and has real and imaginary parts which vanish respectively over the pieces 77 
and I’, of the boundary contour J’ it must vanish identically. The analyticity of 
F(s) in the symmetric domain and the symmetry condition of Equations (1) 
imply, by ScHWARz’s reflexion lemma [6] the antisymmetry of p(y, 2) with respect 
to y = 0 and the identical vanishing of y over B D. Therefore a = 0 is taken in 


Equation (5). 


2. Conformal Mapping of D 


Let x 
w(s) = u(y, 2) + iv(y, 2) (6) 


be the complex analytic function which maps conformally the domain © on the 
upper half plane 9 of the complex variable w. | ae 

Point A, which is not shown in Figure 1 is chosen as the point of infinity of 
the w-plane. Since the two plane domains D and % can be mapped on a circle 
|p | <1 they can be mapped on one another. Since the domain @ is mapped by 
the inverse analytic function s = s(w) on the domain © of the s-plane, the solution 
F(s) is translated into a function F(s(w)) = p(w) oad p(w) analytic and bounded in Q. 

As is known several methods for the effective construction of the mapping 
function of D on the unit circle have been proposed [7] of which THEODORSEN’S [8] 
has been the most generally used. A comparative review of the various proposed 
methods using high speed computing machines is given in Reference 8[]. 
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is a linear function containing three real parameters which can be determined so ) 
as to have 7, mapped on.v = 0, — oc <4 = 0. 


The mapping function of the circle | p | = 1 on the upper half plane A(v = 0)) 


3. The Singular Integral Equation and the Calculation of (s.) over I, 


The function 


K(w) = 2 ae [hy 4 DIAG (7)) 


a= UNE 


Kr == Ky = 0 ; u 0 5 u > ON: 


Vu 
Let us introduce now the function 


P(w) = F(w) K(w) = G(w) +: H(w), 


) 


where 
G(w) =o Kr -yK,, Hw) =p Kr + y Ke. (9h 


By Equations (2), (5) and (7) to (9), it follows that the values of £ on the realf 
axis v = 0 are given by 
Ella) = a TU) 
V/u] 
and because @ = 0 on J’, which is mapped on u > 0, 


Cl) =O, rl: 
similarly it follows 


u (1 
H(u) = — Pe) ul: Hej u> 0. 
viel Vlul 
Let 2 be a closed rectangular contour consisting of a part 2’ and two segments 
of v=0, :—y Lu <e, e <u Sy and a semi-circumference x of radius a 


with center at the singular point w = 0 of K(w). Since F(s) is by hypothesis analytic 
regular over (D+ J, the unknown function F(w) will be also analytic regular 
within and over the contour Q and the singular integral equation 


el) = — f Be (10 


w— Wy 


Lo) 


where w and wy are on @ will relate the boundary values of the function P(w! 
which is analytic regular when w is in the domain of contour 2 [6]. This singulaa 
integral equation is the necessary and sufficient condition for P(w) to express the 
boundary values £(w,) through which it is defined as analytic regular in the 
domain interior to Q. 

By the maximum-modulus theorem and since F (w) is analytic regular withi 
and over 2 it follows | @(w) | < M | w |-1/2 which shows that P(w) is of the orde 
of w 1” as w tends to infinity. Then the integral over Q’ vanishes for y + 
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Since the integral over x vanishes with e and by taking the imaginary part of the 
limit of the integral for y + o it follows 


where 


The function g(— x,) is expressed as the principal value of an improper integral 
containing a real parameter x, and it can be shown to be uniformly convergent and 
therefore continuous in the interval 0 < x, < © [9, 10, 11]. 

Since the function (uz) vanishes at the points C, and A, the function g(s) over 1! 
is continuous and vanishes at C = (1, 0) and A = (— 1, 0) as required by the boun- 
dary condition (2). 
| Since the Cauchy principal value exists, the numerical computation of p(— x,) 

at a number of points x, which are transformed onto the axis y allows the numerical 


calculation of 
1 


foto. y) dy . (11) 


0 


4. Conclusions 
The minimum wave plus vortex drag coefficient Chop. Of a wing of fixed 
planform and lift coefficient C, can then be calculated by 
u Cr, 
Dop. ~ a 
16 b2 | p(0, y) dy 


0 


C 


where S,, is the total area of the wing of span 2b [1]. 

This procedure can be coded for a computer and applied to wings of general 
planform for which a symmetric domain D is defined. 

As compared to another procedure that has been suggested [2] the functional 
theoretical basis of the present method assures that the numerical values of (0, y) 
and its integral (11) correspond to the unique solution of the mixed harmonic 


problem (1) (2) (3). 
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Résumé 


Les valeurs de contour de la solution d’un probleme mixte harmonique sur l’arc 
portant des données de NEUMANN sont obtenus par une représentation conforme 
et par évaluation d’une intégrale généralisée. Cette méthode permet de calculer leq 
minimum du coéfficient de trainée d’une aile supersonique. 
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Bemerkungen zur glatten Interpolation 


Von HEINZ RUTISHAUSER, ETH, Zürich. 


Die Interpolation in einer durch m Funktionswerte y, für gleichabständig« 
Argumentwerte x, = x, + k h gegebenen Funktionstabelle wird gewöhnlich folgen 
dermassen ausgeführt: Für gegebenes x wird zunächst festgestellt, in welchem de> 
Intervalle 7} = (x,, #,,,) das Argument liegt. Alsdann wird die Funktion f durch 
ein Polygon P, vom Grade 2r + 1 ersetzt, welches mit f an den 2r + 2 Stellen} 
Xp Kk-r+1> +++ %pyp4_ übereinstimmt, und dann der Wert von P,(x) anstelld 
von f(x) genommen (siehe Figur 1 für y = 2). Die numerische Berechnung vow 
P,(x) erfolgt zum Beispiel mit der Besselschen Interpolationsformel. 

Es ist nun schwer einzusehen, warum man von P,(¥) Übereinstimmung mit f(x 
an den Stellen x,_,, ... X 4,41 fordert, währenddem doch die Werte von P,(x) nu 
im Intervall /, gebraucht werden. In der Tat wird dafür ein hoher Preis bezahlt 
indem die durch dieses Vorgehen definierte Approximationsfunktion für f(x), dia 
na (P, in /;) besteht, bereits eine unstetige erste Ableitun, 

esitzt. 

Es scheint daher zweckmässiger, zu fordern, dass die Approximationsfunktio® 
als Ganzes s-mal stetig differenzierbar sei, dafür aber zu gestatten, dass die einzelne» 
Interpolationspolynome P,(x) (vom Grade 2r + 1) nur in 2r — 2s+ 2 Punkte 
Kprtss +++ Kpyrsgı Mit f(x) übereinstimmen. | 
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Wir betrachten die Gaußsche Interpolationsformel der Ordnung 27 +1 


P(x) = f, + #6, .4)5 + ay es (‘ + | amt + (‘ + y = ‘) 62” | 


3 


wobei # = (x — x,)/h. Die entsprechende Formel für das vorangehende Intervall 
I; erhält man, indem man k durch k — 1 und ¢ durch # + 1 ersetzt. Sie kann 


ae 


oO | 


Ak Ay Ak Ka Xie Xk+3 
Figur 1 


Lage der Stützstellen relativ zum Interpolationsintervall J, . 


bekanntlich wie folgt umgeformt werden (mit der gleichen Bedeutung für x wie 
oben): 


MCE (;) ae ie VCORE ee a ser 


Damit lautet die Differenz nach einigen Umformungen: 

Au) = Pyle) — Pate) = [e+ (2) - (5 )]& 
SEN SEE SE @) 
er one 20,14 

Da dabei alle eckigen Klammern verschwinden, erhalten wir 


Aas Eee veer 0 
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Wenn Oa + 0, hat daher P,(x) — P,_,(x) eine nichtverschwindende erste Ablei- 
tung an der Ubergangsstelle x = x,. Dies mag unbedeutend erscheinen, wenn CES 
klein ist; jedoch hat der Verfasser diese Unstetigkeit der ersten Ableitung der Ap- 
proximationsfunktion an den Übergangsstellen schon oft als sehr störend empfunden. 

Zur Verbesserung dieser Situation addieren wir eine Korrektur zu dem Inter- 
polationspolynom für das Intervall 7, 


Q,(%) = P,(*) + eo) die A 


(mit der gleichen Bedeutung von ¢ wie oben) und wählen das Polynom o(f) vom 
Grade 2 7 + 1 so, dass O,(x) an das entsprechend gebaute Polynom für das Intervall 
T,_, mit s stetigen Ableitungen anschliesst; das heisst, dass die Differenz 


aL iy SE Ve 2741 
Ayo = [ot + (ane [ee +O, Jess 0 


an der Stelle x, mitsamt ihren s ersten Ableitungen verschwindet. Man erhält nach 


(3); (4): 
A, = PO + | Een lv Gi + aaa eon 


Um die gestellte Forderung allgemein zu erfüllen, müssen wir offenbar verlan- 
gen, dass gleichzeitig 


[et + pa) und fet+n+ | 


mitsamt den s ersten Ableitungen an der Stelle ¢= 0 verschwinden. Das erfordert, . 


wenn wir 
DR ff ENT : 
a ft y+ 1 DRE (6) 


2" (0) en g) (1) = Cyn (u = ( In s) a (7) j 


Da em Polynom vom Grade 2 7 + 1 sein soll, ist durch (7) noch nicht festgelegt, , 
wenn s < 7. Wir können daher weitere Forderungen stellen, zum Beispiel 


bezeichnen: 


on = ON tie 7 = 7 ES, R VS NE el (8) 

Dies sind 27 — 2s zusätzliche Nullstellen (0 und 1 sind unter (7) bereits berück-- 
sichtigt). 

Da nun 


(27 + Di 
eine ungerade Funktion ist, werden die c,., für gerades jz verschwinden und auch die: 
Nullstellen (8) zu ¢= 1/2 symmetrisch liegen. Dies bedeutet, dass das durch (7) 


und (8) eindeutig bestimmte Polynom g(t) antisymmetrisch bezüglich f = 1 /2 ist 
das heisst | 


Dee eee (2 — 4). (2 = 7?) 
2 In — er 


POs all t=O (9)! 
Wir machen nun den Ansatz 


= (0 oe q a) vb. (10) 


Vol. XI, 1960 Kurze Mitteilungen — Brief Reports — Communications bréves Sl 


t+v—s une 
| en 2) bezüglich 
#= 1/2 auch das Polynom w(t) vom Grade 25 — 1 antisymmetrisch sein muss. Da 
anderseits 


wobei wir vermerken, dass infolge der Symmetrie von ( 


ae | » ( is a u D 1) @—yr-+ 1) (¢+ 4 —s +1) t+y—s 
2,1) (rt) (27) (27 — 1 27 — 2)... 2r — 2523) PORN 
(11) 
und 
EN. ttr—s Gy ae MEE =) E+r—-s+]j 
p(t) Del oe (27 + 1) (21) ar a3] Le 


für ¢ = 0 mitsamt den s ersten Ableitungen verschwinden sollen und ( 


oe P= & 
27— 25+ | 
bei ¢ = 0 eine einfache Nullstelle hat, folgt: 

Der Inhalt der eckigen Klammer bei (12) muss für t = 0 mitsamt seinen s — 1 ersten 
Ableitungen verschwinden. Zusammen mit w(t) + p(1 — t) = 0 ist das Polynom w(t) 
dadurch eindeutig bestimmnit (bei festem r, s). 


Damit liefert dann 


= Fi) He (5, 9, 4 2) Sak (13) 
eine Interpolationsformel für das Intervall /,, die mit dem entsprechend gebildeten 
Polynom für die Intervalle /, _, und /,,, mit s stetigen Ableitungen anschliesst. 
(Dabei bedeutet P, das exakte Interpolationspolynom vom Grad 2 7 + 1, welches 
mit /,(*) an den 27 +2 Stellen x,_,,...#,,,,. übereinstimmt; es kann nach 
irgendeiner der Formeln von Gauss, BESSEL oder NEWTON berechnet werden.) 

Dieser Erfolg konnte offenbar durch Abänderung nur des letzten (5 "4 n)-Gliedes 
der Besselschen Interpolationsformel erzielt werden, und darum sinkt auch der 
Grad der Approximation nur um 1. 

Die bisherigen Betrachtungen zeigen, dass man solche Korrekturterme für be- 
liebiges (wobei 27 + 2 die Anzahl der Stützstellen und 27 + 1 den Grad des 
Interpolationspolynoms bedeuten) und für jedes s <r (s = Anzahl der stetigen 
Ableitungen beim Übergang von einem Intervall zum nächsten) bilden kann, doch 
werden die Formeln mit steigendem s rasch komplizierter. Wir behandeln im fol- 


Penden die Hallesss iind s==2 


Konkrete Beispiele 


s = 1 (stetiger Anschluss der ersten Ableitung): 


Hier muss offenbar 


(¢+ 7) 
pals 
fiir t = 0 verschwinden; also ist 
V V 
A Re ae 
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Das Korrekturglied wird also hier: 


ee ee 
= a ae 2Y k+1/2° 


Nun kann man dieses aber mit dem letzten Glied der Besselschen Formel 


1 1 t+tr—1 gertl 
( u a 2r+1 | 27 Re 


zusammenfassen und erhält: 


Satz: Durch Weglassen des Nenners 27 + 1 beim letzten Glied 


a i Hr je 
en rena 2741 
| 5) 27 +1 | 27 | k+1/2 


der Besselschen Interpolationsformel vom Grade 2 + 1 erhalten wir einen stetigen 
Anschluss der ersten Ableitung in diesem Intervall zum nächsten. 
Beispielsweise erhält man für 7 — 2 die folgende 6-Punkte-Formel: 


An ll, nm 
tet (;) PE eee (,) On 41/2 | 


Pe Gy UN EN, 
Au ( 4 ju On 41/2 + (: mm ( 4 I 
. 2» 62 p 2» 
wobei u 65% 19 = 1/2 (65° + 65, ,) bedeutet. 
Auf die Funktion e* mit den Stützstellen —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, ... ange- 


wendet, erhält man folgende interpolierte Werte (und ihre Differenzen): 


a) mit normaler Besselscher Formel b) mit Formel (16) 

vom Grade 5 
0,8 2,23148 0,8 2,23849 
0,85 _ 2,34432 * re 569 0,85  2,35074 3 a 494 
0,9 246285 150.4, 601 0,9 2,46793 Be: 
En Re as 0,95  2,59035 551 
1,0 ze ey 1,0 2,71828 he 743 
1,05 286168 1402, 698 1,059 2.85360 5 7 eae 
iA one ee. 1 2,99824 945 
Lie > 761 1,15  3,15229 REDON 
1,2 ee ed! 1,2 3,31594 16.309 


Obwohl die Werte unter b) keineswegs genauer sind als die unter a), kann der 
glattere Verlauf der interpolierenden Funktion bedeutende Vorteile bieten. 


s = 2. Hier ist offenbar zu fordern, dass 


_ t+nt-nt+r- 
vi Br -& 1) 27 Gr= 1), 


an der Stelle ¢ = 0 mitsamt der ersten Ableitung verschwindet, was zusammen mi 
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der Antisymmetrie das Polynom w(t) vom Grade 3 eindeutig bestimmt. Man findet: 


V 1 Bl 
v(t) all CH en) 


a y eg 
t) = r (t? Ss |) Ss |, 
g(t) v(t t ee: | 


Auch hier kann man die Korrektur wieder mit dem letzten Besselschen Term 
zusammenfügen. Dieser ist 


(17) 


be 2er 
Drei k+1/2 


DH 


und also der Koeffizient des 0, 7 1,-Gliedes in der modifizierten Besselschen Inter- 
polationsformel 


/ 1 (ae ZEN 5 9 
(+ —- ) pee ) (2-274) @—9 — 7] or}, (18) 


währenddem die übrigen Glieder unverändert bleiben. Damit erhält man zum 
Beispiel mit y = 3 eine 8-Punkteformel (mit der üblichen Bezeichnung von 2) 


fs (Le 
Qu) = fy et (5) # dupe t+ (ES) moar 
| (19) 
L\ (t+ 1) 2 7 
rs (==) | : Ju3#-—135- 6] ie. 


die eine durchgehend zweimal stetig differenzierbare Approximationsfunktion 
definiert. 


Summary 


The usual interpolation formulae for equidistant abscissae (NEWTON-GREGORY, 
BEssEL) define a piecewise polynomial approximation function whose first deriva- 
tive is generally discontinuous at every meshpoint. It is shown how these formulae 
can be modified (without using higher derivatives of the given function) such that 
the piecewise polynomial approximation function has s continuous derivatives 


(where s is a given integer). 


(Eingegangen: 2. Juli 1960.) 


‘ZAMP X1/33 


: INT © 
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Eine Methode zur numerischen Lösung einfacher nichtlinearer Rand- 
wertaufgaben mit Anwendung auf ein Randwertproblem 
der Himmelsmechanik 


Von F. SCHLAEPFER, Zürich!) 


Es sei eine Funktion x(Z) gesucht, welche die nichtlineare Differentialgleichung 


d’x 


<i = (0 (1) 


befriedigt, wobei f(x, {) eine vorgegebene Funktion ist, und die inhomogenen Rand- 
bedingungen 
4(—1) =a, #(41)=0 (2) 
sind”). 
Mit der Einführung der zur homogenen Randwertaufgabe gehörigen Greenschen 
Funktion K(t, t) wird das Problem äquivalent mit der Integralgleichung 
+1 


x) =) + | K(t, 2) fa, 2) de, (3) 
= 
wie man durch auf der Hand liegende Erweiterungen der Ausführungen in [1]?°), 


Seite 306ff. erkennt. 
Dabei ist 


X) = - 2 1 5 vb, (4) 
also die Gleichung der Geraden durch die gegebenen Randpunkte und 


te 


D 
cy 
| 

= 
IA 

IA 
I 

IA 
a 


(5) 


a ar. fire a, 


IN 
IN 


Kennt man eine Näherungslösung x*(f) für x(t), so kann man diese auf der rechten | 
Sele von (3) einsetzen und bekommt dann auf der linken Seite eine bessere Näherung | 
x**(1), die man wiederum als neues #*(4) auf die rechte Seite bringt. Auf diese Weise : 


1) Institut für angewandte Mathematik, ETH. 
*) Das hier beschriebene Verfahren lässt sich ohne Schwierigkeiten auf Gleichungssysteme 
dx, 
di? 
und Randbedingungen 


%(-)=a;, (+1) = By, 7 SA ets 
verallgemeinern. Ebenso lassen sich, sofern bereits brauchbare Näherungslösungen zur Verfügung 
stehen, auch Fälle, wo f noch von der ersten Ableitung abhängt, behandeln. 


) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 517. | 
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verfahrt man so lange, bis sich zwei aufeinanderfolgende Naherungen für alle ¢ im 
Intervall nur noch um einen kleinen v orgegebenen Betrag unterscheiden und erhalt 
so die gesuchte Lösung. Verfügt man über keine spezielle erste Näherung, so kann 
man eine solche immer Da indem man das kubische Polynom wählt, das bei 
= — lundi = + 1 mit derexakten Lösungin Funktionswert und zweiter Ableitung, 
die sich durch (1), (2) berechnen lässt, übereinstimmt. 

Die Hauptschwierigkeit besteht in der numerischen Berechnung des Integrals 
in (3). Da K(f, t) bei { — + eine unstetige erste Ableitung besitzt, ee sich die 
gewöhnlichen Newton-Cotes-Formeln (vgl z. B. [2], Seite 139ff.) nicht anwenden. 
Wir müssen deshalb spezielle Formeln herleiten, indem wir nicht wie normalerweise 
den ganzen Integranden, sondern nur f(x, ¢) allein durch Polynome n-ten Grades 
in ¢ approximieren. 

Eine Näherungslösung +*(f) sei an n + 1 verschiedenen Stützstellen ol) 
Per 2, deren lage am Intervall (=< t, < + 1) prinzipiell beliebig ist, bekannt, 
und es sei 

PE SH. (6) 


t ı 


Bezeichnen wir mit /, „(£) das Polynom n-ten Grades, für das 
ee, ale 7 == Oh len 


gilt (Lagrange-Polynom), so ist 
ay tn Inr(E) ari P(t) (7) 


das Polynom vom Höchstgrad n, das an den Stellen 2, mit /(x*, ¢) übereinstimmt. Die 
verbesserten Werte 1**(¢,) berechnen wir mit Hilfe von Formel (3), aus der 


x**(t,) = x9(t,) + | Ki) flv*(z), tT] dr, i=0,1...,n, (3a) 


a 


folgt. Dabei approximieren wir das Integral auf der rechten Seite durch [vgl. (7) | 


on N +1 

[ Kot) Pl) dr Dh [Kenner N An (8 
u k=0 J k=0 

a —1 


Die Koeffizienten 


f= [Rb Yee BR 6) 


sind von der Funktion f(x, ¢) vollkommen unabhängig; sie sind einzig gegeben durch 
die gewünschte Ordnung n des Rechenverfahrens und durch die Lage der Stütz- 


stellen Z,. x 
Nach Formel (5) ist der Kern K(t,, t) in den beiden Teilintervallen (—1 <7 S7;) 


und (4, <r <1) je eine lineare Funktion in 7, der Integrand in (9) also je ein 


— ANAK x 


Polynom (n + 1)-ten Grades. Aus diesem Grunde können die A;, analytisch be- 
rechnet werden. 
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Es seien noch einige Eigenschaften der A,, erwähnt. Setzt man in (82 Ge 


ein, so erhält man unter Benützung von (5) 


Al 


# Le 12 
r t » 2 
Ar | K(,t}dt=— ©, i—0,1..,7. (10) 
k=1 Er 
Sind die ¢; symmetrisch zum Ursprung verteilt, das heisst £,_,;, = —?; für alle 2, 
so gilt 
Ay, = Ag, n—k - (11) 


Weitere Vereinfachungen ergeben sich, wenn Stiitzstellen mit Intervallsgrenzen 
zusammenfallen. 


Fir %=—t folgt A, 0: 2=0 
ibe pies i Sole Al =O, Ve 


in 


Aus (3a) und (8) bekommt man schliesslich die endgiiltige Iterationsformel 
HEEL.) = X(t +d Apes = Uy aa, he (13) 


Der erste Teil rechts in (13) ist nach (4) die lineare Interpolation zwischen den 
gegebenen Randpunkten, und der zweite Teil lässt sich als Produkt einer Matrix 
(4;3) und dem Vektor der Funktionswerte f, auffassen. 

Beispiel einer Matrix (A,,): 

Für n = 4 und die 5 äquidistanten Stützstellen 


liefert Formel (9) die folgende Matrix (A,,), welche alle Eigenschaften (10) bis (12) 
besitzt 


27 16 7 0 || 
; 332 256 132 0 || 
(4,5) = 1920 222 416 222 0 
0 
0 


7 16 27 


| 


Nach Beendigung der Iteration kann man auf einfache Weise die in vielen Fällen . 


wichtige erste Ableitung von x(t) an der Stelle £ = —1 berechnen. Aus (1) und (2) 
folgt nämlich 


0 
0 
0 
0 132 256 392 
0 
k 


+1 


len = ire en (14) 


= 

wie man durch partielle Integration verifiziert. Das Integral in (14) kann man mit! 

gewöhnlicher Quadratur berechnen. 
Anwendungsbeispiel 


Sind zu zwei gegebenen Zeiten die heliozentrischen Standorte eines Himmels- . 
körpers bekannt, so läuft die Bahnbestimmung auf ein Randwertproblem vom | 
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Typus (1), (2) heraus. Bucerıus (vgl. [3]) hat vorgeschlagen, hier die Integral- 
gleichungsmethode zu verwenden. Auf der ERMETH (Elektronische Rechen- 
maschine an der ETH) wurde folgendes Beispiel gerechnet: 
Gegeben sind zwei Standorte eines Himmelskörpers verschwindender Masse: 
t x y 
2. April 0,94299 0,47748 
1. Juni 0,35763 1560295 


wobei die Koordinaten in Gaußschen Einheiten gegeben sind. Gesucht ist der 
Standort am 22. April. Falls nur die Anziehung durch die Sonne berücksichtigt 
wird, genügt der Ortsvektor r = (x, y) der Differentialgleichung 
Yr —— 
PRES = Pp? i ea 2 y2, 
wobei 

2 = 2.95912 - 10%: 


Das Zeitintervall vom 2. April bis 1. Juni wurde durch 7 äquidistante Stützstellen 
in 6 Teile eingeteilt. Man erhielt für die Koordinaten am 22. April 


x = 0,79285, y = 0,91025. 


Es waren 4 Iterationsschritte nötig, wobei das erwähnte kubische Polynom als erste 
~~Approximation diente. Die exakten Werte betragen 


019284 =20,910227 


Es liegt auf der Hand, dass die beschriebene Methode auch angewendet werden 
kann, wenn in einer vorgeschriebenen Zeit ein gegebenes Ziel im Weltraum erreicht 


werden soll. 
Die Mitteilung ist ein kurzer Auszug aus einer Diplomarbeit für angewandte 


Mathematik, in der auch Vorschläge zur Verwendung der Gaußschen Quadratur 
gemacht wurden. 
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Summary 


A method is described for solving the boundary-value problem connected with 


the differential equation 
dry 


dt? 
The problem is replaced by an integral equation with piecewise linear Kernel. The 


integral equation is solved by successive approximation and numerical integration. 
Numerical results are given working on an example of celestial mechanics. 


6.1 


(Eingegangen: 25. Juni 1960). 
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Réunion de Printemps de la Société Suisse de Physique, 
a Winterthour les 7 et 8 Mai 1960 


Compte rendu des communications de physique et de mathématiques appliquees 


Über das Impulsverhaiten von Tunneldioden. Von E. BALDINGER und 
U. SPYCHER, Basel?) 

Anfangs 1958 hat Esaxt [1]?) als erster darüber berichtet, dass bei hochdotierten 
Flächendioden eine Kennlinie mit einem Gebiet negativen Widerstandes erreicht 
werden kann. Zur Erklärung der grundsätzlichen Wirkungsweise sei auf die Ar- 
beiten von SOMMERS [2], SKLAR [3] und Hatt [4] verwiesen. Stellt man einen 
Arbeitspunkt im Bereich des negativen Widerstandes ein (Figur 1), so lässt sich die} 


6 = 
oF x 
x IN 
Ne XK 
4 EN N 
N +40°C 
ay, me 
| Le -16% 
2} SS 
| à 
eo > 
= 
+ 
0 1 1 1 4 
0 100 200 300 400 
ulm —— 
Figur 1 


Statische Kennlinie einer Tunneldiode 


Tunneldiode als Verstärker, Oszillator oder Mischstufe bis ins Gebiet der kMHz: 
verwenden [5, 6]. Für kleine Signale gilt dabei das Ersatzschema der Figur 2. 


R 


Figur 2 
Ersatzschema für kleine Signale. In abgestimmten Schaltungen ist in Serie zu r noch die Induk- 


tivität von Zuleitung und Gehäuse zu berücksichtigen (2 nH), 


1) Anstalt für angewandte Physik der Universität. 
5 TE : : 2 
) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 521. 
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Dieses Ersatzschema kann als Näherung für die ganze Diodenkennlinie verwendet 
werden, wobei allerdings R sehr stark und C schwach von der Spannung abhängig 
sind. Ist der Widerstand des steuernden Stromkreises grösser als À, (bzw. dem klein- 
sten Wert des negativen Widerstandes der Dioden-Kennlinie), so erhält man zwei 
stabile Zustände A bzw. B (Figur 3). Messungen im Hinblick auf eine Anwendung 


| = 
J 
ay ee el 16 
\ 
\ 
à 
\ & 
A 
= B 
= 
mK 
100 200 300 400 


Ulm) —— 


Figur 3 


Aussteuerung in Kippschaltungen. 


als Diskriminator ergeben bei konstanter Temperatur eine Reproduzierbarkeit des 
ersten Kipp-Punktes innerhalb von 0,2 °/,,. Wie man aus Figur 1 ersieht, besteht 
bei den ausgemessenen Dioden hingegen eine starke Temperaturabhängigkeit. 
Die Aussteuerung mit einem Stromimpuls, dessen Amplitude knapp über J,, 
liegt (Lastgerade À, in Figur 3), ergibt einen Spannungsverlauf an der Diode nach 
Figur 4. Der zeitliche Verlauf dieser Spannung lässt sich qualitativ verstehen: nach 


Mr 
mie 7 TL | Tr] schaltung: 
= ae - | | uf K.0. 
= En Fa 
u | ae on eases Saas ele 
a+ — 


a Aufgeprägter Stromimpuls J = 7 mA, 
b Spannung über der Diode U = 410 mV, 
5 0,lsj;em: 


Figur 4 
einem Spannungssprung an r mit der Anstiegszeit des Triggersignals muss die 
Kapazität auf die Kippspannung aufgeladen werden. Dann erfolgt das Umkippen 
mit der spannungsabhängigen Zeitkonstante RC. Die Rückflanke des Impulses 
ergibt zunächst wieder einen Spannungssprung über 7. Anschliessend wird die 
Kapazität entladen (die aufgespeicherten Ladungsträger verschwinden durch 
Rekombination, Diffusions- und Feldstrom). Die Tunneldiode verhält sich vorerst 
wie eine normale p-n-Diode, deren Eigenschaften von HEINLEIN und anderen be- 
schrieben worden sind [7, 8]. Sobald das Gebiet negativen Widerstandes wieder 


erreicht ist, fällt die Spannung rasch auf Null zurück. 
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Die Dauer des langsamen Aufladens von C ist durch die Stromamplitude gegeben. . 
Anstiegs- und Abfallzeiten sind somit in grossem Masse durch das Aufladen bzw. . 
Entladen der Kapazität im Gebiete positiven Widerstandes bestimmt, was insbe- - 
sondere bei bistabilen und monostabilen Schaltungen zu berücksichtigen ist. Die: 
besten Resultate erreicht man durch gleichstrommässige Vorspannung der Diode} 
über einen Lastwiderstand, der die Kennlinie möglichst nahe an den Kippunkten ı 
schneidet (R, in Figur 3). 

Die Messungen wurden an einer Diode mit relativ grosser Zeitkonstante aus- 
geführt. Eine Diode mit hoher Grenzfrequenz wird grundsätzlich dieselben Er- - 
scheinungen zeigen. Will man mit Tunneldioden hohe Schaltgeschwindigkeiten ı 
erreichen, so ist in erster Linie den beschriebenen Effekten Aufmerksamkeit zu | 
schenken. 

Bestimmung der Parameter des Ersatzschemas (Figur 2). Die Bestimmung von! 
r, À und C erfolgte in einer Brückenanordnung [9], verbunden mit einer Lecher- - 
leitung (Figur 5a). Unter der Voraussetzung, dass die Brücke ohne Tunneldiode > 


= m 


Figur 5 


a Brücke zur Bestimmung der Parameter; b Wechselstromersatzschema von Diode und Brücke, . 


gleichstrommässig abgeglichen ist, lassen sich Gleichstrom und -spannung der 
Diode direkt aus Spannungsmessungen bestimmen. Es gilt 


= —U, N, le Ay 
je mes es . 
0 q 1 R, R, 
Die Lecherleitung wirkt für alle in dieser Anordnung erzeugten Schwingungen als; 
Induktivität. Figur 5b zeigt das Wechselstromersatzschema einschliesslich Diode. . 
Im negativen Ast regt sich eine Schwingung » an, wenn 


R 
une, + 
1+o RC = 


/ 


y 


Für die Kreisfrequenz ergibt sich die Bestimmungsgleichung 


1 


9 
oc = — 


dl we 
COs rer. 
(+ pare) 


Die Messung von @ liefert anhand der beiden Beziehungen die Grösse C sowie eine 
Kontrolle der aus den statischen Messungen bestimmten Werte von y und R. 
Wir danken der Firma CLevıre und Herrn LEUENBERGER für die Überlassung 


eimiser Tunneldioden und dem Schweizerischen Nationalfonds fiir die finanzielle 
Unterstützung dieser Untersuchungen. 


i 
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Signalfluss und Analogiedarstellung der Neutronenökonomie beim 
Abbrand von Reaktorbrennstoffen. Von W. HALG, Zürich. Erschienen als 
Kurze Mitteilung, ZAMP 77, 433 (1960). 


Automatische Anlase zur Registrierung digitaler Messwerte. Von 
E. BALDINGER, W. HALG und P. WEHRLI*) 

1. Arbeitsweise der Registrieranlage 

Es ist gegenwärtig in vielen Zweigen der Forschung üblich, für die Auswertung 
von Messdaten elektronische Digitalrechengeräte zu verwenden. Eine solche Aus- 
wertung drängt sich besonders dann auf, wenn die Rechnungsprogramme hierfür 
vielfältig und zeitraubend werden oder wenn die Anzahl der Messdaten sehr gross 
ist. In allen diesen Fällen ist es wünschenswert, die Messresultate in einer Form zu 
speichern, welche deren unmittelbare Übermittlung in das Gedächtnis der Rechen- 
maschine erlaubt. Auf diese Weise sind Fehlerquellen, die bei der Übertragung der 
Daten aus einem Messprotokoll in eine dem Rechner gefällige Form entstehen, 
vermeidbar. 

Die nachstehend in Figur 1 beschriebene Apparatur stellt eine Möglichkeit dar, 
diesen Anforderungen zu genügen. Sie soll hauptsächlich zur Registrierung kern- 
physikalischer Messergebnisse verwendet werden. Als erste Anwendungen sind die 
Aufzeichnungen der Messwerte von Halbwertszeitanalysen und Neutronendiffrak- 
tionsexperimenten sowie von Neutronenflussverteilungen in einem unterkritischen 
System vorgesehen. Die Aufzeichnung geschieht mittels eines Blattschreibers, wie 
er im europäischen Fernschreibnetz verwendet wird. Angebaut an den Blatt- 
schreiber ist ein Empfangslocher, der gleichzeitig im 5-Lochcode einen Papier- 
streifen perforiert. Ein weiterer Lochstreifensender ermöglicht die Kontrolle und 
eventuelle Duplizierung solcher Streifen. Während der Schreibpausen bei automa- 
tischem Betrieb können ergänzende Informationen mit Hilfe der Handtastatur 
dem Messprotokoll beigefügt werden. Der Blattschreiber benötigt an seinem zwel- 
drähtigen Eingang für jedes zu schreibende Symbol’) eine Impulsfolge, die durch 
ein Umsetzgerät, den Zeichensender, aus den Gleichstromsymbolen der Mess- 
stellen erzeugt wird. Die Schreibgeschwindigkeit ist durch die Arbeitsweise des 
Zeichensenders, welcher während der Erzeugung eines Symbols und nach Ablauf 
desselben für die Auslösung gesperrt bleibt, auf 5 Zeichen?) pro Sekunde beschränkt. 

3) Institut für angewandte Physik der Universität Basel, Eidg. Institut für Reaktorforschung, 
Würenlingen. | 

4) Unter der Bezeichnung Symbol oder Zeichen werden sowohl Buchstaben als auch Ziffern 
sowie Hilfszeichen wie Zwischenraum, Zeilenvorschub, Wagenrücklauf usw. verstanden. 
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Ein am Ende eines Zeichens erzeugter Fortschaltungsimpuls kann zur Weiter- 
schaltung der Schrittschalter in der Haupt- oder Unterzentrale oder in der ange- 
schalteten Meßstelle benützt werden. << | Tea 
Die Hauptzentrale enthält im wesentlichen neben einigen Hilfsrelais einen 
Sucher, der den Zeichensender entweder mit einer Einzelmeßstelle oder einer Unter- 
taie verbindet, sowie einen Schrittschalter. Ist eine Meßstelle oder eine Unter- 


se = 

| 

Mis hy 24. h-Uhr 
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Mass no nee en = Ka 


| | 
Einzel- y 
Messfelle il 


: Read-Out 
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mer ieee le 
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Figur 1 


Blockdiagramm der Anlage. Mit Mr sind die verschiedenen Meßstellen der 3 eingezeichneten 
Experimente bezeichnet. 


zentrale ablesebereit, so setzt sich, durch ein entsprechendes Signal betätigt, der: 
Sucher so lange in Bewegung, bis die Meßstelle gefunden ist, worauf der Antriebs- 
motor des Fernschreibers anläuft. Hierauf wird mit einiger Verzögerung ein fest 
eingestelltes Ableseprogramm mit Hilfe eines Schrittschalters gestartet. Dieses } 
Programm besteht vorerst aus den für Wagenrücklauf, Zeilenvorschub und Um- 
stellung auf Ziffernempfang notwendigen Zeichen, worauf eine Kennzeichnung der 
angeschalteten Meßstelle erfolgt. Da es oft wünschenswert ist, die Zeit der Auf-! 
zeichnung festzuhalten, wird anschliessend eine mit der Hauptzentrale verbundene » 
24-Stunden-Uhr abgelesen, bevor die Daten der betreffenden Meßstelle heraus- - 
geschrieben werden. Die heute verwendete Uhr registriert Stunden und Minuten. . 

Gewöhnlich enthalten die Experimente mehrere Meßstellen, welche durch ein 
spezielles Programm miteinander gekoppelt sind. Die Ablesung dieser verschiedenen ı 
Informationsquellen erfolgt in diesem Falle über eine Unterzentrale, welche selb-: 
ständig die Umschaltung zu den Teilmeßstellen besorgt. Soll jedoch eine Einzel-- 
meBstelle abgelesen werden, dann ist deren direkter Anschluss an die Hauptzentrale » 
unter Umgehung einer Unterzentrale möglich. Die elektrischen Signale der Ziffern- 
symbole aller Meßstellen werden, bevor sie dem Zeichensender mitgeteilt werden, , 
in einem Transistor-Leistungsverstärker (Read-out-Verstärker) soweit verstärkt, 
dass ein einwandfreies Ansprechen der Relais im Zeichensender gewährleistet wird.. 
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Diese Schaltung ermöglicht eine Reduktion der Anzahl von Leistungsverstärkern 
auf insgesamt 10, entsprechend den Ziffern 0 bis 9. Die Ausgänge der Meßstellen 
eo. den Anschluss eines bis zu 300 m langen ent zwischen 
Unterzentrale und Hauptzentrale. 

Im Vollausbau können 10 Abonnenten an die Hauptzentrale angeschlossen 
werden. Die gegenwärtig erstellten Unterzentralen sind für 6 Meßstellen ausgelegt. 
Unter der Annahme, dass bei jeder dieser Meßstellen eine 6stellige Zahl en 
werden soll, erfordert die Registrierung aller Informationen einer 6fachen Meßstelle, 
einschliesslich aller Hilfssymbole wie Zwischenräume, Wagenrücklauf und Zeilen- 
vorschub, ferner einer allfälligen Verzögerung, verursacht durch die Schaltung der 
Minutenuhr, 15 Sekunden?). 

Ein Teil der Meßstellen wird in der Regel aus einem Geber (zum Beispiel Parti- 
kelzähler) mit nachgeschaltetem Untersetzer bestehen. Gegenwärtig sind 4 für den 
Exponentialversuch und 3 weitere zur Halbwertszeitanalyse im Betrieb. Die Steue- 
rung der Experimente geschieht durch Impulse eines Programmgebers mit einer 
Zeitverzögerung von einigen Mikrosekunden. 


. Beschreibung der Untersetzer 


Um die Wärmeproduktion und das Volumen der hier beschriebenen automati- 
schen Registrieranlage in bescheidenen Grenzen zu halten, wurden zum Bau der 
elektronischen Schaltungen ausschliesslich Transistoren verwendet, wobei die über- 
wiegende Zahl auf die Untersetzereinheiten entfallen. Wie aus dem Blockdiagramm 
Bu 2 zu ersehen ist, besteht jeder Untersetzer aus der Eingangsschaltung, welche 


vom Kdo.-US. von 
à Unterzentrale 
Sfeuerimpuls _ „ Sfeuersignal von zur 
für weitere US. ~ -Unterzentrale \ 
4 ; Schriit- Read-ouf 
Eingang © Normierung Sfeuerung >| 6Dekaden - aia ite r © Vensyänken 


Figur 2 


Blockdiagramm eines Untersetzers. Kdo-US = Kommando-Untersetzer. 


die für den automatischen Betrieb notwendigen Hilfsschaltungen zur Steuerung 
enthält, ferner aus 6 Dekaden, Endverstärker, Schrittwähler und einem stabilisier- 
ten Transistor-Netzgerät. Der Schrittwähler dient zum Herauslesen der in den 
Dekaden gespeicherten Zahlen. Die Ablesung erfolgt auf ein Kommandosignal der 
Zentrale. Gleichzeitig stellt der Schrittwähler die Nullstellung der Untersetzer her 
und liefert beim Zurücklaufen in die Ruhestellung ein Hilfssignal, das die Abl sung 
der nächsten Einheit einleitet. Zur Kennzeichnung einer Untersetzer-Einheit 


5) Für den Weiterausbau der Anlage ist die Verwendung eines Blattschreibers oder Streifen- 
lochers mit Paralleleingang vorgesehen. Dadurch wird die Registriergeschwindigkeit auf 10 Zeichen 


resp. 33 Zeichen pro Sekunde erhöht. 
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mögen die folgenden Angaben dienen: 
Auflösungsvermögen: 0,9 us 
Maximale Umgebungstemperatur : 40°C | ; 
Zulässige Schwankung des Kraftnetzes: 190 bis 240 \ 
Leistungsaufnahme: 13 Watt 
Eingangsimpedanz: 330 Ohm | j 
Eingangssignale: + oder — (umschaltbar) mit minimal 1 V,, 
«Preset time» oder «Preset count» einstellbar. 


Limiter Schmift-Trigger Gate a 
045 47k 
4OpF, © 
Zur | 330 = zum Untersetzer 
16k 
045 200170 [m [Jo 99° 


zum Abschalten 
weiterer US. 


Figur 3 


Vereinfachtes Schema der Eingangsschaltung. 


Im folgenden wird die einzelne Dekade und die Eingangsschaltung etwas nähert 
beschrieben: 

a) Dekade: 

Jede Dekade besteht aus 4 dualen Stufen mit 2 Rückführungen zur Unterdrük- 
kung der überflüssigen Stellen (Code: 1, 2, 4, 2). Um mit Transistoren der Type: 
OC, 44 ein Auflösungsvermögen von über 10-® s zu erreichen, dürfen die Transi- 
storen nicht übersteuert werden. 

Zwischen den einzelnen dualen Stufen und den beiden Rückführungen sind zurt 
Entkopplung Transistoren verwendet, welche eine wesentliche Verbesserung deri 
Toleranzen und der Temperaturabhängigkeit gestatten. Die visuelle Anzeige erfolgt 
mit 4 Röhren der Type Philips DM160 im erwähnten Code. Die Umrechnung vont 
Code 1, 2, 4, 2 in die Ziffern 0 bis 9 wird in einer für alle Dekaden und alle Unter- 


setzer gemeinsamen Einheit vorgenommen (im Blockdiagramm Figur 1 im «Read- 
out-Verstärker» enthalten). | 
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b) Eingangsschaltung 

Mit Hilfe eines von einem Steuergerät gelieferten Dauersignales lässt sich der 
Untersetzer ein- bzw. ausschalten. Nach Wunsch kann das Ausschalten ebenfalls 
durch einen kurzzeitigen Impuls geschehen, zum Beispiel dadurch, dass einer der 
Untersetzer (Kommando-Untersetzer) eine einstellbare und vorgewählte Ziffer 
erreicht hat. Alle Untersetzer sind gleichartig und austauschbar und durch geeignete 
Wahl der Verbindungen kann irgendeiner zum « Kommando-Untersetzer» bestimmt 
werden. 

Die zu zählenden Impulse werden zunächst im Schmitt-Trigger normiert und 
gelangen über das «Gate» zum Eingang der 1. Dekade. Die Verwendung von Tran- 
sistoren der Type OC170 gewährleistet auch bei us-Impulsen ein einwandfreies 
Arbeiten der Schmitt-Trigger-Schaltung. 

Abschliessend sei noch bemerkt, dass sich eine solche transistorisierte Anlage 
leicht von einem kleinen Akkumulator im Pufferbetrieb speisen lässt, wodurch 
Störungen durch Unterbrüche des Kraftnetzes vermieden werden. 

Ein Teil der Entwicklungskosten wurde aus Mitteln der Kommission für Atom- 
wissenschaft des Bundes finanziert, und wir möchten es nicht unterlassen, für diese 
Hilfe unseren besten Dank auszusprechen. 


An Experimental Investigation on Potential Flow through Spiral 
Casings. By N. ATHANASSrADIS, Zürich) 

The flow through a water turbine spiral casing, outside a cylindrical surface S, 
surrounding the guide vanes, can be considered as a potential one, if: 

a) the fluid is incompressible and frictionless, 

b) the flow is continuous and stationary, 

c) there is not any vorticity in the inlet pipe and 
d) we eliminate the fixed blades outside S,. 

It is known from potential theory, that, in a region, an harmonic function e.g. 
the velocity potential ¢, is determined if c, = 06/0n throughout its surrounding 
surface is determined; n is the normal direction to this surface. Therefore, assuming 
that the inlet pipe of the casing is straight and of a constant cross-section to infinity, 
the potential flow through the casing is determined if the radial component C,, of 
the velocity along S, is determined. To find the function ¢ (C = grad 4), through- 
out the casing, we have to solve an integral equation. The problem is not easily 
treated by analysis, especially in a three-dimensional casing; thus, in ourinvestigation 
we used the electric analogy method. 

Our experimental device is shown in Figure 1; the conductor was tap water. To 
identify the boundary conditions between ¢ and the electric potential V, we 
replaced a cross-section in the inlet pipe with an electrode (P-electrode) and re- 
presented the surface S, by a collector of electrodes. The current J;, through each 
one of the electrodes should be regulated in such a way that Q, ~o J, (k = 1, 
2,..., N), where Q, is the volume flow-rate passing S, at the K-Electrode, and co 
the specific resistance of the conductor. By 4 or 5 iterations of this procedure, we 
obtain the desired distribution of /, along Q,; thus we establish in the model an 
electric field corresponding to ¢. In other words, we have solved the appropriate 
integral equation. To avoid any secondary current between successive electrodes, 
and to minimize as much as possible any disturbance of the electric field near 
S,, the electrodes are placed inside S, as shown in Figure 2. 


6) ETH, Institut für Aerodynamik. 
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P-Electrode 


Figure 1 
Electric analogy device 
1 Oscillator (regulated at 300 Hz); 2 Transformer (1:1); 3 Electric Analogy Model (two- or three- 
dimensional); 4 Potentiometers to regulate the current through the electrodes; 5 Electronic Volt- 
meter (for the above operation); 6 Potential pick-up (probe); 7 Zero-indicator unit (Cathode-ram 
oscilloscope); 8 Decade potentiometer; 9 Pick-up transformer and filter; 70 Condensers for af 
complete balancing of Wheatstone-bridge. 


Figure 2 


From our experiments, we obtained a remarkable result valid for two- as well 
as for three-dimensional casing forms as follows. If Cr, = const. along S,, on 
has not extremely large variations along it, the distribution of the moment ot 
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momentum per unit mass of the fluid along a meridian section of the casing 
remains constant, i.e. in cylindrical coordinates (A oh, Ae 


CT] = Cr, Yolo = const (1) 


with 0 = const. (d < 2 x) and independently of z; c, is the tangential component 
of the velocity. Thus, if the casing form and c,, along Sy are given, we can calculate 
c,,(9) and consequently c, for every 6 < 2 x. Equation (1) is well known for a 
two-dimensional pure logarithmic field, where both c, - 7 = const. and 0,29, const. 
throughout. We found here that the same is true for every spiral casing form, but 
only on a meridian section and for 4 < 2x; in general c,: 7 changes from section 
to section. 

It has been experimentally verified that the runner of a turbine as well as the 
guide vanes act as rectifiers of the flow through them; thus, if the casing is sym- 
metrical to a plane perpendicular to the z-axis (axis of the runner), Cp, = const. 
along S,. Figure 3 shows the (c,)-distribution in such a casing for Cr, = const. The 
solid (C4), “Curves are drawn according to equation (1); we can see that the measuring 


points verify this equation up to 9 ® 320°. 
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Figure 3 


Conclusion: By the experimentally determined equation (1), we can design 
spiral casing forms to obtain c,, = €, tg% along Sy where % is given and ¢,,, 
6, = const. It is also possible to modify existing casing forms and fixed blade 


shapes outside Sy. 
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Zur Theorie der Luftkissen-Fahrzeuge. Von H. Baumann, Zürich’). 
Ein Luftkissen-Fahrzeug wird von einem Kissen getragen, das durch unter 
erhöhtem Druck stehende Luft gebildet wird. Dieses kann auf verschiedene Arten 
erzeugt werden, von denen hier nur auf die Methode des Luftvorhanges eingegangen 
werden soll. — Ein längs der Peripherie aus dem Boden austretender, rund herum 
geschlossener Luftvorhang hält im Raum unter dem Fahrzeug einen Überdruck 
er im Vorhang kann als ebenes Problem behandelt werden (ebener 
Strahl). Mit Hilfe des Impulssatzes lässt sich dann ein Zusammenhang zwischen 
Druckdifferenz am Vorhang und Schwebehöhe näherungsweise angeben, wenn 
Dicke, Geschwindigkeit und Winkel des Vorhangs beim Austritt aus dem Fahrzeug 
bekannt sind. Andererseits ist es auch möglich, das genaue theoretische Berech- 
nungsverfahren für freie Strahlen hier anzuwenden (Hodograph, konforme Abbil- 
dung). Die Übereinstimmung der Ergebnisse der beiden Rechnungsarten ist gut, 
und auch der Vergleich mit Messungen zeigt, dass die einfache Anwendung des 
Impulssatzes zu Resultaten führt, die der Wirklichkeit recht genau entsprechen‘). 
Veränderte Bedingungen treten auf, wenn ein Luftkissen-Fahrzeug sich in Vor- 
wärtsfahrt befindet. Auf der Aussenseite des längs der Vorderfront verlaufenden 
Luftvorhangs wirkt dann zusätzlich der Fahrtstaudruck. Daher wird die durch 
diesen Vorhang aufzubringende Druckdifferenz vermindert, was eine Einsparung 
von für den Auftrieb erforderlicher Luftmenge und Leistung bedeutet. 
Betrachtet man ein rechteckiges Fahrzeug, das ausschliesslich über Wasser- 
flächen verkehren soll, so kann man sich die beiden seitlichen Luftvorhänge zum 
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Abhängigkeit der Dicke s, des vorderen Vorhanges, der Luftmenge Q und der theoretischen Leistung 

L, für den Auftrieb von der Vorwärtsgeschwindigkeit V. Das angenommene Luftkissen-Fahrzeug hat 

folgende Daten: Länge L = 25 m, Breite B= 8m, Dicke des hinteren Luftvorhanges s, = 20 cm, 

Austrittswinkel g = 45°, Masse M = 20000 kg, Ansaugung der Luft von oben. Die Schwebehöhe h 
beträgt 1 m. 


*) Institut für Aerodynamik, ETH. 


8) J. ACKERET und H. Baumann, Uber Luftkissen-Fahrzeuge. Schweiz. Bauztg., 78. Je. 
137-141 (1960). 
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Beispiel durch Bleche ersetzt denken, die wenig ins Wasser eintauchen. Diese 
können sehr dünn sein und ergeben keinen grossen Widerstand. Infolge der gerin- 
geren Druckdifferenz am vorderen Vorhang lässt sich entweder bei gleichbleibender 
Vorhangdicke dessen Geschwindigkeit verkleinern oder bei gleichbleibender Ge- 
schwindigkeit kann er dünner gemacht werden. Sobald die Vorwärtsgeschwindigkeit 
so gross wird, dass der Staudruck der Flächenbelastung des Fahrzeuges entspricht, 
ist der vordere Vorhang überhaupt überflüssig. Leistung und Luftmenge sinken 
in diesem Fall auf die Hälfte gegenüber den Werten im Stillstand. In der Figur sind 
diese Grössen sowie die Dicke des vorderen Vorhanges für ein angenommenes Fahr- 
zeug in Funktion der Vorwärtsgeschwindigkeit aufgetragen. 

Bei diesem Beispiel erfolgt der Lufteintritt in das System senkrecht von oben. — 
Eine weitere Leistungsverminderung für den Auftrieb erreicht man, wenn auch hier 
der Fahrtstaudruck ausgenützt wird, indem die Lufteintrittsöffnung zum Gebläse 
nach vorn gerichtet wird. Die Umlenkung um 90° nach unten hat aber einen zu- 
sätzlichen Widerstand zur Folge, der durch vergrösserten Schub überwunden wer- 
den muss. 


Laminare Strömung in Rohren mit verschiedenen Querschnitten. 
Von V. STINGELIN, Zürich?). 

Im Gegensatz zur turbulenten Rohrreibung, wo erfahrungsgemäss der Druck- 
abfallkoeffizient À für hydraulisch glatte Rohre nur von der Reynoldszahl abhängt, 
sofern diese auf den hydraulischen Durchmesser bezogen ist, ergibt die strenge 
Theorie für die laminare Strömung eine zusätzliche Abhängigkeit von der Geo- 
metrie der Querschnittsform. 

In der Literatur wird diesem Gegensatz wenig Beachtung geschenkt. Entgegen 
den Erwartungen fallen die Messpunkte der Experimente von NIKURADSE für ver- 
schiedene Profile auch im laminaren Gebiet auf die theoretische Kurve für kreis- 
runde Rohre. SCHILLER hat schon auf diese Tatsache hingewiesen; doch sind die 
experimentellen Nachweise wenig überzeugend. 
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Laminares Rohrreibungsgesetz A(Re) für verschiedene Querschnitte. 


9) Institut für Aerodynamik, ETH. 
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Das Ziel der nachfolgenden Arbeit war deshalb die experimentelle Bestätigung 
der schon bekannten exakten Lösungen der laminaren Strömung durch verschiedene 
Querschnittsformen. 

Das laminare Druckabfallsgesetz lautet: 


wobei ß eine Konstante ist, die von der Geometrie des Querschnittes abhängt. 

In Figur 1 sind die theoretischen Werte von ß in Abhängigkeit der Halbachsen- 
verhältnisse der Ellipsen, der Seitenverhältnisse der Rechtecke, und vergleichsweise 
die Werte des Kreisrohres und des gleichseitigen Dreieckes aufgetragen. Selbst bei 
kleinen Änderungen der Achsen- bzw. Seitenverhältnisse werden die Abweichungen 
vom Kreisrohr schon bemerkenswert, daher war ein deutlicher experimenteller 
Nachweis zu erwarten. 

Die Übereinstimmung der Messungen mit der Theorie Figur 2 war dann auch 
gut, besonders beim kreisrunden und dem speziell konstruierten 1/10 Rechteckrohr 
aus Messing. Kleinere systematische Abweichungen der mittleren drei Rohre waren 
auf Ungenauigkeiten in der Geometrie zurückzuführen und zeigten die vermutete 
Empfindlichkeit der Zahl 6 von der Kontur des Querschnittes. 
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Figur 2 


Laminarer Rohrreibungskoeffizient À für Rohre mit verschiedenen Querschnitten. 


Auswertung von Wärmeleitfähigkeitsexperimenten mit Hilfe eines 
elektronischen Rechenautomaten. Von P. WYDER, Zürich!P), 

Bei Wärmeleitfähigkeitsexperimenten im Gebiete tiefer Temperaturen haben 
Kohlewiderstandsthermometer gegenüber den wesentlich unhandlicheren Gas- 
thermometern den grossen Nachteil, bei jedem Experiment mit Hilfe der Helium- 
dampfdruckskala neu geeicht werden zu müssen; sie sind nur innerhalb des Tief- 


1) Institut für kalorische Apparate und Kältetechnik, ETH. 
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temperaturgebietes geniigend genau reproduzierbar. Warmt man sie bis zur 
Zimmertemperatur auf und kühlt sie wieder ab bis zur Temperatur des flüssigen 
Heliums, so ändert sich ihre Charakteristik um einige Prozente. 

In dem uns interessierenden Temperaturgebiet von 1,5°K bis 4°K haben sich 
käufliche Radiowiderstände von !/,, Watt Leistung der Allen-Bradley Company [1]}!) 
als besonders geeignet erwiesen. Ebenfalls sehr günstig sind nach DE VROOMEN 
hergestellte Widerstände aus einer Kohlepulver-Aquadag-Emulsion, die auf einen 
isolierten Kupferdraht aufgetragen wird [2]. Charakteristische Widerstandswerte 
sind in Tabelle 1 zusammengestellt. 


Tabelle 1 
ALLEN-BRADLEY DE VROOMEN 
Zimmertemperatur 100 Q 1000 Q 
4,2°K = 2000 Q = 2600 Q 
| 2,0°K ~ 10000 Q = 3600 Q 


Leider ist der Leitfähigkeitsmechanismus in diesen Kohleschichten noch nicht 
genügend geklärt. So gibt es nur eine zweikonstantige semiempirische Beziehung [3], 
die allerdings das Verhalten sowohl der Allen-Bradley- wie auch der de Vroomen- 
Widerstände sehr genau beschreibt: 

In R 


ES nano 


Dabei bedeutet T die Temperatur und R den Widerstand; a und b sind an- 
zupassende Konstanten. Wie man aus dieser komplizierten Formel sieht, sind 
genaue Auswertungen von Experimenten recht mühsam und zeitraubend. DE VRoo- 
MEN [4] hat kürzlich eine Methode angegeben, die wesentliche Zeitersparnisse mit 
sich bringt; trotzdem ist der Zeitaufwand für die Auswertung immer noch sehr gross. 

Macht man verhältnismässig viele Wärmeleitfähigkeitsmessungen, so müssen 
für die Auswertung stets die gleichen Rechnungen wiederholt werden. Dies ent- 
spricht genau der einem elektronischen Rechenautomaten angebrachten Problem- 
stellung. Wir haben daher die Auswertung unserer Experimente für die ERMETH 
(elektronische Rechenmaschine der ETH) programmiert. 

Dem Automaten werden die Eich- und Messwerte, die Probenabmessungen und 
die zugeführte Heizleistung eingegeben, während er direkt den Wert für die Wärme- 
leitfähigkeit herausdruckt. Die Bestimmung der Temperaturdifferenz ist dabei der 
zentrale Teil des Problems. Zur Lösung kann man entweder den Eichpunkten 
eine Funktion einpassen, zum Beispiel mit Hilfe von Tschebyscheff-Polynomen, 
oder man benützt die angegebene Gleichung und bestimmt mit Hilfe einer Aus- 
gleichsrechnung die beiden Konstanten a und b. Wir wählten den zweiten Weg, da 
er gewisse Extrapolationsmöglichkeiten offen lässt. 

Benützt man die in der Ausgleichsrechnung übliche Symbolik 


n 
Cx, y] =)»; Vis 


i=1 


11) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 534. 
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so erhält man mit den Gleichungen 


‘In R,\12 
a + bn À; ( = ‘) =, 
2 


und 


fiir die beiden Konstanten die Werte 


[1, B] [A, 4] — [A, Bl [1,4] [4, B] (1, 1] — 1, BID, 4] 


aa A el 1 4, 472 4) ee 


Zu Kontrollzwecken wird die Summe [7,7] berechnet, die bei einer guten Ausgleichs- 
rechnung möglichst klein sein soll. 

Die eigentliche Rechnung geht von der Voraussetzung aus, dass die Mess- und 
Eichwerte mittels Lochkarten gemäss Tabelle 2 bereits in der Maschine gespeichert 
sind. Der Probendurchmesser 4 und der Sondenabstand Av wird während der 
Rechnung von Hand eingegeben. 


Ausgleichsrechnung zur Bestimmung der Konstanten a", b"? 


Figur 1 


Flussdiagramm für Ausgleichsrechnung. 
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Tabelle 2 
Bereits gespeichert: 

Physikalische Bedeutung Symbol Blockadresse 
Eichwert Widerstand 1 . en 9,0200 
Eichwert Widerstand 2 . Le 9,0300 
Eichwert Temperatur Te 9,0400 
Messwert Widerstand 1 . ae 9,0500 
Messwert Widerstand 2. eg 9,0600 
Messwert Heizung Strom . fe 9,0700 
Messwert Heizung Spannung V,, 9,0800 

—_— 
7” nr In RE 
Bate RE Te (GE nREE | 
Le dpuzoo Vissoo 
Drucken Le 1 


Ta 
Fe 


I; , Drucken 


AT, 1, Drucken 


Ale 


Ws =k Te, Drucken 


J8 
a 
Ja 


Figur 2 


Flussdiagramm fiir Warmewiderstandsbestimmung. 
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Die letzte Zahl jedes Blockes ist mit einem Q-Zeichen versehen. Das gibt eine 
gewisse Kontrolle dafür, dass sich zueinander gehörende Widerstands- und Tempe- 
ratur-, oder Widerstands- und Leistungswerte auch entsprechen. In den Figuren 1 
und 2 sind die Flussdiagramme des Programms dargestellt. Der Mangel an Zyklen 
wird dadurch aufgehoben, dass durch die vielfache Verwendung das Programm 
«aussen herum zyklisch» wird. 


0057 7, 


°K wahr 


004 | 


I 


scheinbar 


Ame Fjchpunkle 
AG o Vergleichspunkte 


003 | 
002 | 
001} 


000 


= 001 | 
-002 | 
-003 | 


-004 } 


-005 | 


es 


Figur 3 


Abweichungen in den nach der Ausgleichsrechnung bestimmten Temperaturen. 


Durch die Ausgleichsrechnung werden gewisse Abweichungen von den wahren 
Temperaturen induziert. Eicht man zwischen 2° und 4°K ungefähr jedes !/,, Grad 
und verwendet alle Eichpunkte für die Ausgleichsrechnung, so ist diese induzierte 
Abweichung im Maximum 0,03°. Dies ist für unsere Experimente zu gross. Teilt 
man das ganze Temperaturintervall in zwei Gruppen von 4° bis 3° und von 3° bis 
2° ein und wählt pro Gruppe je vier Eichpunkte, so kann man mit dieser Gruppen- 
einteilung erreichen, dass der induzierte Fehler im ganzen Bereich nie grösser als 
0,002° wird. Diese Abweichungen sind in Figur 3 dargestellt. 


Diese Arbeit wurde durch einen Arbeitsbeschaffungskredit des Bundes finanziell 
unterstützt. 
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Vergleich hydraulischer digitaler Schaltelemente mit elektronischen 
und elektromechanischen «Äquivalenten». Von H. GLATrLI und H. R. Mür- 
TER, Zurich), 

Hydraulische logische Elemente unterscheiden sich von elektronischen und 
elektromechanischen Komponenten in mehrfacher Hinsicht: 

a) durch die mittels eines Elementes darstellbaren Funktionen, 

b) durch die bei Benutzung der verschiedenen Eingänge entstehenden Impedanz- 
verhältnisse, und 

c) durch die im Zusammenhang mit Verzweigungen entstehende Zunahme der 

Ansprechzeit. 

Figur 1 zeigt einen NPN-Transistor in Kollektorbasis-Schaltung und ein ein- 
faches Ventil sowie die dazugehörenden Schaltfunktionen. 


C 
m 
B Br 
Bag 
2 i 
B 
A 
REREBE K=AB FBC 
Figur 1 


Vergleich Transistor - Ventil. 


In bezug auf das logische Verhalten sind beide Elemente als Bausteine fiir belie- 
bige Matrizen verwendbar, da in beiden Fallen ohne Beizug weiterer Komponenten 
Matrizenpunkte auf eine Ausgangsleitung zusammengefasst werden können. 

Das Bild ändert sich aber, sobald man die Impedanzverhältnisse in Betracht 
zieht. Das obenerwähnte Zusammenfassen besteht in einer Substitution 


ET DEE Bey, Rome DO 


usw., wobei der damit verbundene Anstieg der Ausgangsimpedanz in hydraulischen 
Schaltungen gering bleibt, bei Verwendung von Transistoren aber sofort prohibitiv 
wirkt. 

Etwas ungünstiger für das Ventil fällt der Vergleich mit einem Relais aus. Die 
Tatsache, dass, im Gegensatz zum Relais, ein einziges Ventil die «exclusive-or»- 
Funktion nicht darstellen kann, ist weniger gravierend als die im Zusammenhang 
mit Verzweigungen auftretende Verlängerung der Ansprechzeit bei hydraulischen 
Schaltmitteln. 

Besonders augenfällig wird dieser Effekt am Beispiel des Paralleladdierwerks, 
wo das Vorhandensein einer mehrfachen Verzweigung ohnehin nicht auf den ersten 
Blick evident ist. 

Im Prinzip lässt sich eine hydraulische Schaltung analog zu bestimmten Relais- 
Schaltungen aufbauen, bei welchen das Übertragssignal die Lage der Kontakte 
nicht ändert, sondern sich über vorbereitete Wege ausbreitet. Es geht nun aber 


12) [BM-Forschungslaboratorium. 
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nicht an, die Additionszeit aus der zum Stellen der Ventile notigen Zeit sowie aus } 
Geometrie und Schallgeschwindigkeit zu bestimmen. Der Grund liegt darın, dass : : 
zum Zwecke der Weiterverarbeitung oder Anzeige der Information in den verschie- - 
denen Stufen endliche Volumina verdrängt werden müssen. | | 

Figur 2 gibt die Zeit zur Ausbreitung des Übertragssignals in Funktion der: 
Anzahl Stufen für zwei verschiedene Viskositäten wieder: 


v 
(msec) 8 


+ + —+ =; + + + _ 


1284565 7% 8 Wl ww 
Figur 2 


Ausbreitungszeit des Ubertragungssignals in Funktion der Anzahl Stufen eines hydraulischen 
Addierwerkes. 


Die beiden hier erwähnten Eigenschaften hydraulischer Komponenten und 
Schaltungen unterstreichen die Notwendigkeit, spezifische Schaltungen, speziell 
unter Verwendung der Matrizentechnik, zu entwickeln. 


x 


Méthode de mesure de la stabilité à court terme de la fréquence 
d’oscillateurs à quartz. Par P. KARTASCHOFF#), J. DE Prıns!?) et J. Bona 
NOMI14). 


1. Introduction 


Le but des mesures présentées dans cette communication est de déterminer la. 
précision avec laquelle la fréquence des oscillateurs à quartz peut être mesurée pour 
une durée de mesure donnée. Nous nous sommes surtout intéressés à la stabilité 
à court terme d’oscillateurs à quartz servant à la comparaison des horloges à quart: 
aux étalons de fréquence atomiques. En effet, seules les variations lentes pouvan 
être corrigées à l’aide de servomécanismes, les oscillateurs employés doivent êtr 
particulièrement stables. D'autre part, dans un résonateur à césium, les fluctuations 
de fréquence du signal excitant peuvent engendrer un élargissement de la raie de 
résonance observée. [1]15). De même, la précision de la comparaison de fréquenc 
entre un oscillateur à quartz et un maser à NH, est limitée par les fluctuation 
rapides de la fréquence de l’oscillateur à quartz [2, 3, 4]. 

Nous avons mesuré ces fluctuations en faisant des séries de mesures de fréquence 
de courte durée. Ensuite, nous avons déterminé l'écart type o, de la fréquenc 
mesurée pour des durées de mesure 7 allant de 10 à 100 ms. Comme les fréquences 


13) Laboratoire suisse de recherche horlogères, Neuchâtel. 
14) Observatoire de Neuchatel. 


15) Les chiffres entre crochets renvoient à la Bibliographie, page 539. 
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sont comparées dans le domaine des microondes, la sensibilité du dispositif de 
mesure est élevée. 


2. Méthode de mesure 


La figure 1 montre le schéma de principe de l’appareillage employé. Les deux 
oscillateurs comparés sont identiques et oscillent A des fréquences de 8,5 MHz. Ces 
fréquences, multipliées par 2700 à l’aide de deux chaînes de multiplication de 
fréquence, produisent deux signaux de 22 900 MHz dans le domaine microonde. Un 
récepteur superhétérodyne employant un klystron comme oscillateur local sert à la 
détection du battement de ces deux signaux. 

Le battement, dont la fréquence peut être variée entre 0 et 50 Hz par un réglage 
approprié des oscillateurs à quartz est obtenu après démodulation du signal de 
moyenne fréquence. 

Les résultats des mesures sont obtenus de la manière suivante: Les durées t, des 
| alternances positives du battement sont représentées par la longueur des impulsions 
sur l'écran d’un oscillographe cathodique et enregistrées par photographie. La 
hauteur de chaque impulsion est proportionelle à la valeur +, correspondante. La 
formation du train d’impulsions est illustrée par la figure 1. 


Addition 


Générateur 
DER 
dent de scie 


vers Oscillographe 


Figure 1 


Le nombre n de mesure par série est d'environ 150. Remarquons ici que les 
fluctuations 7, sont petites par rapport à la valeur moyenne 


La sensibilité du système est donnée par la relation suivante: 


A RE Sem 
a 2 
Vo 27V, 
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ou v9 = 22900 MHz et A,v/v, est l’Ecart relatif de la fréquence par rapport a sa 
valeur moyenne, pour un 7, donné. Ainsi pour 7 = 10 ms, un écart de z, de 1%) 
donne Av/v, = 2-10-11. La hauteur des impulsions enregistrées a été mesurée al 


0,99%, js 
3. Résultats 


Le dépouillement des enregistrements photographiques donne pour chaque: 
série de résultats un écart-type des 7, 


nee = Var 


avec 


DE 1 “ N) 
AT = Fe : 
= 


Ensuite, on obtient pour l’ensemble des fluctuations relatives de fréquence dess 
deux oscillateurs un écart type 

Vy N 1 
=—o,, ol m =——. 

Vo DIT: 


1 


05 


L'écart type o, pour un seul oscillateur est donné par 


Op = — © 


yz” 


ceci en admettant que les fluctuations respectives sont décrites par deux distri- 
butions normales identiques. 

La figure 2 montre les résultats obtenus pour des valeurs de 7 allant de 10 
100 ms. 


x 


70x10" 
6h SS. 4 
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4. Conclusion 


Dans le domaine observé, les valeurs de o, peuvent être considérées comme 
proportionnelles à 71/7, cela en tenant compte de l’imprecision de 6, qui est estimé 
a EPPS 10 138 

+2 : 

Il est, de plus, a remarquer que les fluctuations pouvant étre dues au bruit de 

fond dans les chaines de multiplication de fréquence sont négligeables. 
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Ein Ultrahochvakuum-System mit einer ausheizbaren H$-Diffusions- 
pumpe zur Erzeugung von Vakua im Gebiet von 10-!! Torr. Von E. B. Bas, 
Zürich). 

In den UHV-Systemen mit Hg-Diffusionspumpen kann ein Endvakuum von 
etwa 2 x 1071 Torr. erreicht werden. Dieses Endvakuum ist scheinbar in der 
Hauptsache durch die Gasabgabe der Diffusionspumpe selbst bedingt. Um noch 
kleinere Drucke erreichen zu können, haben wir ein UHV-System entwickelt, bei 
dem eine einstufige Hg-Diffusionspumpe zusammen mit dem Rezipienten und 
den Kühlfallen ausgeheizt werden kann. Figur 1 zeigt dieses System schematisch 
dargestellt. Die im gestrichelten Rechteck 1 eingeschlossenen Elemente des Systems 
werden in einem Ofen bei 400-450°C ausgeheizt. Die einstufige Hg-Diffusions- 
pumpe 2 hat als Treibdüse eine Laval-Düse, und die Quecksilberverdampfung im 
Boiler 3 erfolgt in einer Lichtbogen-Entladung [1]17). Das Quecksilber wird der 
Pumpe über zwei barometrische Säulen 4 und 5 zugeführt. Mit Hilfe der atmo- 
sphärenseitig angebrachten Schwimmer 6 und 7 kann der Hg-Stand in diesen 
Säulen gehoben und gesenkt werden, womit während des Ausheizprozesses das 
Quecksilber aus der Pumpe entfernt werden kann. Auch die Zündung des Licht- 
bogens erfolgt mit Hilfe dieser Hebevorrichtung. Damit während des Betriebes die 
atmosphärischen Druckschwankungen das Brennen des Lichtbogens nicht beein- 
flussen, sind die Schwimmer in den hermetisch abschliessbaren Gefässen unter- 
gebracht. Unterhalb des Bodens des Ausheizofens werden die Hg-Zuführungslei- 
tungen mit Wasser gekühlt. Bei allen UHV-Systemen mit Hg-Pumpen ist die Aus- 
frierung des Hg-Dampfes von grösster Bedeutung. Vor allem ist es wichtig, dass in 
den Kühlfallen der Stand der flüssigen Luft konstant gehalten wird, hierfür sind 
verschiedene Anordnungen mit automatischer Nachfüllung der flüssigen Luft be- 
kannt geworden [2, 3, 4]. In unserem UHV-System haben wir zwischen der aus- 
heizbaren Hg-Pumpe und dem Rezipienten zwei Kühlfallen 8 und 9 vorgesehen. 
Für die dem Rezipienten nächstgelegene Kühlfalle 9 haben wir in Abwandlung 
einer früheren Konstruktion von VENEMA [5] eine neue Kühlfalle entwickelt, deren 
Wirksamkeit für längere Zeit vom Absinken des Spiegels der flüssigen Luft unab- 
hängig ist. Wie aus Figur 1 ersichtlich, besteht diese Kühlfalle aus vier ineinander 
geschachtelten Kugeln aus Pyrex-Glas. Der Durchmesser der äussersten Kugel 
beträgt 165 mm, und die.kleinste Kugel weist einen Durchmesser von 65 mm auf. 


16) Abteilung für industrielle Forschung, ETH. ane 
17) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 542. 
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er 


Figur 1 


Schematische Darstellung des UHV-Systems mit ausheizbarer H 
ofen, 2 ausheizbare Hg- 


g-Diffusionspumpe: 1 Ausheiz- 
Diffusionspumpe, 3 Boiler mit Lichtbogenheizung, 4 und 5 barometrische 
Säulen für die Hg-Zuführung, 6 und 7 Schwimmer zum Heben und Senken des Quecksilbers, 
8 Vorkühlfalle, 9 spezielle Kugelkühlfalle, 10 Rezipient, 11 Bayard-Alpert-Ionisationsmanometer, 


12 Hg-Sperre, 13 zu den Hg-Diffusions- Vorpumpen. 
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Die beiden äusseren Kugeln sind in einem zylindrischen Hals vereinigt. Wenn die 
Kühlfalle mit flüssiger Luft vollgefüllt wird, so dauert es etwa 1 Stunde bis der 
Spiegel der flüssigen Luft das innere Kugelpaar erreicht. Während dieser Zeit 
bleibt die Wiederverdampfung des Quecksilbers von den erwähnten Partien der 
Kühlfalle für den Rezipienten ohne Bedeutung. Auch die weitere Verflüchtigung 
der flüssigen Luft ist wenig wirksam, da sich in der mittleren Kugel infolge sehr 
guter Wärmeisolation die flüssige Luft sehr lange hält. 


= | p 
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EHEFFEEHES SEE === Nachfüllen von 8 
ii flüssiger Luft 
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se eS = 0 


"Röntgen-Druck‘ 
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Figur 2 
Einfluss des Standes der flüssigen Luft in den Kühlfallen auf das Endvakuum. 


Das Vorvakuum für das beschriebene System wird von zwei in Serie geschal- 
teten einstufigen Hg-Diffusionspumpen erzeugt. Diesen ist wiederum über eine mit 
Trockeneis gekühlte Falle die Rotationspumpe vorgeschaltet. Das UHV-System 
kann mit Hilfe eines Hg-Ventiles von den Vorpumpen getrennt werden. Nach 
gründlichem Ausheizen des UHV-Systems (zum Beispiel eine Ausheizung über 
Nacht von 14 Stunden bei etwa 430°C) konnten zurzeit wiederholt Endvakua von 
ca. 10-1! Torr. erreicht werden. Für die Vakuummessung wurde ein verbessertes 
Bayard-Alpert-Ionisationsmanometer verwendet. Die Röntgenstrom-Grenze des 
neuen Manometers beträgt 1 x 10-14 Torr. bei einer Anodenspannung von 150 V 
und 2,5 x 10-12 Torr. bei einer Anodenspannung von 50 V. Diese Verbesserung 
wurde durch die Verdoppelung der Manometerempfindlichkeit (C = 26 Torr in 
i, = C-i_/) und durch Verkleinerung des Kollektordurchmessers auf 25 u erreicht. 
Durch eine neuartige Halterung des Kollektorfadens , in dem das freie Fadenende 
in einer Kapillare geführt wird, konnte diese Herabsetzung des Kollektordurchmes- 
sers auf 25 u betriebssicher realisiert werden. Es scheint, dass auf diese Art auch 
eine weitere Verkleinerung des Kollektordurchmessers noch möglich ist. ; 

Figur 2 zeigt uns den Einfluss des Standes der flüssigen Luft in den Kühlfallen 


auf das Endvakuum. 
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Die Zustellung der Manuskripte an die Redaktion ZAMP von Seiten der 
Schweizerischen Physikalischen Gesellschaft erfolgte erst am 15. Juli 1960. Es war 
daher nicht möglich, die Berichte in einem der vorgesehenen Hefte (ZAMP 4 oder 
5/1960) zu veröffentlichen. 


International Federation of Information Processing Societies (IFIPS) 
Internationale Föderation für Datenverarbeitung 


Der Vorstand der Internationalen Föderation für Datenverarbeitung hat am 
16.-17. Juni 1960 seine erste Sitzung im Provisorischen Internationalen Rechen- 
zentrum in Rom abgehalten. 

Diese Föderation wurde anlässlich der durch die UNESCO abgehaltenen Ersten 
Internationalen Konferenz für Informationsverarbeitung (ICIP), die im Juni 
1959 in Paris stattfand, gegründet. Mehr als 1800 Delegierte aus allen Teilen der 
Welt haben dieser Konferenz beigewohnt, an welcher erfolgreiche Beziehungen 
zwischen den Wissenschaftern auf diesem wichtigen Gebiet angebahnt wurden. 

Der Vorstand setzt sich wie folgt zusammen: IsaAc L. AUERBACH, Präsident, 
Auerbach Electronics Corp. National Joint Computer Committee, Philadelphia 3 
Pa. (USA), Prof. Dr. A. WALTHER, Vize-Präsident, Deutsche Arbeitsgemeinschaft 
für Rechenanlagen (DARA), TH Darmstadt, und Dr. A.P. SPEISER, Sekretär- 
Kassier, IBM Forschungslaboratorium Adliswil-Zürich, als Vertreter der Schwei- 
zerischen Gesellschaft für Automatik. 

Die Zweite Internationale Konferenz für Datenverarbeitung soll im September 
1962 in Deutschland stattfinden. Prof. Dr. A. WALTHER wurde zum Vorsitzenden 
der Konferenz ernannt und Dr. Nrers Ivar BEcH (Dänemark) ist Vorsitzender 
des Programm-Komitees. 

Ausser der Organisation internationaler Konferenzen besteht die Tätigkeit 
dieser Föderation in der Koordination von Bestrebungen zur Schaffung von 
Normen auf dem Gebiet der Datenverarbeitung, wofür eine Kommission ins Le- 
ben gerufen werden soll. Auf Anregung der nationalen technischen Gesellschaften 
werden weitere Aktivitäten aufgenommen werden, insoweit sie der Weiterent- 
wicklung der Datenverarbeitung, eines der wichtigsten Gebiete der modernen 
Technik, förderlich sind. 


Nationale Gesellschaften, die der Föderation angeschlossen sind: 


Deutschland Deutsche Arbeitsgemeinschaft für Rechenanlagen (DARA) 
Belgien Association Belge pour l’Application des Méthodes 
Scientifiques de Gestion (inklusive Association Belge 
de Calcul Numérique) 
Kanada 


€ The Computing and Data Processing Society of Canada 
Dänemark Akademiet for de Tekniske Videnskaber 
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Spanien Consejo Superior de Investigaciones Cientificas 

Finnland The Finnish National Committee for Information Processing 
Frankreich Association Française de Calcul (AFCAL) 

Japan Information Processing Society of Japan 

Holland Nederlands Rekenmachine Genootschap 

England The British Computer Society 

Schweden Svenska Samfundet for Informationsbehandling 

Schweiz Schweizerische Gesellschaft fiir Automatik 


Tschechoslovakei | Commission for Technical Cybernetics of the 
Czechoslovak Academy of Sciences 
Russland Computing Centre of the USSR Academy of Sciences 
MESA National Joint Computer Committee 
À.P. SPEISER 


Seventh National Symposium on Reliability and Quality Control 

in Philadelphia, Pa. USA. 

In Philadelphia, Pa. (USA) findet vom 9. bis 11. Januar 1961 das 7th National 
Symposium on Reliability and Quality Control statt. Betriebssicherheit und Quali- 
tätsüberwachung sind Gesichtspunkte, die in heutigen elektronischen Geräten, 
welche tausende und oft zehntausende von Schaltelementen enthalten, grösste 
Bedeutung erlangt haben. Der Zweck dieser Tagung, welche vom Institute of 
Radio Engineers (IRE) und anderen wissenschaftlichen Vereinigungen durchge- 
führt wird, ist, Spezialisten, welche auf dem Gebiet der Betriebssicherheit und 
Qualitätsüberwachung über Erfahrung verfügen, zusammenzuführen. Programme 
und Anmeldungsformulare sind zu beziehen bei J. H. GoopMan, Publicity Chair- 
man, Burroughs Corporation, Research Center, Great Valley Laboratory, Paoli, 
Penna., USA. A. P. SPEISER 


Errata 


On the Scattering of Waves by a Disk. By ALBERT E. HEINS and RICHARD 
C. MacCamy. ZAMP 77, 249-264 (1960). 


IPL ZA 
Equation (1.2) should read 
(OG dO) == Dear Ye <a, 
The definition of R? in the line below Equation (1.3) should read 
R? = 72 + 9? — 270 cos(0 — ¢) + 2. 
ee oid 
Line 2 from the bottom: ‘(1.4)’ should read ‘(1.3)’. 


194252 
The operator N„(r, 2, g) is identically zero and should be deleted. 


In Equation (I) replace (—)" by (—)"/2. 
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IP, 293 
Line 8 from the bottom: Replace (—)*/4 by (—)”/2. 


26254 
Equation (3.1): Replace u(r, z) by x w(r, 2). 


222255 
Delete (—)" in Equation (4.1). 
Delete (—)” in Equation (4.3). 


Replace U by u in Equation (4.1). 


12, 256, 
Delete (—)” in the definition of H (1 — y). 
The upper limit of the second integral in the definition of H (1 — y) should be y. 
Bor “Hl (1 —-y) reader (1 9»). 


12 257 
Line 14 from the top should read 


1 
1 d i F Km, ie Fy, 0) ap F 


VB — 


a 
IP, 261 
Line 11 from the bottom: Replace (5.4) by (5.5). 


P#262 


Equation (6.2): In the second integral ‘cosy’ should read ‘cosh’. 


IP, 263 
Equation (6.4) should read 


1 
© sinh k Vy? — 2 


1 
5 By 2 
ehe). et) di + i . 8 c(t) dt 
Ve = y2 V 2 __ 72 
Vv 0 y 
; 2 cosh k 3 y sinhk 3 h 
= 4h sinty | I pe 2 Se 2 Y IL oe | | A? AV { 
2 CA zZ 


Line 7 from the bottom: Replace (6.2) and (6.3)’ by ‘(6. 3) and (6.4)’. 


Line 5 from the bottom: The sentence which begins ‘These are evaluated ..’ 
should read ‘These are evaluated by the requirement that c!(t) and c*(t) are finite | 
at ?= 0 and obey the regularity conditions which we described earlier. 
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Addendum 


Sur la fréquence fondamentale d’une membrane vibrante: évaluations 
par défaut et principe de maximum. Par JOSEPH HErscH, ZAMP 77, 
387-413 (1960): 


Ad § 4.4 et § 5: Ce résultat central se trouve essentiellement déja dans 
E. Pıcarp: Tyaite d'Analyse, t. II (1re éd.: 1893), p. 25-26, et dans T. Boceio: 
Sull’ equazione del moto vibratorio delle membrane elastiche, Atti Accad. Lincei, ser 5, 
vol. 16 (2° sem.), p. 386-393 (1907), notamment p. 390. — Leurs hypotheses de 
continuité sont les mémes que celles de M. H. PROTTER, que j’ai critiquées au 


§ 5. — Contrairement à PROTTER, Pıcarp et BoGGIo semblent avoir sous-estimé 
Il importance de cette inégalité: elle apparaît dans la démonstration de simples 
propriétés de monotonie. J. HERSCH 
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Grundzüge der Elektroakustik. Von F. A. Fıscher (Fachverlag Schiele & 
Schön GmbH, Berlin 1959). 210 S., 141 Abb., 7 Tabellen; DM 24.-. 

Nach genau 10 Jahren kam diese 2. Auflage heraus. Sie wurde in einigen 
Punkten wesentlich geändert. Wertvoll ist, dass auch auf der mechanischen Seite 
die mechanische Innenimpedanz dem Wandler als Vierpol zugeordnet bleibt. Dieser 
ist dann definiert als ein Vierpol mit elektrischen Eingangsklemmen und einer 
Ebene, in welcher der Zusammenhang zwischen Kraft und Schnelle aus der gege- 
benen Belastung hervorgeht. 

Das leichtverständlich geschriebene Buch gliedert sich in die Kapitel elektrische 
und mechanische Schwingungsgebilde, in welchem die Analogien behandelt werden, 
dann die Kraftwirkungen elektrischer und mechanischer Felder auf Materie, auf- 
geteilt in elektrische und magnetische Felder. Es folgen in Kapitel 3 die elektro- 
mechanischen Umwandlungsprinzipien und ihre Grundgesetze, ebenfalls wieder 
aufgeteilt nach Wandlern mit elektrischen Feldern und solchen mit magnetischen 
Feldern. Darin dürfte sich ein Irrtum eingeschlichen haben, weil die normalen 
elektromagnetischen Telephone nicht zu den behandelten elektromagnetischen 
Wandlern gehören, sondern zum elektrodynamischen Wandler. In einer Tabelle des 
Kapitels 4 ist die Systematik der elektroakustischen Wandler zusammengestellt. 
Es folgt in Kapitel 5 die Grundgleichung der Ersatzschaltbilder der vier Wandler- 
klassen. Das Kapitel 7 ist der Abstrahlung des Schalles gewidmet, wobei die ge- 
richtete Strahlung eine wesentliche Rolle spielt. Wichtig sind die Fragen des 
Wirkungsgrades eines Wandlers als Schallsender (Kapitel 8), die Empfindlichkeit 
eines Wandlers als Schallempfänger (Kapitel 11) und die elektrischen und mecha- 
nischen Eingangsimpedanzen (Kapitel 9 und 10). Sehr kurz ist der thermische 
Schallwandler und der Relais-Empfänger gestreift. Den Schluss bildet ein Kapitel 
über die elektroakustische Messtechnik. 

Auf beschränktem Raum wird das Wesentliche gesagt und gründlich behandelt. 
Der Elektroakustiker wird deshalb gerne nach diesem Buch greifen, das ihm hiltt, 
seine Probleme richtig anzupacken. Sollte er keinen genügenden Aufschluss im 
Buche finden, so weist ihn ein Schrifttumsverzeichnis auf eine ausführlichere Be- 


handlung hin. H. WEBER 
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IS-Tafel für Luft und Verbrennungsgase. Von O. Lutz und F. WOLF. 
2. Auflage, neu bearbeitet und erweitert von Prof. Dr.-Ing. O. Lutz und Dipl.-Ing. 
W. Louse (Springer-Verlag, Berlin 1959). 18 S., 4 Abb., 5 Kurventafeln; DM 7.50. 

Die IS-Tafel für Verbrennungsgase von Lutz und Wo rr, die bereits jahrzehnte- 
lang vielen Ingenieuren wertvolle Dienste geleistet hat, liegt nun in 2. Auflage vor. 
Wie der Verfasser im Vorwort sagt, hat er sich zunächst die Frage gestellt, ob die 
Herausgabe dieser Tafel heute überhaupt noch vertretbar sei, oder ob man nicht 
vielmehr in Zukunft auf das graphische Arbeiten anhand solcher Tafeln völlig ver- 
zichten werde. Man muss ihm aber sicher zustimmen, wenn er zum Schluss gelangt, 
dass auch weiterhin die IS-Tafel ein unentbehrliches Hilfsmittel des Ingenieurs | 
bleiben wird. Der Ingenieur sollte sich nicht zu sehr daran gewöhnen, sogleich zu 
komplizierten automatischen Rechengeräten seine Zuflucht zu nehmen, sondern 
er sollte durchaus versuchen, mit einfachen anschaulichen Verfahren rasch zum 
Ziel zu gelangen, dort wo der Charakter des Problems dies zulässt. 

Die neue Tafel ist gegenüber der alten ins Gebiet wesentlich höherer Tempera- : 
turen erweitert, was einen zusätzlichen Kunstgriff zur Berücksichtigung des dann 
wesentlichen Einflusses der Dissoziation notwendig gemacht hat. Sonst ist die: 
Tafel in ihrem Aufbau gleich geblieben wie die alte. Im beigefügten Text sind die 
Grundlagen klar und knapp zusammengefasst, und es ist auch angegeben, wie im 
Falle abnormaler Kraftstoffe (die der Verfasser «exotische» Kraftstoffe nennt) zu 
verfahren ist. 

Die neue IS-Tafel wird sicher wie die alte eine weite Verbreitung finden. An 
sich möchten wir bedauern, dass man bei dieser Überarbeitung noch beim alten 
technischen Maßsystem geblieben ist und nicht den Übergang zum MKSA-System 
vollzogen hat. Man versteht aber leicht, dass dies im heutigen Zeitpunkt in bezug 
auf die Verbreitung der Tafel vielleicht doch noch etwas gewagt gewesen wäre. 


W. TRAUPEL. 


Méthodes Numériques; Interpolation, Dérivées. Von J. KUNTZMANN 
(Dunod Editeur, Paris 1959). 272 S., 60 Fig.; fFr. 3600.—. 

Dieses Buch behandelt in ausführlicher und leichtverständlicher Darstellung 
die verschiedenen Methoden der Interpolation und der numerischen Berechnung 
von Ableitungen. Die stoffliche Beschränkung gestattet es dem Verfasser, die Teil- 
gebiete einschliesslich deren Querverbindungen sehr gründlich zu behandeln. Sorg- 
faltige Fehlerabschätzungen und viele numerische Beispiele zu allen behandelten 
Methoden machen das Buch zu einer wertvollen Hilfe für praktische Anwendungen. 


M. ENGELI 


Advanced Mechanics of Fluids. Herausgegeben von HUNTER Rouse (John 
Wiley & Sons, Inc., New York 1959). 144 S., 142 Fig.; $9.75. 

Diese Fortsetzung der «Elementary Mechanics of Fluid» des als Hydrauliker 
bekannten Autors beschränkt sich auf die Behandlung der inkompressiblen Flüssig- » 
keiten. Sie ist vor allem als Hilfe für Vorlesungen über höhere Strömungslehre 
gedacht, und dieser Zweck ist zweifellos gut erfüllt. Nach einer interessanten Dis- 
kussion über die Wechselwirkung zwischen Theorie und Experiment wird die Me- . 
thode der Dimensionsanalyse behandelt, und dann werden die klassischen Theorien 
der Potentialströmung und ihre mathematischen Hilfsmittel, wie Singularitäten- 
verfahren und konforme Abbildung, ausführlich dargestellt. Es folgt ein Kapitel 
über Navier-Stokessche Gleichungen, laminare Strömung und ihre Stabilität und‘ 
‚eine kurze Diskussion des Turbulenzproblems. Die Theorie der laminaren und 
turbulenten Grenzschicht und der Mischvorgänge bei freier Turbulenz wird aus- 
führlich behandelt. Dem Zweck des Buches entsprechend wird das Hauptgewicht 
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auf die mathematische Behandlung der Probleme gelegt; es sind nur wenige, zur 
Hauptsache altbekannte experimentelle Resultate zur Illustration der Theorie 
wiedergegeben. Viele gut ausgelesene Probleme und numerische Beispiele ergänzen 
das sehr schön gedruckte Buch. P. DE HALLER 


Glossary of Terms Used in Vacuum Technology. Herausgegeben vom 
Committee on Standards der American Vacuum Society (Pergamon Press, London 
1958). 63 S.; $2.00. 

Durch die rasche Entwicklung der Vakuumtechnik entstand in vielen Ländern 
das Bedürfnis, eine auf diesem Fachgebiet allgemeingültige Nomenklatur einzu- 
führen. Das vorliegende Heftchen versucht, diesem Bedürfnis im angelsächsischen 
Sprachgebiet entgegenzukommen. Insgesamt werden 428 vakuumtechnologische 
Begriffe definiert und näher umschrieben. Man findet unter anderem den begrüssens- 
werten Vorschlag, auch in Amerika die Druckeinheit 1 mm Hg-Säule mit «Torr» zu 
bezeichnen und damit für eine internationale Verwendung dieses Begriffes den Weg 
zu ebnen. E. Bas 


Les problèmes aux limites de la physique mathématique (Introduction 
à leur étude générale). Von H. G. GARNIR. Lehrbücher und Monographien aus dem 
Gebiete der exakten Wissenschaften, Mathematische Reihe (Birkhauser Verlag, 
Basel/Stuttgart 1958). 234 S., 5 Abb.; sFr. 25.—. 

Die vorliegende Monographie behandelt nicht etwa, wie es der Titel angibt, 
sämtliche Randwertprobleme der mathematischen Physik, sondern nur das «Dirich- 
let-Neumannsche Problem» für die Wellen- und Wärmeleitungsgleichung. Der Ver- 
fasser hat sich zum Ziel gesetzt, den Leser in die moderne funktionalanalytische Be- 
handlungsweise von Randwertproblemen einzuführen. Es handelt sich hier also um 
ein Werk, das sich an diejenigen Mathematiker wendet, welche die klassische 
Theorie dieser Randwertprobleme schon kennen. Dementsprechend fehlen Moti- 
vierungen und Beispiele vollständig. Der Einsatz der Funktionalanalysıs ergibt als 
Hauptresultat die Möglichkeit, die Randwertprobleme ohne irgendeine Annahme 
über den Rand der Gebiete, in denen das Problem gelöst werden soll, zu formulieren 
und zu «lösen». Insbesondere ist es möglich, die Randbedingungen, welche die 
Normalableitung in den Randpunkten betreffen, auch in diesem ganz allgemeinen 
Fall zu formulieren. Die «Lösungen» sind dann allerdings auch keine Funktionen, 
sondern Distributionen. Diesen Distributionen kann nicht ohne weiteres ein phy- 
sikalischer Sinn zugesprochen werden. Der Autor unterscheidet deshalb zwischen 
«mathematischen» und «physikalischen» Lösungen des Problems. «Physikalisch» 
heisst dabei eine Lösung, wenn die entsprechende Distribution Integralform hat. 

Das Buch setzt eine sehr gründliche Kenntnis der Lebesgueschen Integrations- 
theorie voraus, hingegen wird die Theorie der Hilberträume sowie der Distributionen 
soweit wie nötig entwickelt. Etwas seltsam mutet die ausführliche Behandlung 
elementarer Begriffe der linearen Algebra (Skalarprodukte usw.) an; wer die 
Lebesguesche Theorie kennt, wird auch lineare Algebra kennen. Wenn man sich 
aber schon entschliesst, derart elementare Dinge ausführlich zu behandeln, so 
sollten auch an anderen Orten Motivierungen gegeben werden, so für den Begriff 
der schwachen Lösung usw. Die Ausstattung des Buches entspricht derjenigen der 
übrigen Publikationen dieses Verlags. | ; | 

Inhaltsübersicht: Livre I: Théorie des espaces fonctionnels hilbertiens : Livre Jie 
Problème de DIRICHLET-NEUMANN pour l'opérateur méta-harmonique ; ivce ll: 
L’opération J; Livre IV: Probléme de DIRICHLET-NEUMANN pour les opérateurs des 


ondes et de la diffusion. E. STAMM 
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Handbuch der Physik - Encyclopedia of Physics. Herausgegeben von 
S. FrüccE und E. Creutz, Band 41/1: Kernreaktionen Il: Theorie (Springer- 
Verlag, Berlin 1959). 571 S., 61 Fig.; DM 145.-. 

Über den Wert bzw. Unwert von Enzyklopädien ist an anderer Stelle schon so 
viel geschrieben worden, dass es nicht verlohnt, diese Frage erneut aufzugreifen. 
Dagegen drangt sich oft der Vergleich zwischen Handbiichern und ruckblickenden 
Zeitschriften, wie etwa der «Review of Modern Physics», auf. Solche Zeitschriften 
haben gegenüber Handbüchern zweifellos Vorteile: Sie verzichten darauf, Artikel 
in einem gewissen Zusammenhang zu ordnen, das heisst, die jeweiligen Aufsätze 
erscheinen zu einem Zeitpunkt, der ihnen durch den momentanen Entwicklungs- 
stand der Physik zugewiesen ist. Damit bilden sie im besten Sinne des Wortes ein 
Kontinuum, denn es ist ohne weiteres möglich, ein bereits behandeltes Gebiet zu 
einer späteren Zeit wieder aufzugreifen, um es den neusten Erkenntnissen gemäss 
zu ergänzen und zu berichtigen. Auf der andern Seite gelingt es in guten Hand- 
büchern, dem Leser das momentane Wissen um ein bestimmtes Sujet in übersicht- 
licher und konzentrierter Form vorzulegen. 

In dem vorliegenden Band wird das eben geschilderte Ziel besonders durch das 
erste Kapitel über die Theorie von Resonanzreaktionen (G. BREIT, 407 S.) in höchst 
vollkommener Weise erreicht. Allgemeine Überlegungen über Streuungen an Zen- 
tralfeldern führen den Leser in den Wignerschen R-Matrix-Formalismus ein, dem 
ein besonders breiter Raum gewidmet wird. Das Kapitel klingt aus mit Hinweisen 
auf die Anwendung der Theorie auf spezielle Probleme, wie Reaktionen nahe der 
Schwelle, Riesenresonanzen bei Kernphotoreaktionen, durch schwere Ionen aus- 
gelöste Prozesse usw. Das Kapitel von H. Hurr und G. Brett (57 S.) über Coulomb- | 
Wellenfunktionen verzichtet auf Hinweise über Anwendbarkeit dieser Funktionen, 
sondern bietet dem Leser ausschliesslich eine recht konzentrierte und übersichtliche 
Darstellung der mathematischen Handhabung dieser wichtigen Funktionen (Ap- 
proximationen). In einem weiteren Kapitel diskutieren G. BREIT und I. S. McIn- 
TosH (29 S.) die Polarisation von Nukleonen durch Streuung an Atomkernen, 
während sich das letzte Kapitel (G. BREIT und KR. L. GLUCKSTERN, 64 S.) mit der: 
Coulomb-Anregung beschäftigt. Dieser Artikel dürfte als Ergänzung des bekannten 
Aufsatzes über Coulomb-Anregung von ALDER et. al. [Rev. Mod. Phys. 28, 432' 
(1956)] zu verstehen sein. 

Sämtliche Artikel erscheinen in englischer Sprache; das Inhaltsverzeichnis wird 
deutsch und englisch geführt. Das Buch wendet sich in erster Linie an den theo- 
retisch interessierten Experimentalphysiker, dem es zweifellos von erheblichem 
Nutzen sein wird. F. HEINRICH 


Plasma Physics - Accelerators - Thermonuclear Research (Journal of 
Nuclear Physics: Part C.) Herausgegeben von J. V. DunwortH (Pergamon Press, 
London 1959). Preis: $30.— jährlich. 

Zur kurzen Charakterisierung der Aufgaben, die sich diese neue Zeitschrift stellt, 
dürfte die Angabe einiger Beispiele aus dem Inhalt des ersten Heftes am geeignet- 
sten sein: Das Plasmabetatron, Gleichgewichtskonfigurationen toroidaler Plasmen, 
Zirkularbeschleuniger mit azimutaler Magnetfeldvariation, ‘Colliding beam’-Sy- 
steme mit hohen Protonintensitäten, Ionenquellen für Tandem-Bandgeneratoren, | 
allgemeine Charakteristika von selbsterhaltenden Fusionssystemen und vieles mehr. 
Besonders zu begrüssen ist es, dass dem auf diesen Gebieten interessierten Leser | 
auch die Übersetzung russischer Artikel geboten wird. Ferner enthält jede Nummer : 
ein recht vollständiges Verzeichnis kürzlicher Publikationen aus etwa 50 bis 100! 


anderen Zeitschriften über Themen der Plasma- und Fusionsphysik und über den | 
Acceleratorbau. F. HEINRICH ! 


